Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  preservcd  for  générations  on  library  shclvcs  before  il  was  carcfully  scanncd  by  Google  as  part  of  a  projecl 

to  makc  the  workl's  books  discovcrable  online. 

Il  lias  survived  long  enough  for  the  copyright  lo  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  publie  domain  book  is  one  thaï  was  never  subjeel 

lo  copyright  or  whose  légal  copyright  lerni  lias  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  locountry.  Public  domain  books 

are  our  gateways  lo  the  past.  representing  a  wealth  of  history.  culture  and  knowledge  thafs  oflen  dillicull  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  lile  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 

publisher  lo  a  library  and  linally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  lo  digili/e  public  domain  malerials  and  make  ihem  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  wc  are  merely  iheir  cuslodians.  Neverlheless.  ihis  work  is  ex  pensive,  so  in  order  lo  keep  providing  ihis  resource,  we  hâve  taken  sleps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  iiicluciiiig  placmg  lechnical  restrictions  on  aulomaied  querying. 
We  alsoasklhat  you: 

+  Make  non -commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals.  and  we  reuuest  lhat  you  use  thesc  files  for 
pcrsonal,  non -commercial  purposes. 

+  Refrain  from  autoiiiatcil  (/uerying  Donot  send  aulomaied  uneries  of  any  sort  lo  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  characler  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  texl  is  helpful.  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  malerials  for  thèse  purposes  and  may  bc  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  lile  is  essential  for  informing  people  about  this  projecl  and  hclping  them  lind 
additional  malerials  ihrough  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use.  remember  thaï  you  are  responsible  for  ensuring  lhat  whai  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
becausc  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  Uniied  Staics.  thaï  the  work  is  also  in  ihc  public  domain  for  users  in  other 

counlries.  Whelher  a  book  is  slill  in  copyright  varies  from  counlry  lo  counlry.  and  we  can'l  offer  guidanec  on  whelher  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  thaï  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringemenl  liabilily  can  bc  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google 's  mission  is  lo  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  ihe  world's  books  wlulc  liclpmg  aulliors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  eau  search  ihrough  llic  lïill  lexl  of  this  book  un  ilic  web 
al|_-.:.  :.-.-::  /  /  books  .  qooqle  .  com/| 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  cl  de  la  connaissance  humaine  cl  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  soni  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  cl  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.   Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 

dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  lins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  ell'et  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésite/  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  (tour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  franoais.  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  ailleurs  cl  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp  :  //books  .qooql^  .  ■:.■-;. -y] 


BIBLIOGRAPHIC  RECORD  TARGET 

Graduate  Library 
University  of  Michigan 

Préservation  Office 

Storage  Number: 


ACV0786 

UL  FMT  B  RT  a  BL  m  T/C    DT  09/12/88  R/DT  03/22/89  CC   STAT  mm  E/L 1 

035/1:  :  |  a  (RLIN)MIUG86-B36492 

035/2:  :  |  a  (CaOTULAS)160646280 

040:  :  |aMiU  |cMiU 

100:1:  |  a  Legendre,  A.  M.  |  q  (Adrien  Marie),  |d  1752-1833. 

245:00:  |  a  Éléments  de  géométrie,  |  c  par  A.  M.  Legendre,  avec  additions  et 

modifications,  par  M.  A.  Blanchet. 

250:  :  |  a  2.  éd.,  suivie  de  la  5.  éd,  |  b  donné  par  A.  M.  Legendre. 

260:  :  |  a  Paris,  |  b  Firmin-Didot  frères,  |cl852. 

300/1:  :  [a2  p.  L., iii, 293, 271  p.  | b 287 diagrs.  on  13  fold.  pi.  |c22cm. 

650/1:0:  |aGeometry. 

700/1:1  :  |  a  Blanchet,  Marie  Alphonse,  |  d  b.  1813,  |  e  éd. 

998/1:  :  |cJMH  |  s  9124 


Scanned  by  Imagenes  Digitales 
Nogales,  AZ 

On  behalf  of 

Préservation  Division 

The  University  of  Michigan  Libraries 


Date  work  Began:  _ 
Caméra  Operator:  _ 


,Google 


ÉLÉMENTS 

DE  GÉOMÉTRIE 

PAR  A.  M.  LEGENDRE, 

AVEC  ADDITIONS  ET  MODIFICATIONS, 
PAR  M.  A.  BLANCHET, 

DEUXIÈME  ÉDITION, 

suivu; 
DE  LA  QUINZIEME  ÉDITION, 

PAR  A.  M.  LEGENDRE, 


PARIS, 

LIBRAIRIE  DE  FIRMLN  DIDOT  FRERES, 

IMPRIMEURS   DE  l'iKSTITUT   DE    FBAtJCK, 


,GoogIe 


,GoogIe 


AVERTISSEMENT 

POUR  CETTE  NOUVELLE  ÉDITION. 


La  Géométrie  de  Legendre  est  encore,  malgfé  les 
nombreux  traités  qui  ont  paru  sur  cette  matière, 
l'ouvrage  le  plus  généralement  suivi  par  les  profes- 
seurs, pour  la  préparation  aux  écoles  du  Gouverne- 
ment. Ce  succès,  qui  date  de  plus  de  quarante  ans, 
doit  être  attribué  aux  divisions  bien  tranchées  de  l'ou- 
vrage, à  l'enchaînement  naturel  des  propositions, 
enfin  au  style  net  et  concis  de  l'auteur. 

Néanmoins  les  Eléments  de  Legendre  présentent 
des  imperfections  et  quelques  lacunes;  aussi  les  pro- 
fesseurs, tout  en  suivant  l'ouvrage  dans  son  ensem- 
ble, ont-ils  coutume  de  faire  quelques  coupures,  et 
des  additions  assez  nombreuses.  J'ai  donc  cru  faire 
une  chose  utile  aux  professeurs  et  aux  élèves,  en  in- 
troduisant dans  le  traité  même  de  Legendre  les  mo- 
difications que  les  progrès  de  l'enseignement  ont 
rendues  nécessaires. 

Mon  intention  était  d'abord,  pour  conserver  in- 
tact le  texte  de  l'auteur,  d'introduire  ces  additions 
sous  la  forme  de  notes,  qui  auraient  été  placées,  soit 
au  bas  de  chaque  page,  soit  à  la  fin  de  chaque  livre, 
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mais  en  réfléchissant,  à  la  difficulté  qu'éprouveraient 
les  élèves  pour  coordonner  les  notes  avec  le  texte, 
surtout  dans  les  passages  où  l'ordre  des  propositions 
serait  interverti ,  j'ai  dû  renoncer  à  cette  idée.  Je  me 
suis  donc  décidé,  d'accord  avec  les  propriétaires  de 
la  Géométrie  de  Legendre,  à  combiner  avec  le  teste 
les  additions  que  je  voulais  faire,  de  manière  à  for- 
mer un  traité  suivi  et  complet;  seulement,  il  nous  a 
paru  convenable  de  placer  à  la  suite',  et  dans  le 
même  volume,  l'ancien  teste  de  Legendre.  Par  cette 
disposition  ,  la  nouvelle  édition  convient  également 
aux  personnes  qui  adoptent  le  traité  de  Legendre 
sans  aucun  changement. 

Je  crois  inutile  d'entrer  ici  dans  le  détail  des  mo- 
difications que  j'ai  introduites  dans  l'ouvrage  de  Le- 
gendre; le  lecteur  sera  à  même  de  les  apprécier  en 
comparant  l'ancien  texte  avec  le  nouveau. 

Le  changement  le  plus  important,  le  seul  dont  je 
croie  devoir  parler,  est  celui  qui  se  rapporte  à  la  me- 
sure du  cercle  et  des  corps  ronds.  J'ai  cru,  pour  la 
mesure  de  ces  figures,  devoir  substituer  au  mode  de 
démonstration  par  la  réduction  à  l'absurde,  la  mé- 
thode des  limites.  Cette  méthode ,  la  seule  appli- 
cable dans  les  parties  élevées  des  mathématiques,  a 
d'ailleurs,  sur  la  première,  l'avantage  de  donner  aux 
élèves  une  marche  sure  pour  la  découverte  de  nou- 
veaux théorèmes  ;  et  en  l'adoptant  j'ai  suivi  l'exemple 
qui  en  a  été  donné  par  des  professeurs  d'un  rare 
mérite,  et  par  des  auteurs  distingués,  parmi  lesquels 
figure  en  première  ligne  M.  Lacroix. 

Je  ne  puis  me  dispenser,  en  terminant  cette  pré- 
face ,   d'adresser  des  remercîments  à  MM.  Sturm, 
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Wautzel  et  Gerono  pour  les  excellents  conseils  qu'ils 
ont  bien  voulu  nie  donner.  J'ai  aussi  beaucoup  d'o- 
bligations à  M.  Serret,  qui  a  eu  la  complaisance  de  re- 
voir quelques  parties  de  mon  travail,  et  qui  m'a  in- 
diqué des  corrections  très-utiles. 

A..  BLANCHET. 
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Eléments 
DE  GÉOMÉTRIE. 

LIVRE  PREMIER. 

DEFINITIONS. 

I.  Tout  corps  occupe  clans  l'espace  indéfini  un  lieu  dé- 
termine qu'on  appelle  volume. 

IL  La  surface  d'un  corps  est  la  limite  qui  le  sépare  de 
l'espace  environnant, 

ÏII.  Le  lieu  où  les  surfaces  de  deux  corps  se  rencontrent 
est  appelé  ligne. 

IV.  Un  point  est  le  lieu  où  deux,  lignes  se  coupent. 

V.  On  conçoit  les  volumes,  les  surfaces^  les  lignes,  indé- 
pendamment des  corps  auxquels  ils  appartiennent. 

VI.  On  donne  le  nom  de  figures  aux  volumes,  aux  sur- 
faces, et  aux  lignes. 

VIL  La  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue 
des  figures,  et  l'étude  de  leurs  propriétés, 

VIII.  La  ligne  droite  est  une  ligne  indéfinie  qui  est  le 
plus  court  chemin  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 

On  doit  regarder  comme  évident  que  si  deux  portions 
de  lignes  droites  coïncident,  ces  lignes  coïncident  dans 
toute  ieur  étendue. 

IX.  Une  ligne  brisée  ou  polygonale  est  une  ligne  com- 
posée de  lignes  droites. 
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2  GÉOMÉTRIE. 

X.  Toute  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de  lignes 
droites,  est  une  ligne  courbe. 

XL  Le  plan  est  une  surface  dans  laquelle  prenant  deux 
points  à  volonté,  et  joignant  ces  deux  points  par  une  droite, 
cette  ligne  est  tout  entière  dans  la  surface. 

XII.  Toute  surface  qui  n'est  ni  plane  ni  composée  de 
surfaces  planes,  est  une  surface  courbe. 

XIII.  La  figure  formée  par  deux  droites  A  B,  A  C  qui 
se  coupent,  s'appelle  angle.  Le  point  A  est  le  sommet  de 
l'angle;  les  lignes  AB,  AC,  en  sont  les  côtés. 

L'angle  se  désigne  quelquefois  par  la  lettre  du  sommet 
A;  d'autres  fois  par  trois  lettres  BAC  ou  CAB,  en  ayant 
soin  de  mettre  la  lettre  du  sommet  au  milieu. 


A  h 
J  \  \ 


Deux  angles  A  et  a  sont  dits  égaux,  lorsqu'on  peut  les 
faire  coïncider.  Ainsi,  supposons  qu'on  porte  l'angle  a  sur 
A,  de  manière  que  ab  s'applique  sur  AB;  si  ac  prend  la  di- 
rection AC,  les  côtés  des  deux  angles  coïncideront,  et  les 
deux  angles  seront  dits  égaux. 


Un  angle  A  est  double,  triple,  etc.,  de  l'angle  I),  s'il 
renferme  entre  ses  côtés,  deux,  trois,.,  angles  égaux  à  l'an- 
gle  D. 

Les  angles  sont  donc  comparables  entre  eux  comme  les 
autres  grandeurs, 
a».  3.       XIV.  Lorsque  la  ligne  droite  AB  rencontre  une  autre 
droite  CD,  de  telle  sorte  que  les  angles  iidjaceuts  BAC,  BAD, 


,Google 


soient  égaux  entre  eux,  la  ligne  AB  est  dite  perpendicu- 
laire sur  CD,  et  les  angles  égaux  BAC,  BAD,  sont  appelés 
angles  droits. 

Il  sera  démontre  que  par  un  point  A  pris  sur  une  droite 
CD  on  peut  toujours  élever  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite,  et  que  tous  les  angles  droits  sont  égaux  entre  eux. 

Tout  angle  plus  grand  qu'un  angle  [droit  est  un  angle 
obtus;  tout  angle  plus  petit  qu'un  angle  droit  est  un  angle 
aigu. 

On  appelle  angles  supplémentaires  deux  angles  dont  !,i 
somme  est  égale  à  deux  droits;  et  angles  complémentai- 
res, deux  angles  dont  la  somme  vaut  un  droit. 

XV.  Deux  lignes  sont  dites  parallèles,  lorsque,  étant  %,  5. 
situées  dans  le  même  plan,  elles  ne  peuvent  se  rencontrer 

à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge  l'une  et  l'autre. 
Telles  sont  les  lignes  AB,  CD. 

XVI.  Figure  plane  est  un  plan  terminé  de  toutes  parts 
par  des  lignes. 

Si   les  lignes  sont  droites,  l'espace  quelles  renferment 
s'appelle  f<g'i''i'-  rcciiligrw  on  polygone,  ci:  les  lignes  elles-  fig.fi, 
mêmes  prises  ensemble  forment  le  contour  ou  périmètre 
du  polygone. 

XVII.  Le  polygone  de  trois  côtés  est  le  plus  simple  de 
tous,  il  s'appelle  triangle:  ce! ni  de  quatre  côtés  s'appelle 
quadrilatère;  celui  de  cinq,  pentagone;  celui  de  six,  hexa- 
gone, etc, 

XVIII.  On  appelle  triangle  é'juilati'ral  celui  qui  a  ses  eg.  7. 
trois  côtés  égaux;  triangle  isocèle,  eelui  dont  deux  côtés  ,;..-_  s. 
seulement  sont  égaux;  triangle  scalène,  celui  qui  a  ses  trois  tis.  9. 
cotés  inégaux. 

XIX.  Le  triangle  rectangle,  est  celui  qui  a  un  angle  droit 

Le  côté  opposé  à  l'angle  droit  s'appelle  hypoténuse  :  ainsi.  f|F,  ïo, 
ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A,   le  coté  BC  est  son 
hypoténuse.  ^ 

XX.  Parmi  les  quadrilatères  on  distingue: 
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4  GÉOMÉTRIE. 

fi    It       Le  carré,  qui  a  ses  cotés  égaux  et  ses  angles  droits, 
fig- IS-       Le  rectangle,  qui  a  les  angles  droits  sans  avoir  les  côtés 

tig.  i3.       Le  parallélogramme  ou  rhombe,  qui  les  a  côtés  opposés 

parallèles. 
Bg-ti.       Le  losange,  dont  les  côtés  sont  égaux  sans  que  les  an- 
gles soient  droits. 
%.  i5:       Enfin   le  trapèze,  dont  deux  côtés  seulement  sont  pa- 
rallèles, 
fig.  4a.       XXI.  On  appelle  diu'^vn-ilu  la  ligne  qui  joint  les  som- 
mets de  deux  angles  non  adjacents  :  telle  est  AC. 

XXII.  Polygone  étjiiilr'téral  est  celui  dont  tous  les  côtés 
sont  égaux;  polygone  éqiùunglc,  celui  dont  tous  les  angles 
sont  égaux. 

XXIIl.Ueux  polygones  sont  équilatéraux  entre  eux  lors- 
qu'ils ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  et  placés  dans 
le  même  ordre,  c'est-à-dire,  lorsqu'on  suivant  leurs  con- 
tours dans  un  même  sens,  le  premier  côté  de  l'un  est  égal 
au  premier  de  l'autre,  le  second  de  l'un  au  second  de  l'au- 
tre, le  troisième  au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  On  entend 
de  même  ce  que  signifient  deux  polygones  équituigles  entre 
eux. 

Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  côtés  égaux  ou  les  angles 
égaux  s'appellent  côtés  ou  angles  homologuai. 

XXIV.  On  appelle  polygone  convexe,  un  polygone  situé 
entièrement  d'un  même  côté  de  la  direction  de  chacun  de 
ses  côtés. 

Le  périmètre  d'un  polygone  convexe  ne  peut  être  ren- 
contré par  une  droite  en  plus  de  deux  points;  car  si  une 
droite  MQ  rencontrait  le  périmètre  AliCDF.  aux  points 
3VI,ÏÏ,P,Q,  le  côté  BC  qui  est  rencontré  par  la  droite  en  l'un 
des  points  intermédiaires  N,  aurait  évidemment  des  par- 
ties de  la  figure  situées  de  part  et  d'autre  de  sa  direction. 
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Explication  des  termes  et  des  signes. 

Axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle-même. 

Théorème  est  une  vérité  qui  devient  évidente  au  moyen 
d'un  raisonnement  appelé  démonstration. 

Problème  est  une  question  proposée  qui  exige  une  so° 
lu  il  on... 

Lemme  est  une  vérilé  emplovée  subsidiaire  m  eut  pour  lu 
démonstration  d'un  théorème  ou  lasolution  d'un  problème. 

Le  nom  commun  de  proposition,  s'attribue  indifférem- 
ment aux  théorèmes,  problèmes,  et  lemmes. 

Corollaire  est.  la  conséquence  qui  découle  d'une  ou  de 
plusieurs  propositions. 

Scolie  est  une  remarque  sur  une  ou  plusieurs  propo- 
sitions précédentes,  tend.mt  à  faire  apercevoir  leur  liaison, 
leur  utilité,  leur  restriction,  ou  leur  extension. 

Hypothèse  est  une  supposition  faite  soit  dans  l'énoncé 
d'une  proposition,  soit  dans  le  courant  d'une  démons- 
tration. 

Le  signe  =  est  le  signe  de  l'égalité;  ainsi  l'expression 
A—B  signifie  que  A  égale  B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  petit  que  B,  on  écrit 
A<B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  grand  que  B,  on  écrit 
A>B. 
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Le  signe  +  se  prononce  plus;  il  indique  l'addition, 

Le  signe — se  prononce  moins;  il  indique  ia  soustraction  : 
ainsi  A+B  représente  la  somme  des  quantités  A  etB; 
A  —  B  représente  leur  différence  ou  ce  qui  reste  en  ôtant 
B  de  A;  de  même  A— B  +  C,  on  A+'C  — B,  signifie  que 
A  et.B  doivent  être  ajoutés  ensemble,  et  que  B  doit  être 
retranché  du  tout. 

Le  signe X  indique  la  multiplication;  ainsi  AxB  repré- 
sente le  produit  de  A  par  B.  Au  lieu  du  signe  X  on 
emploie  quelquefois  un  point;  ainsi  A.  B  est  la  même 
chose  que  AxB.  On  indique  aussi  le  même  produit  sans 
aucun  signe  intermédiaire  par  AB;  mais  il  ne  faut  em- 
ployer cette  expression  que  lorsqu'on  n'a  pas  en  même 
temps  à  employer  celle  de  la  ligne  AB,  distance  des  points 
A  et  B. 

L'expression  A  x  (J'H-  C  — D)  représente  le  produit  de  A 
par  la  quantité  B  +  C— D.  S'il  fallait  multiplier  A  +  B 
par  A  —  B  +  C,  on  indiquerait  le  produit  ainsi  (A  +  B)  X 
(A  —  B  +  C);  tout  ce  qui  est  renfermé  entre  parenthèses 
est  considéré  comme  une  seule  quantité. 

Un  nombre  mis  au-devant  d'une  ligne  ou  d'une  quan- 
tité, sert  de  multiplicateur  à  cette  ligne  ou  à  cette  quantité; 
ainsi,  pour  exprimer  que  la  ligue  AB  est  prise  trois  fois, 
on  écrit  3  AB;  pour  désigner  ia  moitié  de  l'angle  A,  on 
écrit  ^  A. 

Le  carré  de  la  ligne  AB  se  désigne  par  AB  ;  son  cube 
par  AB.  On  expliquera  en  son  lieu  ce  que  signifient  pré- 
cisément le  carré  et  le  cube  d'une  ligne. 

Le  signe  l/  indique  une  racine  à  extraire;  ainsi  \/'2 
est  la  racine  carrée  de  a  ;  V  A  X  B  est  la  racine  du  pro- 
duit A  X  B,  ou  la  moyenne  proportionnelle  entre  A  et  B. 


Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  • 

e  elles. 
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a.  Le  tout  est  plus  grand  que  su  partie. 

3.  Le  tout  est  égal  à  la  somme  des  parties  dans  les- 
quelles il  a  été  divisé. 

4.  D'un  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
ligne  droite. 

5.  Deux  grandeurs,  ligne,  surface  ou  solide,  sont  égales, 
lorsqu'étant  placées  l'une  sur  l'autre  elles  coïncident  dans 
toute  leur  étendue. 

PROPOSITION  PREMIERE. 


Par  un  point  pris  sur  une  droite  on  peut  élever  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite,  et  on  n'en  peut  élever 
(jaune. 

En  effet,  supposons  qu'une  droite  AM  d'abord  couchée 
sur  ÀC,  tourne  autour  du  point  A,  elle  formera  deux  angles 
adjacents  MAC,  MAB,  dont  l'un  MAC,  d'abord  très-petit, 
ira  toujours  en  croissant,  et  dont  l'autre  MAB,  d'abord  plus 
grand  que  MAC,  ira  constamment  en  décroissant  jusqu'à 
zéro. 


L'angle  MAC,  d'abord  plus  petit  que  MAB,  deviendra 
donc  plus  grand  que  cet  angle;  par  conséquent  il  y  aura 
une  position  AM'  de  la  droite  mobile  où  ces  deux  angles 
seront  égaux,  et  il  est  évident  qu'il  n'y  en  aura  qu'une 
seule. 

Corollaire.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Soient  DC  perpendiculaire  sur  AB ,  et  HG  perpendicu-  ë 
laire  sur  EF,  je  dis  que  l'angle  DCB  est  égal  à  HGF.  En 
effet,    si   l'on   porte  la  droite   EF    sur   AB,    de    manière 
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que  le  point  G  tombe  en  C,  GH  prendra  la  direction  CD; 
autrement  on  pourrait,  par  un  point  pris  sur  une  droite  , 
élever  deux  perpendiculaires  sur  cette  droite. 

PROPOSITION  ir. 

THÉORÈME. 

'■  Toute  ligne  droite  CD,  qui  en  rencontre  une  autre 
AB,  fait  avec  celle-ci  deux  angles  adjacents  ACD,  BCD, 
dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Au  point  C,  élevez,  sur  AB  lu  perpendiculaire  CE.  L'angle 
ACD  est  la  somme  des  angles  ACE,  ECD;  donc  ACD 
-h  BCD  sera  la  somme  des  trois  ACE,  ECD,  BCD.  Le  pre- 
mier de  ceux-ci  est  droit,  les  deux  autres  font  ensemble 
l'angle  droit  BCE  ;  donc  la  somme  des  deux  angles  ACD  , 
BCD,  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  Si  l'un  des  angles  ACD,  BCD  est  droit, 
l'autre  le  sera  pareillement. 

i.  Corollaire  II.  Si  la  ligne  DE  est  perpendiculaire  à  AB , 
réciproquement  AB  sera  perpendiculaire  à  DE. 

Car,  de  ce  que  DE  est  perpendiculaire  à  AB,  il  s'ensuit 
que  l'angle  ACD  est  égal  à.  son  adjacent  DCB ,  et  qu'ils 
sont  tous  deux  droits.  Mais  de  ce  que  î'angle  ACD  est  un 
angle  droit,  il  s'ensuit  que  son  adjacent  ACE  est  aussi  un 
angle  droit;  donc  l'angle  ACE  =  ACD,  donc  AB  est  per- 
pendiculaire à  DE. 

i.  Corollaire  III.  Tous  les  angles  consécutifs  BAC,  CAD, 
DAE,  EAF,  formes  d'un  même  côté  de  la  droite  BF,  pris 
ensemble,  valent  deux  angles  droits;  car  leur  somme  est 
égale  à  celle  des  deux  angles  adjacents  BAC,  CAF. 

proposition  in. 


Si  deux  angles  adjacents  ACD,   DCB,   valent  en- 
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semble  deux  angles  droits ,   les  deux  côtés  extérieurs 
AC,  CC,  seront  en  ligna  droite. 

Car  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AC,  soiL  CE  ce 
prolongement;  alors  la  ligne  ACE  étant  droite,  la  somme 
des  angles  ACD,  DCE,  sera  égale  à  deux  droits*.  Mais, 
par  hypothèse,  la  somme  des  angles  ACD,  DCB,  est  aussi 
égale  à  deux  droits;  donc  ACD  +  DCB  serait  égale  à  ACD 
+DCE  ;  retranchant  de  part  et  d'autre  l'angle  ACD,  il  res- 
terait la  partie  DCB  égale  au  tout  DCE,  ce  qui  est  impossi- 
ble ;  donc  CB  est  le  prolongement  de  AC. 

PROPOSITION   IV. 


Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  AB,  DE  ,  se  %.  ? 
coupent,  les  angles  opposés  au  sommet  sont  égaux. 

Car  puisque  la  ligne  DE  est  droite,  la  somme  des  an- 
gles ACD,  ACE,  est  égale  à  deux  droits;  et  puisque  la 
ligne  AB  est  droite,  la  somme  des  angles  ACE,  DCE,  est 
égale  aussi  à  deux  droits  ;  donc  la  somme  ACD  -+-  ACE  est 
égale  à  la  somme  ACE  +  BCE.  Retranchant  de  part  et 
d'autre  le  même  angle  ACE,  il  restera  l'angle  ÀCD  égal  à 
son  opposé  BCE. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  ACE  est  égal  à 
son  opposé  BCD. 

Scolie.  Les  quatre  angles  formes  autour  d'un  point  par 
deux  droites  qui  se  coupent,  valent  ensemble  quatre  an- 
gles droits;  car  les  angles  ACE,  BCE,  pris  ensemble,  va- 
lent deux  angles  droits,  et  les  deux  autres  ACD,  BCD,  ont 

En  général,  si  tant  de  droites  qu'on  voudra  CA,CB,etc.  es.  s 
se  rencontrent  en  un  point  C,  la  somme  de  tous  les  angles 
consécutifs    ACB,  BCD,  DCE,  ECF,  FCA,  sera   égale    à 
quatre  angles  droifs  ;  car  si  l'on  formait  au  point  C  quatre 
angles  droits  au  moyen  de  deux  lignes  perpendiculaires 
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entre  elles,  leur  somme  serait  évidemment  égale  à  celle 
ries  angles  successifs  ACB,  BCD,  etc. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

5/  par  un  point  O  d'une  droite  AB ,  on  mène  de 
part  et  (Vautre  de  cette  droite  deux  ligues  OC,  OD, 
telles  que  les  angles  COA,  BOD,  soient  égaux,  OD 
sera  le  prolongement  de  OC. 

En  effet,  supposons  que  OE  soit  le  prolongement  de 
OC,  on  aurait  (ThéorèmelY )  COA— BOE;mais  par  hypo- 
thèse BOD^COA;  donc  BOD  serait  égal  à  BOE,  ce  qui 
est  absurde. 


PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  sont,  égaux ,  lorsqu'ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  l'angle  A  égal  à  l'angle  D  ,  le  côté  AB  égal  à  DE  , 
le  côté  AG  égal  à  DF  ;  je  dis  que  les  triangles  ABC,  DEF 
seront  égaux. 

En  effet,  ces  triangles  peuvent  être  posés  l'un  sur  l'au- 
tre de  manière  qu'ils  coïncident  parfaitement.  Et  d'abord 
si  l'on  place  le  côté  DE  sur  son  égal  AB,  le  point  D  tom- 
bera en  A  et  le  point  E  en  B  :  mais  puisque  l'angle  D  est 
égal  à  l'angle  A,  dès  que  ie  côté  DE  sera  placé  sur  AB,  le 
côté  DF  prendra  la  direction  AC.  De  plus,  DF  est  égal  à 
AC  ;  donc  le  point  F  tombera  en  C,  et  le  troisième  côté  EF 
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couvrira  exactement  le  troisième  coté  BC  ;  donc  le  trian- 
gle DEF  est  égal  au  triangle  ABC. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  parties  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  l'angle  A  =  D,  le  côté  AB^DE, 
et  le  côté  AC  — DF,  on  peut  conclure  que  les  trois  au- 
tres le  sont,  savoir,  l'angle  B  ~  E,  l'angle  C  =  F,  et  le 
cotéBC  —  EF. 

PROPOSITION  VU. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  sont  égaux ,  lorsqu'ils  ont  un  côté 
égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  le  côté  BC  égal  au  côté  EF,  l'angle  B  égal  à  l'angle  & 
E,  et  l'angle  C  égal  à  l'angle  F;  je  dis  que  le  triangle  DEF 
sera  égal  au  triangle  ABC. 

Car,  pouropérer  la  superposition  ,  soit  placé  EF  sur  son 
égal  BC,  !e  point  E  tombera  en  B,  et  le  point  F  en  C.  Puis- 
que l'angle  E  est  égal  à  l'angle  B,  le  côté  ED  prendra  la 
direction  BA;  ainsi  le  point  D  se  troiivera  sur  quelque 
point  de  la  ligne  BA.  De  même ,  puisque  l'angle  F  est  égal 
à  l'angle  C,  la  ligne  FD  prendra  la  direction  CA,  et  le 
point  D  se  trouvera  sur  quelque  point  du  côté  CA;  donc 
le  point  D  qui  doit  se  trouver  à  la  fois  surles  deux  lignes 
BA,  CA,  tombera  sur  leur  intersection  A  ;  donc  les  deux 
triangles  ABC,  DEF,  coïncident  l'un  avec  l'autre  et  sont 
parfaitement  égaux. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  parties  sont  égales  dans  deux 
triangles,  savoir,  BC  —  EF,  B  — E,  C  — F,  on  peut  con- 
clure que  les  trois  autres  le  sont ,  savoir,  AB  =  DE 
AC  =  DF,  A  =  D. 
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PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

Dans  tout  triangle  un  coté  quelconque  es!  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligne  droite  BC  ,  par  exemple ,  est  le  plus  court 
.  chemin  de  B  en  C;  done  BC  est  plus  petit  que  AB  +  AC. 

On  doit  aussi  remarquer  qu'un  côté  quelconque  est  plus 
grand  que  la  différence  des  deux  autres. 

En  effet,  soit  a  le  plus  grand  côté,  h  et  c  les  deux  au- 
tres ;  de  l'inégalité  a  <  b  -\-  <?,  on  lire,  en  retranchant  c  de 
part  et  d'autre,  a — c<//,  et  en  retranchante, a — -ù<c. 

PROPOSITION  IX. 


Si  d'an  point  O  pris  au  dedans  du  triangle  ABC, 
on  mène  aux  extrémités  d'un  côté  BC  les  droites  OR, 
OC,  la  somme  de  ces  droites  sera  moindre  que  celle 
des  deux  autres  côtés  AB,  AC. 

Soit  prolongé  BO  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  AC  en 
t  D;  la  ligne  droite  OC  est  plus  courte  que  OD  +  DC*  : 
''ajoutant  de  part  et  d'autre  BO,  on  aura  BO  +  OC<  BO 
+  OD  +  DC,ouBO  +  OC<  BD+DC. 

On  a  pareillement  BD  <  BA  +  AD;  ajoutant  de  part  et 
d'autre  DC ,  on  aura  BD  +  DC  <  BA  +  AC.  Mais  on  vient 
de  trouver  BO  -1-  OC  <  BD  +  DC  ;  donc  à  plus  forte  rai- 
son, BO  +  OC<BA+AC. 

PROPOSITION    X. 


Toute  ligne  polygonale  convexe  ABCD  est  moindre 
qu'une  ligne  quelconque  MEFG  qui  l'enveloppe  de 
toutes  parts. 
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Prolongez  dans  le  même  sens  les  côtes  du  polygone 
ABCD,  jusqu'à  leur  rencontre  avec  la  ligne  enveloppante, 
on  aura  cette  suite  d'inégalités 

AB  +  BH  <  AL  +  LE  +  EH 

BC+CI  <BII  -H  HF-t-FI 

CD  +  DK<   CI  +  1G  4-GK 

DA-h  AL  <  DK.  +  KM  +  ML. 

Ajoutant  ces  inégalités  membre  h  membre,  et  supprimant 

les  parties  communes  aux  deux  membres  ,  on  a  AB  +  BC 

+  CD  •+-  D A  <  EF  -+-  FG  +  GM  +  ME. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  toute  ligne 
polygonale  convexe  est  moindre  qu'une  ligne  envelop- 
pante terminée  aux  mêmes  extrémités. 

PROPOSITION   XI. 


Si  deux  côtés  d'un,  triangle  sont  égaux  à  deux  côtés 
d'un  autre  triangle  chacun  à  chacun;  si  en  même 
temps  l'angle  compris  par  les  premiers  est  plus  grand 
que  l'angle  compris  par  les  seconds,  Je  dis  que  le 
troisième  côté  du  pre.nùe.r  triangle  sera  plus  grand 
que  le  troisième  côté  du  second. 

Placez  les  deux  triangles  de  manière  qu'ils  aient  un  côté 
commun  AC,  et  les  deux  autres  côtés  égaux  AB,  AD,  si- 
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tues  de  part  Rt  d'autre.  On  a  d'ailleurs  l'a 


Divisez  l'angle  BAD  en  deux  parties  égales  par  la  ligne 
AE,  cette  droite  tombera  dans  le  plus  grand  angle  BAC; 
enfin  tirez  la  ligne  DE  ;  les  deux  triangles  BAE,  EAD, 
seront  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux.  Donc  BE=ED.  Mais  dans  le  triangle 
EDC,  onaCD<  ED+EC.  Remplaçant  ED  par  BE,on 
obtient  CD  <  BE  +  EC  ou  CD  <  BC.* 

Réciproquement,  si  les  côtés  AB,  AC,  du  triangle  ABC 
sont  égaux  aux  deux  côtés  AC,  AD,  du  triangle  ACD  ;  si 
de  plus  le  troisième  côté  CB  du  premier  triangle  esc  plus 
grand  que  le  troisième  côté  CD  du  second,  l'angle  BAC 
sera  plus  grand  que  l'angle  CAD. 

Car  si  l'angle  BAC  était  plus  petit  que  CAD,  on  vient 
de  voir  que  CB  serait  plus  petit  que  CD  ,  ce  qui  est  con- 
tre l'hypothèse;  et  si  l'angle  BAC  était  égal  à  CAD,  on 
aurait  {Théorème  VI)  CB  =  CD;  ce  qui  est  aussi  contre  la 
supposition. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  son./,  égaux,  lorsqu'ils  ont  les  trois 
cotés  égaux  chacun  à  chacun. 
fig.  a3.      Soit  le   côté  AB  =DE,  AC=DF,  BC  =  EF,  je  dis 
qu'on  aura  l'angle  A  =  D,  B  =  E,  C=F. 

Car  si  l'angle  A  était  plus  grand  que  l'angle  D,  comme 
les  côtés  AB,  AC,  sont  égaux  aux  côtés  DE,  DF,  chacun  à 
chacun ,  i!  s'ensuivrait,  par  le  théorème  précédent,  que  le 
côté  BÇ  est  plus  grand  que  EF  ;  et  si  l'angle  A  était  plus 
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petit  que  l'angle  D,  il  s'ensuivrait  que  le  côte  BC  est  plus 
petit  que  EF  :  or,  BC  est  égala  EF  ;  donc  l'angle  A  ne  peut 
être  ni  plus  grand  ni  plus  petit  que  l'angle  D;  donc  il  lui 
est  égal.  On  prouvera  de  même  que  l'angle  B  —  E,  et  que 
l'angle  C  =  F. 

Scolîe.  On  peut  remarquer  que  les  nulles  ég'iiiss  sont 
opposes  à  des  notés  égaux  :  ainsi  les  angles  égaux  A  et  D 
sont  opposés  aux  côtés  égaux  BC,  EF. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

Dans  un  triangle  isocèle.  ,  les  angles  opposés  aux 
cotés  égaux  sont    égaux. 

Soit  le  côté  AB  =  AC  ,  je  dis  qu'on  aura  l'angle  C  =  B.  fi 

Tirez  la  ligne  AD  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de 
la  basa  BC,  les  deux  triangles  ABU,  ADC,  auront  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  savoir,  AD  commun, 
AB  —  AC  par  hypothèse,  et  BD  =  DCpar  construction; 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  l'angle  B  est  égal  à 
l'angle  C. 

Corollaire.  Un  triangle  éqnilaiéral  est  en  même  temps 
équiangle,  c'est-à-dire  qu'il  a  ses  angle;;  égaux. 

Scolie.  L'égalité  des  triangles  ABD,  ACD,  prouve  en 
même  temps  que  l'angle  BAD  =  DAC ,  et  que  l'angle 
BDA  —  ADC;  donc  ces  deux  derniers  sont  droits  ;  donc 
la  ligne  menée  du  sommet  d'un  triangle  isocèle  au  milieu 
desa  base,  est  pcrpeiuHcnlaire  à  cette  base,  et  divise  l'angle 
du  sommet  en  deux  parties  égales. 

Dans  un  triangle  non  isocèle  on  prend  indifféremment 
pour  base  un  côté  quelconque,  et  alors  son  sommet  est 
celui  de  l'angle  opposé.  Dans  le  triangle  isocèle  on  prend 
particulièrement  pour  base  Se  côté  qui  n'est  point  égal  à 
l'un  des  deux  autres. 
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PROPOSITION  XIV. 


Si  dans  un  triangle  deux  angles  sont  égaux ,  les 
côtés  opposé*  sont  égaux. 

Soit  l'angle  ABC  ==  ACB,  je  dis  que  le  côté  AC  sera  égal 
au  coté  AB. 


Faisons  un  triangle  A'B'C  égal  au  triangle  ABC;  de  sorte 
que  l'angle  B—  B',  C'=C  et  BC=B'C. 

Superposons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  en  le  retour- 
nant de  manière  que  le  côté  B'C  s'applique  sur  BG,  mais 
le  point  G  en  B,  et  le  point  B'  en  C.  L'angle  C'=C=B; 
donc  C'A'  prendra  la  direction  BA;  on  verra  de  même  que 
B'A'  prendra  la  direction  CA.  Le  point  A'  tombera  donc 
en  A  ;  et  l'on  aura  A'B'=AC,  et  par  conséquent  AB  —  AC. 

PROPOSITION  XV. 


De  deux  côtés  d'un  triangle,  celui-là.  est  le  plus 
grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand  angle  ,  et 
réciproquement,  de  deux  angles  d'un  triangle,  celui- 
là  est  le  plus  grand  qui  est  opposé  à  an  plus  grand 
côté. 

i°  Soit  l'angle  C  >  B,  je  dis  que  le  côté  AB  opposé  à  î'an- 
gle  C  est  plus  grand  que  le  coté  AC  opposé  à  1  angle  il. 
,.  Soit  fait  l'angle  BCD  —  B;  dans  le  triangle  BDC  on  aura* 
BD  —  DC.  Mais  la  ligne  droite  AC  est  plus  courte  que 
AD+DC,  er  AD+DC—  AD^l-DB^AB  ;  donc  AB  est  plus 
grand  que  AC, 
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q."  Soit  le  côte  AB  >  AC,  je  dis  que  L'angle  G  ,  opposé  au 
côté  AB,  sera  plus  grand  que  l'an  glu  B,  opposé  au  côté  AC, 

Car  si  on  avait  C<B,il  s'ensuivrait,  par  ce  qui  vient 
d'être    démontré,   AB<AC,ce  qui  est  contre  la  supposi- 
tion. Si  on  avait  C=B,  ils'ensuivrait*AB=AC,  ce  qui  est  *  rr'  ' 
encore  contre  la  supposition;  donc  il  faut  que  l'angle  C 
soit  plus  grand  que  B, 

PROPOSITION  XVI. 

TIIKOUJiMli. 

D'un  point  donné  hors  d'une  droite,  1°  on  peut 
abaisser  une  perpendiculaire  sur  celle  droite  ;  2°  on 
n'en  peut  mener  qu'une. 

1"  Soit  A  le  point  donné  et  CD  la  droite  donnée;  faisons 
tourner  la  partie  supérieure  du  plan  autour  de  la  droite 
CD  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  s'appliquer  sur  la  partie  in- 
férieure; et  soit  A'  la  position  que  prendra  le  point  A;  joi- 
gnons AA'.  Si  l'on  replie  de  nouveau  la  portion  de  plan 
A'CD  autour  de  CD,  jusqu'à  ce  que  le  point  A'  ait  repris  sa 
position  primitive,  la  ligne  A'E  s'appliquera  exactement  sur 
AE;  l'angle  A'EC  recouvrira  donc  exactement  l'angle 
AEC;  et  comme  ces  angles  sont  adjacents,  l'angle  AEC 
est  droit;  donc  AE  est  perpendiculaire  sur  CD. 


2°  Supposons  que  du  point  A  on  puisse  mener  sur  CD 
deux  perpendiculaires  AE,  AB;  prolongeons  l'une  d'elles 
AE  d'une  quantité  EA'  —  AE,  et  joignons  A'B. 

Le  triangle  AEB  est  égal  au  triangle  A'EB;  caries  angles 
AEB,  AEB  sont  droits;  le  côté  AE  =  A'E  et  le  côté  BE  est 
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i  en  conclut  que  l'angle  ABE  =  EBA'  :  or  l'an- 
gle ABE  est  droit,  clone.  EBA'  l'est  aussi.  Mais  si  les  angles 
adjacents  ABE,  EBA'  valent  ensemble  deux  angles  droits, 
il  faut  que  la  ligne  ABA'soit  droite,  d'où  il  résulte  qu'en- 
tre deux  points  A  et  A'  on  pourrait  mener  deux  lignes 
droites,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  etc. 

PROPOSITION  XVII. 


Si  d'un  point  A  situé  hors  d'une  droite  DE  on  mène 
la  perpendiculaire  AB  sur  cette  droite ,  et  différentes 
obliques  AE,  AC,  AD,  etc.,  à  différents  points  de  cette 
mène  droite  : 

i°  La  perpendiculaire,  AB  serti  plus  courte  que  toute 
oblique  ; 

20  Les  deux-  obliques  AC,  AE,  menées  de  part  et 
d'autre  de  ht-  perpendiculaire  à  des  distances  égales 
ilC,  BE,  seront  égales  ; 

y  De  deux  obliques  AC  et  AD,  ou  AE  et  AD,  me- 
nées comme  on  voudra ,  celle  qui  s'écarte  le  plus  de 
la  perpendiculaire  sera  la  plus  longue. 

Prolongeais*  [les-peiidiculuire  AlUÎ'ime  quantité  BF=AB, 
stjoigiie-/,  FG,  FD. 

i"  Le  triangle  DGF  est  égal  au  triangle  DCA,  car  l'angle 
droit  CBF— CBA,  le  côté  CB  est  commun,  et  le  côté 
■,_  8F  — ËA;  donc  *  le  troisième  côté  GF  est  égal  au  troisième 
AC.  Or,  ABF,  ligne  droite,  est  plus  courte  que  ACF,  ligne 
brisée;  donc  AB,  moitié  de  ABF,  est  plus  courte  que  AC, 
moitié  de  ACF  ;  donc,  i°Ia  perpendiculaire  est  plus  courte 
que  toute  oblique. 

a"  Si  on  suppose  BE  =  BG,  comme  on  a  en  outre  AB 
commun  et  l'angle  ABE^ABC,  il  s'ensuit  que  le  triangle 
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ABE  est  égal  au  triangle  ABC  *  ;  donc  les   côtes  AE,  AG  'pr.6. 
sont  égaux;  Jonc  2°,  deux  obliques  qui  s'écartent  également 
de  la  perpendiculaire  sont  égales. 

3°  Dans  le  triangle  DFA  la  somme  des  lignes  AC,  GF, 
est  pluspetite*  que  la  somme  des  côtés  AD,DF;  donc  AG,     pr.9. 
moitié  delà  ligne  AGF,  est  plus  courte  que  AD,  moitié  de 
ADF  ;  donc  3°,  les  obliques  qui  s'écartent  le  plus  de  la  per- 
pendiculaire sont  les  plus  longues. 

Corollaire  l.  La  perpendiculaire  mesure  la  vraie  distance 
d'un  point  à  une  ligne,  puisqu'elle  est  plus  courte  que 
toute  oblique. 


IL  D'un  même  point  < 


;  peut 


ligne  trois  droites  égales  :  car  si  cela  était,  il  y  aurait  d'un 
même  côté  de  la  perpendiculaire  deux  obliques  égales,  ce 
qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XVIII. 

■rmioniiirjc. 

Si  par  le  point  C,  milieu  de  la  droite  AB,  on  élève  %  '''■'■ 
la  perpendiculaire  EF  sur  celte  droite ,  1  °  chaque 
point  de  la  perpendiculaire,  sera  également  distant 
des  deux  extrémités  de  la  ligne  AB  ;  a"  tout  point 
situé  hors  de  la.  perpendiculaire  sera  in  également  dis- 
tant des  mêmes  extrémités  A  etB. 

Car,  ["  puisqu'on  suppose  AC=GB,  les  deux  obliques 
AD,  DB,  s'écartent  également  de  la  perpendiculaire;  donc 
elles  sont  égales.  Il  en  est  de  même  des  deux  obliques  AE, 
EB,  des  deux  AF,  FB,  etc.;  donc  iu,  tout  point  de  la  per- 
pendiculaire est  également  distant  des  extrémités  A  et  B. 

i"  Soit  I  un  point  hors  de  la  perpendiculaire;  si  on  joint 
IA,  IB,  l'une  de  ces  lignes  coupera  la  perpendiculaire  en 
D,  d'où  tirant  DB,  on  aura  DB  =  DA.  Mais  la  ligne 
droite  IB  est  plus  petite  que    la  ligne  brisée  ID-r-DB,  et 
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ID+DB— ID+DA=IA;  donc  1B  <IA  ;  donc  a*,tont  point 

hors  de  la  perpendiculaire  est  inégalement  distant  des  ex- 
trémités A  et  B. 

Remarque.  On  appelle  lieu  géométrique  une  ligne  dont 
tous  les  points  jouissent  d'une  propriété  commune,  à  l'ex- 
clusion de  tous  les  autres  points  du  plan, 

La  ligne  EF  est  donc  le  Heu  géométrique  des  points  éga- 
lement distants  des  points  A  et  B. 

PROPOSITION  XIX. 

TTii:i>itiiaiE. 

33.  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
l'hypoténuse,  égaie  et  un  eut é  égal. 

Soit  l'hypoténuse  AC=DF,  et  le  côté  AB=  DE,  je  dis 
que  le  triangle  rectangle  ABC  sera  égal  au  triangle  rectan- 
gle DEF. 

L'égalité  serait  manifeste  si  le  troisième  côté  .BC  était  égal 
au  troisième  F-F  :  supposons,  s  il  est  possible,  (pie  ces  côtés 
ne  soient  pas  égaux,  et  que  BC  soit  le  plus  grand.  Prenez 
BG=EF,  et  joignez  AG.  Le  triangle  ABG  est  égal  au  triangle 
DEF;  car  l'angle  droit  B  est  égal  à  l'angle  droit  E,  le  coté 
AB=DE,  et  le  côtéBG=EF;  donc  ces  deux  triangles  sont 

r,  fi.  égaux  *,  et  on  a  par  conséquent  AG^  DF;  mais,  pur  hypo- 
thèse, DF=zAG;  donc  AG^AC.  Mais  l'oblique  AC  ne  peut 

■  l7'  être  égale  à  AG  *,  puisqu'elle  est  plus  éloignée  de  la  per- 
pendiculaire AB;  donc  il  est  impossible  que  BC  diffère  de 
EF  ;  donc  le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  DEF. 

PROPOSITION  XX. 


Veux  triangles  rectangles  sont  égaux  quand  ils  ont 
l'hypoténuse  égale  et  un  angle  égal. 
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Soit  AC=DF  et  l'angle  A  =  D,  je  porte  DEFsur  ABC  , 
de  manière  que  DF  s'applique  sur  AC;  l'angle  D  étant  égal  à 
l'angle  A,  DE  prendra  la  direction  AB,  et  en  même  temps  FE 
prendra  ia  direction  CB,  car  autrement  on  pourrait  du  point 
C  abaisser  deuxperpoiulicukii-es  sur  Ali.  Le  point  E  tombera 
donc  en  B  ,  etles  deux  triangles  coïncideront  parfaitement. 


PROPOSITION  XXI. 
riiÉonijui. 

i°  Tout  point  M  pris  sur  la  bissectrice  {*)  d'un  angle 
BAD  est  également,  distant  des  côtés  de  ce!,  angle. 
i"  Tout  point  E  situé  hors  de  la  bissectrice  est  inéga- 
lement distant  des  côtés  de  l'angle. 

i"  Du  point  M  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  BAD, 
abaissez  MD  et  MC  respectivement  perpendiculaires  sur 
AD  et  sur  AB;  les  triangles  rectangles  MAD,  MAC,  sont 
égaux,  car  ils  ont  l'hypoténuse  MA  commune,  et  les  an- 
gles MAD,  MAC  égaux  par  hypothèse;  donc  MD=MC. 


2°  Du  point  E  situé  hors  de  la  bissectrice,  menez  ED  et 
EB  respectivement  perpendiculaires  sur  AD  et  sur  AB,  et 
du  point  M,  où  la  ligne/CD  coupe  la  bissectrice,  abaissez 


(*;,  i.a  i,„. 


ugb^ 


anHle  fi  dev 
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MC   perpendiculaire  sur  AB;    enfin  joignez  EC.  Dans  le 
triangle  CEM  on  a 

CE  <  MC+ME  ;     et  comme     MC  —  MD , 
on  a  CE<ED;       or       BE<CE, 

donc  à  fortiori  BE  <  ED. 

Scolie.  La  bissectrice  d'un  angle  est  le  lien  géométrique 
des  points  également  distants  des  deux  côtés  de  cet  angle. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

Deux  droites  kC^) ,  perpendiculaires  sur  une  même 
droite  CD,  sont  parallèles. 

h 

I  \, 


Car  si  elles  se  rencontraient  en  un  point  M,  par  exem- 
ple ,  on  pourrait  decepoiiu  abaisser  deux  perpendiculaires 


Si  deux  droites  AB,  DC,  sont  l'une  perpendiculaire , 
et  l'autre  oblique  sur  CB,    ces  deux  lignes  prolongées 

se  rencontreroiil . 


/ 


Nous  admettrons  cette  proposition  comme  évidente. 
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PROPOSITION  XXIII. 

IIIÉOI'.È.ME. 

Par  un  point  on.  peut,  mener  une  parallèle  à  une 
droite  ,  et  on  n'en  peut  mener  qu'une  seule. 

Du  point  A  abaissez  AD  perpendiculaire  sur  DC,  et  au 
même  point  menez  AF  perpendiculaire  sur  AD,  les  deux 
droites  AF  et  DC  seront  parallèles*. 


Maintenant  je  dis  que  toute  autre  droite  AG  menée  par 
le  point  A  ne  serait  pas  parallèle  à  DCjcar  DC  étant  perpen- 
diculaire sur  AI),  AG  est  oblique  par  rapport  à  cette  ligne. 

PROPOSITION  XXIV. 

IJIÉOROI'JL. 

Si  deux  droites,  CD,  AB,  .'.■oui parallèles,  toute  droite 
Fil  perpendiculaire  sur  l'une  d'elles  AB,  est  perpendi- 
culaire sur  l'autre  CD. 

Il  est  d'abord  évident  que  Fil  doit  rencontrer  CD;  au-  £g.  4u. 
trement  on  pourrait  par  le  point  F  mener  deux  parallèles 
à  CD.  Enfin  FH  est  perpendiculaire  sur  CD  ;  car  si  la  ligne 
CD  était  oblique  sur  FH,  elle  rencontrerait  la  droite  AB 
perpendiculaire  sur  FIT,  ce  qui  est  contre  i  Lvpotlièse. 

PROPOSITION  XXV. 

TMÉORÈMJÎ. 

Deux  droites  AB,  CD  parallèles  à  une  troisième  EF 
sont  parallèles  entre  elles. 
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Car  si  les  droites  AB,  CD  se  rencontraient  en  un  point 
M,  on  pourrait  par  ce  point  mener  deux  parallèles  à  EF. 


DEFINITIONS. 


Lorsque  deux  droites  AB,  CD  sont,  coupées  par  une  trans- 
versale EF,  il  y  a  huit  angles  formes  aux  points  d'intersec- 
tion G  et  H. 

Les  quatre  angles  (i),  (4),  (5),  (8),  compris  entre  les  deux 
droites  AB  et  CD  sont  appelés  angles  internes.  Les  quatre 
antres  sont  appelés  angles  externes. 

Deux  angles  tels  que  (i)  et  (:">),  situes  de  part  et  d'autre 
de  la  sécante,  internes  et  non  adjacents,  sont  appelés  al- 
ternes-internes. 

Deux  angles  tels  que  (8)  et  (a),  situés  d'un  même  côté 
de  la  sécante  ,  l'un  interne,  l'autre  externe  et  non  adjacents, 
sont  appelés  angles  correspondants. 

Enfin  des  angles  tels  que  (V:  et  ((>';,  situés  de  part  et  d'au- 
tre de  la  sécante,  externes  et  non  adjacents,  sont  appelés 
alternes-externes. 

PROPOSITION  XXVI. 


Deux  parallèles  forment  avec  une  transversale: 
1°  Des  angles  alternes-internes  égaux  ; 
2°  Des  angles  alternes-externes  égaux; 
3°  Des  angles  correspondants  égaux  ; 
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4°  Des  angles  intérieurs  d'un  marne  côté  de  la  sé- 
cante ,  dont  ta  somme  est  égale  à  deux  droits. 


1"  Soient  les  parallèles  AB,  CD  coupées  par  la  transver- 
sale GII.  Du  point  O,  milieu  de  EF,  abaissez  OM  per- 
pendiculaire sur  AB;  cette  ligne  sera  également  perpendi- 
culaire sur  CD.  Les  triangles  rectangles  MOE,  ONF,  sont 
égaux,  car  les  hypoténuses  OF,,  OF,  sont  égales  par  cons- 
truction ,  et  les  angles  MOE,  FON,  sont  égaux  comme  op- 
posés par  le  sommet.  De  l'égalité  de  ces  triangles  on  conclut 
que  les  angles  alternes-internes  MF.O,  OFN  sont  égaux. 

On  voit  aussi  par  là  que  les  angles  BEF,EFC,  sont  égaux, 
car  ces  angles  sont  respectivement  les  suppléments  des  an- 
gles MEO,  OFN. 

2"  Les  angles  alternes-externes  GF1Î,  CFH,  sont  égaux  , 
car  ils  sont  opposés  par  le  sommet  aux  angles  alternes-in- 
ternes MEO,  OFN. 

3"  Les  angles  correspondants  GF.B.EFD,  sont  égaux,  car 
GEB=AEF,  et  AEF=EFD. 

4"  La  somme  des  angles  BF,F,FFD  est  égale  à  deux  droits , 
car  on  a  BEF+AEF  —  2",  et  AEF  =  EFD. 

PROPOSITION  XXVII. 

THÉORÈME, 

llvclproqarineiU,  si  deux  droites  font  avec  une  Irans- 
t'erstde 

Des  angles  alternes-internes  égaux, 
Ou  des  angles  alternes-externes  égaux , 
Ou  des  angles  correspondants  égaux , 
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Ou  des  angles  intérieurs  d'an  même  eôl.é  de  la  sé- 
cante, dont  la  somme  soit  égale  à  deux  droits , 
Ces  droites  sont  parallèles. 


/, 

i°  Soient  les  deux  droites  AB,  CD  coupées  par  la  trans- 
versale GH  ;  si  les  angles  alternes  internes  AEF, EFD,  sont 
égaux,  AB  sera  parallèle  ;'i  CD;  autrement  on  pourrait  parle 
point  E  mener  une  parallèle  El  à  CD  ;  mais  alors  les  angles 
IEF,  EFD,  seraient  égaux  comme  alternes -internes,  et 
comme  par  hypothèse  AEF— EFD,  on  aurait  AEF^IEF; 
ce  qui  est  absurde. 

2°  Si  les  angles  alternes-externes  G  l'Ai,  CFl'l  son i.  égaux, 
les  angles  AEF,  EFD,  qui  sont  opposés  par  le  sommet  aux 
premiers,  seront  égaux:  et  d'après  ce  qui  vient  detre  démon- 
tré, AB  sera  parallèle  à  CD. 

3°  Si  les  angles  eorrespoiitLmLs  0K.I5,  EFD, sont  égaux, 
comme  GEB  est  égal  à  AEF,  on  aura  AEF=EFD;  donc 
AB  est  parallèle  à  CD. 

4°  Si  la  somme  des  angles  BEF,  EFD  est  égale  à  deux 
droits,  comme  BEF+AEFma,,r,  on  en  conclut  À EF=EFD; 
donc  AB  est  parallèle  à  CD. 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉO  u£  ME. 

Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  sont  égaux 
ou  supplémentaires. 

i"  Soient  ABC,  DEF,  deux  angles  dont  les  cotés  sont 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Ces  angles  seront 
égaux.  En  effet,  les  angles  DLC ,  DEF,  sont  égaux  comme 
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angles  correspondants;  mais  par  la  même  raison  DLC  = 
ABC,  donc  ABC—  DEF. 


2"  Soient  deux  angles  ABC,  MEN,  dontles  côtés  sont 
parallèles,  mais  dirigés  en  sens  contraire,  ces  angles  seront 
égaux;  car  MEN  —  DEF  et  DEF  — ABC. 

3°  Enfin  deux  angles  ABC,  DEM,  dont  les  côtés  sont 
parallèles,  mais  dont  deux  côtés  BA  et  ED,  sont  dirigés 
dans  le  même  sens  ,  et  les  deux  autres  BC  et  EM,  en  sens 
contraire,  sont  supplémentaires;  car  DEM  est  le  supplé- 
ment de  DEF,  et  DEF  =  ABC. 

PROPOSITION  XXIX. 

THÉOBÈME. 

Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  perpendiculaires 
chacun  à  chacun,  ces  angles  seront,  égaux  ou  sup- 
plémentaires. 


Soient  BAC,  DEF  deux  angles  dont  les  côtés  sontper- 
pendïculaires  chacun  à  chacun.  Menons  par  le  point  Aune 
ligne  AI,  perpendiculaire  à  AB,  et  une  droite  AH,  perpen- 
diculaire à  AC;  les  droites  AI,  AH,  seront  respectivement 
parallèles  aux  droites  DE,  EF,  et  dirigées  dans  le  même 
sens;  donc  l'angle  IAH  est  égal  à  DEF;  mais  on  a 

IAH+HAB~iJ""'- 
et  BAC+HAB^i* 

donc  IAH  =  BAC. 
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Scoïie.  Si  on  considérait  l'angle  formé  par  la  droite  EF 
it  le  prolongement  de  DE,  on  verrait  que  l'angle  FEG  est 
upplémentaire  de  l'angle  BAC. 

PROPOSITION  XXX. 


La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est  égale  à 
ileux  angles  droits. 

Menez  AE  parallèle  à  BG,  et  prolongez  AC;  les  angles 
ACB,  EAD,  sont  égaux  comme  angles  correspondants, 
par  rapport  aux  parallèles  BC,  AE,  coupées  par  la  trans- 
versale AC.  Les  angles  CBA,  BAE,  sont  aussi  égaux  comme 
angles  alternes-internes,  par  rapport  aux  parallèles  BC, 
AE,  et  à  la  sécante  AB;  donc  la  somme  des  angles  du 
triangle  est  égale  ;ï  la  somme  des  trois  angles  CAB,  BAE, 
EAD,  formés  autour  du  point  A,  d'un  même  côté  de  la 
droite  AC.  Or,  cette  dernière  somme  est  égale  à  2  droits; 
donc  la  première  est  égale  à  2  droits. 


Corollaire  I.  Dans  tout  triangle,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
angle  droit ,  et  à  plus  forte  raison  qu'un  angle  obtus. 

II.  Dans  tout  triangle  rectangle,  la  somme  des  deux 
angles  aigus  est  égale  à  un  droit. 

III.  Quand  on  connaît  deux  angles  d'un  triangle  ou  sim- 
plement leur  somme,  on  obtient  le  troisième  en  retran- 
chant cette  somme  de  deux  droits. 

IV.  L'angle  extérieur  BAD,  formé  par  le  côté  BA  et 
le  prolongement  de  AC,  est  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  CBA,  BCA. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉORÈME. 

La  somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone  con- 
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vexa  est  égale,  a  autant,  de  jais  deux  angles  droits  qu'il 
y  a  de  côtés  moins  deux. 

Par  un  des  sommets  A,  menons  des  diagonales  à  tous  fig.^a 
les  sommets  non  adjacents;  le  polygone  sera  décompose 
en  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtes  moins  deux;  car 
ces  différents  triangles  peuvent  être  considérés  comme 
ayant  pour  sommet  commun  ie  point  A,  et  pour  bases  les 
différents  côtés  du  polygone,  excepté  les  deux  triangles 
extrêmes  qui  contiennent  chacun  deux  côtés  du  polygone. 
On  voit  aussi  que  la  somme  des  angles  de  ces  triangles  est 
égale  à  la  somme  des  angles  du  polygone;  donc  cette 
dernière  somme  est  égale  à  autant  de  fois  deux  droits  qu'il 
y  a  de  côtés,  moins  deux.  Si  Von  représente  par  n  le  nom- 
bre de  côtés  du  polygone,  la  somme  des  angles  sera  : 

sx(«-2)o«2„_4. 
PROPOSITION  XXXII. 


Si  l'on  prolonge  dans  le  même  sens  tous  les  côtés 
d'un  polygone  convexe,  la  somme  des  angles  exté- 
rieurs ainsi  formés  est.  égale  à  quatre  droits. 


En  effet,  chaque  angle  intérieur,  ajouté  à  l'angle  exté- 
ieur,  donne  une  somme  égale  à  deux  angles  droits.  La 
i  des  angles  intérieurs  et  extérieurs  est  donc  égale 
1  droits  {11  étant  le  nombre  des  côtés);  et  comme  la 
:  des  angles  intérieurs  est  égale  à  are  —  4  angles 
droits,  il  reste  l\  angles  droits  pour  la  somme  des  angles 
extérieurs. 
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proposition  xxxiii. 

IHÉOEÈME. 

Les  côtés  opposés  d' ait  pu.rtiiléloiiramine  sont  égaux, 
ainsi  que  les  angles  opposés. 

Tirez  la  diagonale  BD,  les  deux  triangles  ADB,  DBC, 
ont  le  cote'  commun  BD;  de  plus,  à  cause  des  parallèles 
3.  AD ,  BC ,  l'angle  ADB  =  DBC  * ,  et  à  cause  des  parallèles 
AB,  CD,  l'angle  ABD  =  BDC;  donc  les  deux  triangles 
ADB ,  DBG  ,  sont  égaux  *  ;  donc  le  côté  AB ,  opposé  à  l'an- 
gle ADB,  est  égal  au  côte  DC,  opposé  à  l'angle  égal  DBG,  et 
pareillement  le  troisième:  côté  AD  est  égal  au  troisième  BG  ; 
donc  les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont  égaux. 

En  second  lieu,  de  l'égalité  des  mêmes  triangles  il  s'en- 
suit que  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  G,  et  aussi  que  l'an- 
gle ADG  ,  composé  des  deux  angles  ADB ,  BDC ,  est  égal  à 
l'angle  ABC,  composé  dos  deux  angles  DBC,  ABD,  donc 
les  angles  opposés  d'un  parallélogramme  sont  égaux. 

Corollaire  I.  Donc  deux  parallèles  AB,  CD,  comprises 
entre  deux  autres  parallèles  AD,  BC,  sont  égales. 

Corollaire  11.  Deux  parallèles  sont  partout  également: 
distantes. 

Car  (Jïg.  4°)  CD  et  AB  étant  parallèles,  abaissez  des 
points  H  et  G,  HF  et  G-E,  perpendiculaires  sur  AB,  ces 
droites  seront  parallèles ,  et  seront  égales  comme  étant 
comprises  entre  parallèles. 

PROPOSITION  XXXIV. 

THÉORÈME. 

-u  Si  dans  un  quadrilatère  ÀBCD  las  côtés  opposés 
sont  égaux,  en  sorte  qu'on  eut  AB=CD,  et  AD— BC, 
les  côtés  égaux  seront  parallèles ,  et  la  figure  sera  un 
parallélogramme. 

Car,  en  tirant  la  diagonale  BD,  les  deux  triangles  ABD, 
BDC,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc 
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ils  seront  égaux;  donc  l'angle  ADB ,  opposé  au  côté  AB , 
est  égal  à  l'angle  DEC,,  opposé  au  côté  CD  ;  donc  *  le  côté  * 
AB  est  parallèle  à  BC.  Par  une  semblable  raison ,  AB  est 
parallèle  à  CD  ;  donc  le  quadrilatère  ABCD  est  un  paral- 
lélogramme. 

PROPOSITION  XXXV. 


Si  deux  côtés  opposés  AB,  CD,  d'un  quadrilatère    %. 44, 
sont  égaux  et  parallèles,  les  deux  autres  côtés  seront 
pareillement  égaux  et.  parallèles  ,  et.  la  figure  ABCD 
sera  un  parallélogramme. 

Soit  tirée  la  diagonale  BB;  puisque  AB  est  parallèle  à 
CD,  les  angles  alicrnes-in ternes  ABD,  BDC,  sont  égaux*  :  *pr.afi. 
d'ailleurs  le  côté  AB  =  DC,  le  côté  DB  est  commun,  donc 
le  triangle  ABD  est  égal  au  triangle  DBC*;  donc  le  côté  AD  *pr.  6. 
=  BG,  l'angle  ADB=DBC,et  par  conséquent  AD  est  paral- 
lèle à  BC;  donc  la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme- 

PROPOSITION  XXXVI. 

IHlioHlWii. 

Les  deux  diagonales  AC,  j  )?>,  d'au,  parallélogramme   6e-  45- 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Car,  en  comparant  le  triangle  ADO    au  triangle  COB, 
on  trouve  le  côté  AD  =  CB,  l'angle  ADO^CBO*;  et  *i'r-*fi 
l'angle  DAO  —  OCB;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux*;  *Pr-  7- 
donc  AO  ,  côté  opposé  à  l'angle  ADO  .  est  égal  à  OC ,  côté 
opposé  à  l'angle  OîïC  ;  donc  aussi  DO  =  OB. 

Scolie.  Dans  le  cas  du  losange,  les  côtés  AB,  BC, 
étant  égaux,  les  triangles  AOB,  OBC,  ont  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à  chacun,  et  sont  par  conséquent  égaux;  d'où 
il  suit  que  l'angle  AOB  =  BOC,  et  qu'ainsi  les  deux  diago- 
nales d'un  losange  se  coupent  mutuellement  à  angles  droits. 
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LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 


DEFINITIONS. 

5,  I.  La  circonférence  du  cercle  est  une  ligne  courbe,  dont 
tous  les  points  sont  également  distants  d'un  point  intérieur 
qu'on  appelle  centre. 

Le  cercle  est  l'espace  terminé  par  cette  ligne  courbe. 

H.  B,  Quelque  fui  4  dans  le  discours  on  confond  lu  cercle  avec  sa  circonféreuco; 
mais  il  sera  toujours  fhcilr.  du  rctnldir  l'csiictifudc  des  ci|>i'c--,inn»  ,  eu  se  souve- 
nant que  le  cercle  est  une  portion  de  .surface  jdanc,  taudis  ijui;  l;i  ciicoufcrcucc 
n'est  qu'une  ligne. 

II.  Toute  ligne  droite  CA,  CE,  CD,  etc. ,  menée  du  cen- 
tre à  la  circonférence,  s'appelle  rayon  ou  demi-diamètre; 
toute  ligne,  comme  AB,  qui  passe  par  le  centre,  et-qui  est 
terminée  de  part  et  d'autre  à  la  circonférence,  s'appelle 
diamètre. 

En  vertu  de  la  définition  du  cercle,  tous  les  rayons  sont 
egauxj  tous  les  diamètres  sont  égaux  aussi,  et  doubles  du 
rayon . 

III.  On  appelle  arc  une  portion  de  circonférence  telle 
que  FHG. 

La  corde  ou  sous-tendante  de  l'arc  est  la  ligne  droite  FG 
qui  joint  ses  deux  extrémités. 

IV.  Segment  est  la  surface  ou  portion  de  cercle  comprise 
entre  l'arc  et  la  corde. 

ÏT.  B.  A  ta  même  corde  FG  répondent  toujours  deux  ares  FHG.FEG,  et  par  cou- 
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V.  Secteur  est  la  partie  du  cercle  comprise  entre  un  arc 
DE  et  les  deux  rayons  CD,  CE,  menés  aux  extre'mitës  de 
cet  arc. 

VI.  On  appelle  ligna  inscrite  clans  lé  cercle,  celle  dont  %.  47. 
les  extrémités  saut,  k  la  circonférence,  comme  AB; 

Angle  inscrit,  un  angle  tel  que  BAC,  dont  le  sommet 
est  à  la  circonférence,  et  qui  est  forme  par  deux  cordes; 

Triangle  inscrit,  1111  triangle  tel  que  BAC,  dont  les  trois 
angles  ont  leur  sommet  à.  la  circonférence; 

Et  en  général  figure  inscrite,  celle  dont  tous  les  angles 
ont  leurs  sommets  à  la  circonférence  ;  en  même  temps  on 
dit  que  le  cercle  est  circonscrit  à  cette  figure. 

VII.  On  appelle  sécante  une  ligne  qui  rencontre  la  cir-  Bg.bS. 
conférence  en  deux  points  :  telle  est  AB. 

VIII.  Tangente  est  une  ligne  qui  n'a  qu'un  point  de 
commun  avec  la  circonférence  :  telle  est  GD. 

Le  point  commun  M  s'appelle  point  de  contact.. 

IX.  Pareillement  deux  circonférences  sont  tangentes 
l'une  à  l'autre,  lorsqu'elles  n'ont  qu'un  point  de  commun. 

X.  Un  polygone  est  circonscrit  à  nu  cercle,  lorsque  tous 
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fie  (60   ses   c°tés  sont  des  tangentes  à  la  circonférence;  dans  le 
même  cas  on  dit  que  le  cercle  est  inscrit  dans  le  polygone. 


PROPOSITION   PEŒ.VlliRK. 


Tout  diamètre  ;\B  divise  le  cercle  et  sa  circonfé- 
rence en  deux  parties  égales. 

Car  si  on  applique  la  figure  AEB  sur  AFB,  en  conser- 
vant. Ja  base  commune  AB,  il  faudra  que  la  ligne  courbe 
AEB  tombe  exactement  sur  la  ligne  courbe  AFB,  sans  quoi 
il  y  aurait  dans  l'une  ou  dans  l'autre  des  points  inégalement 
éloignés  du  centre,  ce  qui  est.  contre  la  définition  du  cercle. 

PROPOSITION  II. 

THÉORÈME. 

Toute  corde  est  plus  petite  que  le  diamètre. 
Car  si  ans  extrémités  de  la  corde  AD  on  mène  les  rayons 
'9'  AC,  CD,  on  aura  la  ligne  droite  AD  <  AC  +  CD,  ou  AD  < 
AB. 

Corollaire.  Donc  la  plus  grande  ligne  droite  qu'on  puisse 
inscrire  dans  un  cercle  est  égale  à  son  diamètre. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  circonfé- 
rence en  plus  de  deux  points. 

Car  si  elle  la  rencontrait  en  trois,  ces  trois  points  seraient 
également  distants  du  centre;  il  y  aurait  donc  trois  droites 
égales  menées  d'un  même  point  sur  une  même  ligne  droite, 
p  t,  ce  qui  est  impossible  *. 
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PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Dans  un  menu:  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
les  .arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales, 
et  réciproquement  les  cordes  égales  sous -tendent  des 
arcs  égaux. 

Le  rayon  AC  étant  égal   au  rayon  EO,  et  l'arc  AMD  %  5o. 
égal  à  l'arc  ENG,  je  dis  que  la  corde  AD  sera  égale  à  la 
corde  EG. 

Car  le  diamètre  Ai  S  étant  égal  au  diamètre  El'',  le  demi- 
cercle  AMDD  pourra  s'appliquer  exactement  sur  !e  demi- 
cercle  ENGF,  et  la  ligne  courbe  AMDB  coïncidera  entière- 
ment avec  la  ligne  courbe  ENGF.  Mais  on  suppose  la 
portion  AMD  égale  à  la  portion  ENG;  donc  le  point  D 
tombera  sur  le  point  G;  donc  la  corde  AD  est  égale  à  la 
corde  EG. 

Réciproquement;  en  supposant  toujours  le  rayon  AC:^: 
EO,  si  la  corde  AD— EG,  je  dis  que  l'arc  AMD  sera  égal  à 
l'arc  ENG. 

Car  en  tirant  les  rayons  CD,  OG,  les  deux  triangles  ACD, 
EOG,  auront  les  trois  côtés  r;;aii\  chacun  à  chacun,  savoir, 
AC=z:EO,CD=OG,et  AD— EG;  donc  ces  triangles  sont 
égaux";  donc  l'angle  ACD— -EOG.  Mais  en  posant  le  demi-  *  rs,  i, 
cercle  ADD  sur  son  égal  EGF,  puisque  l'angle  ACD=EOG, 
il  est  clair  que  le  rayon  CD  tombera  sur  le  rayon  OG,  et  le 
point  D  sur  le  point  G  ;  donc  l'arc  AMD  est  égal  à  l'arc 
ENG. 

PROPOSITION  Y. 

TIIKOKÈME. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
un  plus  grand  arc  est  sous-tendu  par  une  plus  grande 
corde,  et  réciproquement ,   si  toutefois  les  arcs   dont 

il  s'agit  sont  moindres  qu'une  demi-circoufére/tee. 
'3. 
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%■  5o.  Car  soit  l'arc  Ail  plus  grand  que  ENG;  prenons  l'arc 
AMD=ENG,  les  cordes  AD,  EG  seront  égales.  Enfin  me- 
nons les  rayons  DC,  CH  :  les  deux  côtés  AC,  CH  du  Irîan- 
gle  ACH  sont  égaux  aux  deox  côtes  AC,  CD  du  triangle 
ACD  ;  l'angle  ACH  est  plus  grand  que  ACD  ;  donc  le  troi- 
sième côté  AH  est  plus  grand  que  le  troisième  côté  AD  ; 
donc  aussi  AH  est  plus  grand  que  EG. 

Réciproquement ,  si  la  corde  AH  est  plus  grande  que 
EG,  l'arc  AMH  sera  plus  grand  que  ENG;  car  si  AMH 
était  égal  à  ENG,  la  corde  AH  serait  égale  à  EG ,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse;  et  si  l'arc  AMH  était  plus  petit  que 
ENG  ,  la  corde  AH  serait  plus  petite  que  EG,  ce  qui  est 
encore  contre  la  supposition. 

Scolia.  Nous  supposons  que  les  arcs  dont  il  s'agit  soient 
moindres  qu'une  demi-  circonférence  ;  s'ils  étaient  plus 
grands,  la  propriété  contraire  aurait  heu. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

Cg.  si.  Le  rayon  CG  ,  perpendiculaire  a  une  corde  AB  ,  di- 
vise cette  corde  et  l'arc  sous-tendu  AGB,  chacun  en 
deux  parties  égales. 

Menez  les  rayons  CA,  CB;  ces  rayons  sont,  par  rapport 

à  la  perpendiculaire  CD,   deux  obliques  égales;   donc  ils 

ei7,  i.  s'écartent  égiileincijt  delà  perpendiculaire*;  donc  AD— DB. 

En  second  lieu,  puisque  AD  =  DB,  CG  est  une  perpen- 

#  iS  r.  diculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB;  donc*  tout  point  de 

cette  perpendiculaire  doit  être  également  distant  des  deux 
extrémités  A  et  B.  Le  point  G  est  un  de  ces  points  ;  donc 
la  distance  AG  — BG.   Maïs  si  la  corde  AG  est  égale  à  la 

*  4    corde  GB,  l'arc  AG  sera  égal  à  l'arc  GB*;  donc  le  rayon 

CG,  perpendiculaire  à  la  corde  AB,  divise  l'arc  sous-tendu 
par  cette  corde  en  deux  parties  égales  au  point  G. 

Scolie.  La  droite  CG  passe  par  le  centre,  par  le  milieu 
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de  ia  corde ,  par  Je  milieu  de  l'arc;,  enfin  elle  est  perpendi- 
culaire sur  la  corde.  Or  deux,  de  ces  conditions  suffisent 
pour  déterminer  la  position  d'une  droite  ;  donc  toute  ligne 
droite  qui  sera  assujettie  à  deux  de  ces  conditions  remplira 
iii'iv.^iiirirnient  les  deux  autres. 

Ainsi  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la  corde 
passera  par  le  centre  et  par  le  milieu  de  l'arc ,  et  ainsi  de 
suite. 

PROPOSITION  VIL 

THÉORÈME. 

Par  trois  points  A ,  B ,  C  ,  non  en  ligne  droite ,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence,  mais 
on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

Joignez  AB,  BC,  et  par  les  milieux  de  ces  droites  élevez 
les  perpendiculaires  DE,  FG,  je  dis  d'abord  que  ces  deux 
lignes  se  rencontreront. 


Car  si  les  droites  DE  ,  FG  étaient  parallèles,  les  lignes 
SA,  BC,  menées  par  le  point  B  perpendiculairement  à  ces 
parallèles,  seraient  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre  ; 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Maintenant  le  point  de  concours  O  des  deux  droites  DE, 
FG,  appartenant  à  la  perpendiculaire  DE,  esta  égaie 
dislance  des  deux  points  A  et  B  ;  le  même  point  O,  apparte- 
nant à  la  perpendiculaire  FG,  est  à  égale  distance  des  deux 
points  B  et  C;  donc  les  trois  distances  OA,  OB,  OC,  sont 
égales;  donc  la  circonférence  décrite  du  centre  O  et  du 
rayon  OB,  passera  par  les  trois  points  A,  B,  C. 
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Je  dis  de  plus  qu'aucune  autre  circonférence  ne  peut 
passer  par  ces  Crois  points  ;  car  s'il  en  existait  une,  son  cen- 
tre devrait  se  trouver  à  ia  fois  sur  les  lignes  DE  et  FG  ;  or 
ces  deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu'en  un  point; 
donc,  etc. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
AC  passera  par  le  point  O,  puisque  ce  point  est  à  égale 
distance  des  points  A  et  C;  donc  les  perpendiculaires 
élevées  sur  les  milieux  des  cotés  d'un  triangle  se  coupent  en 

II.  Deux  circonférences  ne  peuvent  avoir  pîus  de  deux 
points  communs  sans  se  confondre. 

PROPOSITION  VIII. 


Deux  cordes  égales  sont  également  éloignées  du 
centre  ;  et  de  deux  cordes  inégales  ,  la  plus  petite  est 
la  plus  éloignée  du  centre. 
53.  i°  Soit  la  corde  AB  —  DE  :  divise/,  ces  cordes  en  deux 
également  par  ies  perpendiculaires  CF,  CG  ,  et  tirez  les 
rayons  C  A,  CD. 

Les  triangles  rectangles  CAF,  DCG,  ont  les  hypoténu- 
ses CA,  CD,  égales  ;  de  plus  le  côté  AF,  moitié  de  AB ,  est 
égal  au  côté  DG,  moitié  de  DE;  donc  ces  triangles  sont 
9> I  égaux*,  et  le  troisième  côté  CF  est  égal  au  troisième  CG  ; 
donc,  i°  les  deux  cordes  égales  AB,  DE,  sont  également 
éloignées  du  centre. 

2°  Soit  !a  corde  AH  plus  grande  que  DE,  l'arc  AKH 
r.  5.  sera  plus  grand  que  l'arc  DME  *  :  sur  l'arc  AKH  prenez  la 
partie  ANB=DME,  tirez  la  corde  AB ,  et  abaissez  CF, 
perpendiculaire  sur  cette  corde,  et  CI,  perpendiculaire 
sur  AH  ;  il  est  clair  que  CF  est  plus  grand  que  CO,  et  CO 
plus  grand  que  CI;  donc  à  plus  forte  raison  CF>CL 
Mais  CF=CG,  puisque  les  cordes  AB,  DE,  sont  égales  ; 
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donc  on  a  CG>CI;  donc  de  deux  cordes  inégales  la  plus 
petite  est  la  plus  éloignée*  du  centre. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

La  perpendiculaire  BD,  menée  à  l'extrémité  du 
rayon  CA ,  est.  une  tangente  à  la  circonférence. 

Car  toute  oblique  CE  est  plus  longue  que  la  perpendicu-  £g.  54 
laireCA;  donc  le  point  E  est  hors  du  cercle;  doue  la  ligne 
BD  n'a   que  le  point  A  commun  avec  la  circonférence; 
donc  BD  est  une  tangente. 

Réciproquement.  Le  rayon  CA  mené  au  point  de  contact 
de  la  tangente  BD,  est  perpendiculaire  sur  cette  tangente. 

Car  tous  les  points  de  cette  ligne,  à  l'exception  du  point 
A.,  étant  extérieurs  à  la  circonfétericc  ,  le  rayon  CA  sera  la 
ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  du  point  C  à  la 
droite  BD,  et  par  conséquent  sera  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

Corollaire.  Par  un  point  A  pris  sur  la  circonférence  on 
ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente. 

PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

Deux  parallèles  AB,  DE ,  interceptent  sur  la  cir- 
conférence des  arcs  égaux  MN,  PQ. 

Il  peut  arriver  trois  Cas. 

1"  Si  les  deux  parallèles  sont  sécantes ,  menez  le  rayon  gs_  ^ 
CH  perpendiculaire  à  la  corde  MP,  il  sera  en  même  temps 
perpendiculaire  à  sa  parallèle   NQ  ;   donc  le  point  H  sera 
à  la  fois  le  milieu  de  l'arc  MHP  et  celui  de  l'arc  NHQ*;  »6. 
on  aura  donc  l'arc  MH^HP,  et  l'arc  NH=HQ:  delà 
résulte  MH  —  NH  =  HP  —  HQ ,  c'est-à-dire  MN  =  PQ. 

20  Si  des  deux  parallèles  AB,  DE,  l'une  est  sécante,  Tau-  c    (.<;_ 
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ire  tangente;  au  point  de  contact  lï  menez  le  rayon  C!:I; 
ce  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  DE*,  et  aussi 
à  sa  parallèle  Ml1.  Mais  puisque  CH  est  perpendiculaire  à 
la  corde  MP,  le  point  H  est  le  milieu  de  l'arc  MHP;  donc 
les  arcs  MH,  HP,  compris  entre  les  parallèles  AB,  DE, 
sont  égaux. 

3°  Enfin  si  les  deux  parallèles  DE,  IL,  sont  tangentes, 
l'une  en  II,  l'autre  en  K,  menez  la  sécante  parallèle  AB , 
vous  aurez,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré,  MH  =  HP  et 
MK  =  KP;  donc  l'arc  entier  HMK=HPK,  et  de  plus  on 
voit  que  chacun  de  ces  arcs  est  une  demi -circonférence. 

PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  ont  un  point  commun  A  en 
dehors  de  la  ligne  CG'  qui  unit  leurs  centres  ,  elles 
ont  un  deuxième  point  commun  M  situé  sur  la  per- 
pendiculaire AB  à  CC,  et  à  la  même  distance  de  cette 
droite  que  le  point  A. 


En  effet,  A'B  étant  égai  à  AB,  les  droites  CA,  CA',  seront 
égales  comme  obliques  s'écartant  également  du  pied  de 
la  perpendiculaire  CB  à  la  droite  AA'.  Donc  le  cercle  décrit 
dit  pointC  comme  centre  avec  CA  pour  rayon,  passera  par 
le  point  A';  on  verrait  de  même  que  le  cercle  décrit  du 
point  C  comme  centre  avec  C'A  pour  rayon,  doit  passer  par 
le  point  A', 

Corollaire!.  Quand  deux  circonférences  se  coupent,  la 
ligne  qui  unit  les  centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  corde  commune. 
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IL  Si  deux  circonférences  sont  tangentes,  te  point  de 

contact  est  situé  sur  la  ligne  des  centres;  car  s'il  en  était 

autrement,  les  circon  1ère n ces    auraient  un  second   point 

commun,  et  par  conséquent  se  couperaient, 

Deux  circonférences  ne  peuvent  occuper  l'une  par  rap- 
port à  l'autre  que  cinq  positions  différentes  :  elles  peuvent 
être  extérieures  ou  intérieures;  elles  peuvent  se  toucher 
extérieurement  ou  intérieurement,  ou  enfin  se  couper. 

PROPOSITION  XII. 


Si  deux  circonférences  sont  extérieures ,  la  dis- 
tance des  centres  est  pins  grande,  que  la  somme  des 
rayons. 


aCC'=CA+C'A'  +  AA',  d'où  CC  >  CA  + C'A'. 
PROPOSITION  XIII. 


Si  deux  circonférences  sont  intérieures,  la.  distance 
des  centres  es!,  plus  petite  que  Ut  différence  des  rayons . 


Car  on  a  CC'=CA— C'A'— A'A,  d'où  CC  <CA— C'A'. 
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PROPOSITION  XIV. 


Si  deux  circonférences-  sont  tangentes  extérieure- 
ment ,  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme 
des  /-ayons. 


Car  !e  point  de 
on  a  évidemment  CG'  =  CA  -f-  AC 


PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 


Si  deux  circonférences  se  touchent  intérieurement, 
la.  distance  des  centres  est  égale  à  la  différence  des 
rayons. 


Car  le  point  de  contact  A  est  sur  la  ligne  des 
etl'onaCC'=CA— C'A. 

PROPOSITION  XVI, 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  se.  coupent,  la  distance,  des 
centres  sera  en  mente  temps  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons ,  et.  plus  grande  que  leur  différence. 
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Car  en  joignant  les  centres  à  l'un  des  points  d'intersec- 
tion A,  on  formera  un  triangle  dans  iequel  la  ligne  des 
centres  CC',  et  les  rayons  CA,  C'A,  seront  les  trois  côtés; 
or  on  a  vu  que  dans  un  triangle  un  côté  quelconque  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  et  plus  grand 
que  leur  différence. 

Les  réciproques  des  cinq  propositions  précédentes  sont 
vraies,  et  se  démontrent  tontes  de  la  même  manière;  par 
exemple,  si  îa  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la 
somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence,  les 
circonférences  se  coupent;  car  si  elles  étaient  extérieures 
ou  intérieures,  la  distance  des  centres  serait  plus  grande 
que  la  somme  des  rayons,  ou  plus  petite  que  leur  diffé- 
rence ;  et  si  elles  étaient  tangentes,  la  distance  des  centres 
serait  égale  à   îa  somme  des  rayons  ou  à  leur  différence. 

PROPOSITION  XVII. 


Dans  le  même,  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
[es  angles  égaux  ACB,  DCE,  dont  le  sommet  est  au 
centre  ,  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs 
égaux  ÀR,  DE. 

Réciproquement,  si  les  arcs  AR,  DE,  sont  égaux  ,  ê 
les  angles  ACB,  DCE,  seront  aussi  égaux. 

Car,  i°  si  l'angle  ACR  est  égal  à  l'angle  DCE,  ces  deux 
angles  pourront  se  placer  l'un  sur  l'autre;  et  comme  leurs 
côtés  sont  égaux,  il  est  clair  que  le  point  A  tombera  en  D 
et  le  point  R  en  E.  Mais  alors  l'arc  AR  doit  aussi  tomber 
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sur  l'arc  DE;  car  si  les  deux  lires  n'étaient  pas  confondus 
en  un  seul,  il  y  aurait  dans  l'un  ou  dans  l'autre 'des  points 
inégalement  éloignés  du  centre,  ce  qui  est  impossible, 
donc  l'arc  AB=DE. 

a"  Si  on  suppose  AB=  DE,  je  dis  que  l'angle  ACB  sera 
égal  à  DCE;  car  si  ces  angles  ne  sont  pas  égaux,  soit  ACB 
le  plus  grand,  et  soit  pris  AGI  =  DCE;  on  aura,  parce  qui 
vient  d'être  démontré,  AI—DE  :  mais,  par  hypothèse,  l'arc 
AB  =  DE;  donc  on  aurait  Al— AB,  ou  la  partie  égale  au 
tout,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  l'angle  ACB  =  DCE. 
PROPOSITION  XVIII. 


Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux , 
le  rapuort.  de  deux  angles  au  centre  ,  est  le.  même  que 
celui  des  arcs  interceptes  entre  leurs  côtés. 

Soient  ABC,  DCE,  deux  angles  au  centre  de  circonfé- 
rences égales.  Je  supposerai  d'abord  que  les  arcs  AB  et  DE 
aient  une  commune  mesure  .  et  ou  Vile  soit  contenue  y  fois 
dansAB,  et  4  fois  dans  DE;  lerapport  de  AB  à  DE  sera  \. 

Maintenant  si  l'on  joint  les  points  de  division  des  deux 
arcs  aux  centres  des  circonférences,  on  voit  que  l'angle 
ACB  sera  divisé  en  y  angles  égaux  entre  eux  comme  com- 
prenant entre  leurs  côtés  des  arcs  égaux;  et  que  l'angle 
DCE  contiendra  4  des  mêmes  angles.  Le  rapport  des  arcs 
AB  et  DE  sera  donc  aussi  \. 

Si  les  arcs  AB  et  DE  sont  incommensurables,  divisons 
l'arc  DE  en  trois  parties  égales,  par  exemple,  et  supposons 
que  l'arc  AB  contienne  4  ^  ces  parties  avec  un  reste  KB 
plus  petit  que  l'une  d'elles;  le  rapport  de  AB  à  DE  est 
plus  grand  que  |,  et  plus  peiit  que  f. 


,Google 


LIVitE  II.  /|5 

Mais  si  l'on  joint  les  centres  C,  F,  aux  points  de  division 
des  arcs,  on  voit  que  l'angle  DFE  est  divisé  en  trois  par-Lies 
égales,  et  que  l'angle  ACii  contient  4  de  ces  parties,  avec 
un  reste  KCTÎ  plus  petit  que  Tune  d'elles;  le  rapport  des 
angles  AGB,  DFE  est  donc  aussi  compris  entre  |  et  |;  donc 
les  rapports  ACD:  DFE  et  AB  :  DE  contiennent  chacun  4 
fois  la  fraction  ^.  Mais  on  prouverait  semblable  ment  qu'ils 

contiennent  le  même  nombre  de  fois  -^,  j-'r(),  -j^ ,  et 

en  général  une  partie  aliquote  de  l'unité  aussi  petite  qu'on 
voudra;  donc  ces  rapports  sont  égaux. 

'Mesura  des  angles. 

Mesurer  une  grandeur,  c'est  trouver  le  rapport  de  cette 
grandeur  à  l'unité  de  même  espèce.  La  mesure  d'un  angle, 
en  prenant  pour  unité  l'angle  droit,  n'est,  donc  autre  chose 
que  le  rapport  de  cet  angle  à  un  droit. 

Mais  le  théorème  précédent  montre  qu'au  rapport  de 
deux  angles  au  centre,  on  peut  substituer  le  rapport  des 
arcs  compris  entre  leurs  côtés.  Ainsi,  au  lieu  de  comparer 
directement  un  angle  à  l'angle  droit,  on  pourra  comparer 
l'arc  compris  entre  ses  côtes  au  quart  de  la  circonférence; 
et  c'est  dans  ce  sens  qu'on  dit  d'une  manière  abrégée 
qu'un  angle  au  centre  a  pour  mesure  l'arc  intercepte  par 
ses  côtés. 

Pour  faciliter  celle  comparaison,  on  divise  la  circonfé- 
rence en  36o  parties  égales  appelées  degrés  ;  chaque  degré 
en  60  minutes,  chaque  minute  en  60",  etc. 

Si  l'arc  intercepté  par  les  côtés  d'un  angle  au  centre 
renferme  24  degrés,  la  mesure  de  cet  angle  sera  ||  ou  -^. 

Scolie.  En  appliquant  littéralement  la  démonstration  du 
théorème  précédent,  on  prouverait  que  deux  secteurs  pris 
dans  des  cercles  égaux  sont  entre  eux  comme  les  arcs 
compris  entre  leurs  côtés. 


/Google 


¥< 


GEOMETRIE. 

PROPOSITION  XIX. 

TN.r.oRÈjn:. 


fig.  64      L'angle  inscrit  BAD  a  pour  mesure  la  moitié  de 
'  l'arc  BD  compris  entre,  ses  côtés. 

Supposons    d'abord  que  le  centre  du  cercle  soit  situé 

lig.  fit,,  dans  l'angle  BAD,  on  mènera  le  diamètre  AE  et  les  rayons 
CB,  CD.  L'angle  BCE,  extérieur  au  triangle  ABC,  est.  égal  à 
*3o,  i.  la  somme  des  deux  intérieurs  CAB,  ABC*  ;  mais  le  triangle 
BAC  étant  isocèle,  l'angle  CAB  — ABC;  donc  l'angle  BCE 
est  double  de  BAC.  L'angle  BCE,  comme  angle  au  centre, 
a  pour  mesure  l'arc  BE;  donc  l'angle  BAC  aura  pour  me- 
sure la  moitié  de  BE.  Par  une  raison  semblable,  l'angle  CAD 
aura  pour  mesure  la  moitié  de  ED  ;  donc  BAC  -+-  CAD  ou 
BAD  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE  +  ED  ou  la  moitié 
de  BD. 

6g.  65.  Supposons  en  second  lieu  que  le  centre  C  soit  situé 
hors  de  l'angle  BAD,  alors  menant  le  diamètre  AE,  l'angle 
BAE  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE,  l'angle  DAE  la 
moitié  de  DE;  donc  leur  différence  BAD  aura  pour  me- 
sure la  moitié  de  BE  moins  la  moitié  de  ED,  ou  la  moitié 
de  BD. 

Donc  tout  angle  inscrit  a  pour'mesure  la  moitié  de  l'arc 
compris  entre  ses  côtés, 

fig.  60.  Corollaire  I.  Tous  les  angles  BAC,  BDC,  etc.,  inscrits 
dans  le  même  segment  sont:  égaux;  car  ils  ont  pour  mesure 
la  moitié  du  même  arc  BOC. 

£g-  6î-  IL  Tout  angle  BAD  inscrit  dans  le  demi-cercle  est  un 
angle  droit;  car  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  demi- 
circonférence  BOD,  ou  le  quart  de  la  circonférence. 

Pour  démontrer  la  même  chose  d'une  autre  manière, 
tirez  le  rayon  AC;  le  triangle  BAC  est  isocèle,  ainsi  l'an- 
gle BAC— ABC;  le  triangle  CAD  est  pareillement  isocèle; 
donc  l'angle  CADirrADC;  donc  BAC  + CAD  ouBADrz: 
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AED+ADB.  Mais  si  les  deux  angles  B  et  D  du  triangle 

ABD  valent  ensemble  le  troisième  BAD,  les  trois  angles 
du  triangle  vaudront  deux  fois  l'angle  BAD;  ils  valent 
d'ailleurs  deux  angles  droits;  donc  l'angle  BAT.)  est  un 
angle  droit. 

III,  Tout  angle  BAC  inscrit  dans  un  segment  plus  grand  fis- 1 
que  le  demi-cercle,  est  un  angle  aigu;  car  il  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  BOC  moindre  qu'une  de  mi- circonfé- 
rence. 

Et  tout  angle  BOC,  inscrit  dans  un  segment  plus  petit 
que  le  demi-cercle,  est  un  angle  obtus;  car  il  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  BAC  plus  grand  qu'une  demi-cir- 
conférence. 

PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

L'angle  BAC,  formé  par  une  tangente  et  une  corde,    % 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Varc  AMDC  compris  entre 
ses  cotés. 

Au  point  de  contact  A  menez  ie  diamètre  AD;  l'angle 
BAD  est  droit  *,  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-cir-  *  9' 
conférence  AMD;  l'angle  DAG  a  pour  mesure  la  moitié  de 
DC;  donc  BAD  -f- DAG  ou  BAC  a  pour  mesure  la  moitié 
de  AMD,  plus  la  moitié  de  DC,  ou  la  moitié  de  l'arc  entier 
AMDC. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  GAE  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AG  compris  entre  ses  cotés. 
PROPOSITION  XXL 

THÉORÈME. 

L'angle  BAC,  formé  par  les  deux  sécantes  BE  ,  AC . 

et  dont  le  sommet  est  dans  l'intérieur  de  la  ■circonfé- 
rence ,  a  pour  mesure  la.  moitié  de  l'arc  compris  entre 
ses  côtés,  plus  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  les  pro- 
longements des  mêmes  côtés. 
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En  effet,  l'angle  BAC  extérieur  au  triangle  AEC  est  égal 
à  la  somme  des  angles  AEC,  ACE,  qui  ont  respectivement 
pour  mesure  les  arcs  BC  et  DE. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

L'angle  BAC  ,  formé  par  les  deux  sécantes  AB,  AC, 
et  dont  le  sommet:  est  hors  de  la  circonférence,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  concave  BC,  moins  la  moitié 
de  l'arc  convexe  DE. 


Car  l'angle  A  est  égal  à  la  différence  des  angles  1ÏDC, 
ABD,  qui  ont  pour  mesure  le  premier  la  [moitié  de  BC,  et 
le  second  la  moitié  de  DE, 

La  proposition  est  encore  vraie,  lorsque  l'un  des  côtés 
de  l'angle  ou  bien  les  deux  sont  tangents  à  la  circonférence, 
et  la  démonstration  est  la  même. 

Corollaire.  L'arc  de  cercle  BAC  est  le  lieu  géométrique 
des  sommets  des  angles  égaux  à  CDB,  et  dont  les  côtés 
passent  par  les  points  C  et  B.  Car  tous  les  angles  inscrits 
dans  le  segment  CAB  sont  égaux  à  l'angle  CDB;  et  il  résulte 
du  dernier  théorème  et  du  précédent,  que  tout  angle  dont 
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les  côtés  passeraient  parles  points  C  et  13,  et  dont  le  sommet 
serait  hors  Je  l'arc  CAB,  serait  différent  de  l'angle  CDB. 

PROPOSITION  XXIII. 

TH  BOHÈME. 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ÀIÎCD,  les  angles  op- 
posés sont  supplémentaires . 


En  effet,  les 


pour 


la  moitié  de  I; 


ADC,  ABC,  ont  ensemble 
férence  ABCD. 

Réciproquement,  si,  dans  un  quadrilatère,  deux  angles 
opposés  ADC,  ARC,  sont  supplémentaires,  ce  quadrilatère 
est  inscriptible. 

En  effet,  faisons  passer  une  circonférence  par  les  trois 
points  A,  D,  C;  l'angle  ADC  aura  pour  mesure  la  moitié  de 
l'arc  AMC;  donc  l'angle  ABC  qui  est  le  supplément  du  pre- 
mier, a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  restant  ADC,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  égal  à  chacun  des  angles  inscrits  dans  le 
segment  AMC;  or,  ceci   ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 


!,,, 


ntBest  sur  l'arc  AMC. 


-elatifs  aux  deu.™  premiers  livres. 


problème   rr,i':!i:i:. 


Diviser  la  droite  donnée  Aiï  en  deux  parties  égales,  fig.  ■ 
Des  points  A  et  B,  comme  centres  ,  avec  un  rayon  plus 
grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  D  ;  le  point  D  sera  également  éloigné  des  points  A 
et  B  :  marquez  de  même  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne 
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AB  un  second  point  E  également  éloigné  des  points  A  et 
B,  par  les  deux  points  D,  E,  tirez  la  ligne  DE;  je  dis  que 
DE  coupera  la  ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C. 
Car  les  deux  points  D  et  E  étant  chacun  également  éloi- 
gnés des  extrémités  A  et  B,  ils  doivent  se  trouver  tous 
deux  sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB. 
Mais  par  deux  points  donnés  il  ne  peut  passer  qu'une  seule 
ligne  droite;  donc  la  ligne  DE  sera  cette  perpendiculaire 
elle-même  qui  coupe  la  ligne  AB  en  deux  parties  égales  au 
point  C. 

PROBLÈME  II. 

:.       Par  un  point  A,  donné  sur  la  ligne  BC,  élever  une 
perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Prenez  les  points  B  et  G  à  égale  distance  de  A,  ensuite\îes 
points  B  etC,  comme  centres,  et  d'un  rayon  plus  grand  que 
BA,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D  ,  tirez  AD  qui 


sera  la  perpt 


odiculaire  demandée. 


c  le  point  D  étant  également  éloigné  de  B  et  de  C, 
appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  BC  ; 
donc  AD  est  cette  perpendiculaire. 

Scolie.  La  même  construction  sert  à  faire  un  angle  droit 
BAD  en  un  point  donné  A  sur  une  ligne  donnée  BG. 

PROBLÈME   III. 

D'un  point  A ,  donné  hors  de  la  droite  BD ,  abais- 
ser une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffisamment 
grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  ligne  BD  aux  deux 
points  B  et  D  ;  marquez  ensuite  un  point  E  également  dis- 
tant des  points  B  et  D,  et  tirez  AE  qui  sera  la  perpendicu- 
laire demandée. 

Car  les  deux  points  A  et  E  sont  chacun  également  dis* 
tants  des  points  B  et  D  ;  donc  la  ligne  AE  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  BD. 


,Google 


Au  point  A  de  la  ligne  AB,  faire  un  angle  égal  à  $    „ 
l'angle  donné  R. 

Du  sommet  K,  comme  centre,  et  d'un  rayon  à  volonté, 
décrivez  l'arc  IL  terminé  ans  deux  côtés  de  l'angle;  du 
point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  AB  égai  à  Kl,  dé- 
crivez l'arc  indéfini  BO;  prenez  ensuite  un  rayon  égal  à  la 
corde  LI;  du  point  B,  comme  contre,  et  de  ce  rayon,  dé- 
crivez un  arc  qui  coupe  en  D  l'arc  indéfini  BO;  tirez  ADj 
et  l'angle  DAB  sera  égal  à  l'angle  donné  K. 

Car  les  deux  arcs  BD,LI,ont  des  rayons  égaux  et  des  cor- 
des égides;  donc  ils  sont  égaux";  donc  l'angle BAD— IKL.  m,  ■ 


Diviser  un  angle  ou  un  arc  donné  en  deux  parties  <-• 
égales. 

i"  S'il  faut  diviser  l'arc  AB  en  deux  parties  égales,  des 
points  A  et  B,  comme  centres,  et  avec  un  même  rayon  ; 
décrives  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D;  par  le  point  D  et 
par  le  centre  C  tirez  CD  qui  coupera  l'arc  AB  en  deux  p.ir- 
lie.s  égales  au  point  E. 

Car  les  deux  points  C  et  I")  sont  chacun  également  dis. 
tants  des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB  ;  donc  la  ligne 
CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde;  donc 
elle  divise  l'arc  AB  en  deux  parties  égales  au  point  E  *.         * 

2°  S'il  faut  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle  ACB: 
on  commencera  par  décrire  du  sommet  C,  comme  centre  3 
l'arc  AB,  et  le  reste  comme  il  vient  d'être  dit.  Il  est  clair 
que  la  ligne  CD  divisera  en  deux  parties  égales  l'angle  ACB. 

Scolie.  Onpeut,  parla  même  construction,  diviser  cha- 
cune des  moitiés  AE,  EB,  en  deux  parties   égales  ;  ainsi, 
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parties  subdivisions  successives,  on  divisera  un  angle  ou 
un  arc  donné  en  quatre  parties  égales,  en  huit,  en  seize,  etc. 


(î„  _j  Par  un  point  donné  A,  mener  une  parallèle,  à  la 
ligne  donnée  BC. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffisamment 
grand,  décrivez  l'arc  indéfini  EO  ;  du  point  E,  comme  cen- 
tre, et  du  mémo  rayon,  décrivez  l'arc  AF,  prenez  ED=AF, 
et  tirez  AD  qui  sera  la  parallèle  demandée. 

Car  en  joignant  AE,  on  voit  que  les  angles  alternes-in- 
ternes AEF,EAD,  sont  égaux;  donc  les  lignes  AD,EF,  son; 
37,  1.  parallèles*. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  emploie  plus  ordinaire- 
ment 1  équerre. 


L'equerre  a  la  forme  d'un  triangle  rectangle  GDE  ;  on 
applique  l'hypoténuse  sur  la  ligne  CD,  à  laquelle  il  faut 
mener  une  parallèle  par  le  point  A,  et  le  côté  CE  contre 
une  règle  fixe  CM,  puis  on  fait  glisser  l'equerre  le  long  de 
la  règle  jusqu'à  ce  que  l'hypoténuse  passe  par  le  point  A; 
[a  droite  AD'  sera  parallèle  à  CD  ;  car  les  angles  correspon- 
dants DCM,  ACM  sont  égaux. 


PEOBLEHE  VII. 


Deux  angles  A.  et  B  d'un  triangle  étant  donnés , 
trouver  le  troisième. 

Tirez  la  ligne  indéfinie  DEF,  faites  au   point  E  l'angle 
DEC=  A,  et  l'angle  CEH  =  B  :  l'angle  restant  HEF  sera 
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le  troisième  angle  requis;  car  ces  trois  angles  pris  ensemble 
raient  deux  angles  droits. 

PROBLÈME    VIII. 

Étant  donnés  deux   cotés   B  et  C  d'un  triangle  et  %-  ?;. 
l'angle  A  qu'ils  comprennent,  décrire  le  triangle. 

Ayant  tire  la  Signe  indéfinie  DE,  faites  au  point  D  l'an- 
gle EDF  égal  à  l'angle  donné  A;  prenez  ensuite  DG=B, 
DH  =  C,  et  tirez  GH;  DGH  sera  le  triangle  demandé. 


Etant  donnés  un  côté  cf.  deux  angles  d'un  triangle  , 
décrire  le  triangle. 

Les  deux  angles  donnés  seront  ou  tous  deux  adjacents 
au  côté  donné,  ou  l'un  adjacent,  l'autre  opposé  :  dans  ce 
dernier  cas,  cherchez  le  troisième*,  vous  aurez  ainsi  les  'proL.7. 
deux  angles  adjacents.  Cela  posé  ,  tirez  la  droite  DE  égale 
au  côté  donné,  faites  au  point  D  l'angle  EDF  égal  à  l'un  fig.  78, 
des  angles  adjacents,  et  au  point  E  l'angle  DEG  égala  l'au- 
tre; les  deux  lignes  DF,  EG,  se  couperont  en  H,  et  DEH 
sera  le  triangle  requis. 


Les  trois  côtés  A,  B,  C,  d'un  triangle  étant  donnés,  % 
décrire  le  triangle. 

Tirez  DE  égal  au  côté  A  ;  du  point  E,  comme  centre, 
et  d'un  rayon  égal  au  second  côté  B,  décrivez  un  arc;  du 
point  D,  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  au  troisième  côté 
C,  décrivez  un  autre  arc  qui  coupera  le  premier  en  F;  tirez 
DF,  EF,  et  DEF  sera  le  triangle  requis. 

Pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  que  les  cir- 
conférences décrites  des  points  D  et  F  comme  centres,  se 
coupent;  ce  qui  exige*  que  le  coté  DE  soit  pins  petit  que    *i 
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la  somme  des  deux  autres  côtés,  et  plus  grand  que  leur 

d'A'ïv.n-nci.:. 


pi!0;;ï.k;ii;  : 


Etant  donnés  deux  calés  À  el  li  d'un  triangle,  avec 
l'angle  C  opposé  au  côté  B,  décrire  le  triangle. 

>.  Il  y  a  deux  cas  :  i°  si  l'angle  C  est  droit  ou  obtus,  faites 
l'angle  EDF  égal  à  l'angle  C;  prenez.  DE  — A;  du  point  E, 
comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  au  côté  donné  B,  décri- 
vez un  arc  oui  coupe  en  F  la  ligne  DF  ;  tirez  EF,  et  DEF 
sera  le  triangle  demandé. 

11  faut,  dans  ce  premier  cas,  que  le  côté  Bsoitplus  grand 
que  A,  car  l'angle  C  étant  droit  ou  obtus,  est  le  plus  grand 
des  angles  du  triangle  ;  donc  le  côté  opposé  doit  être  aussi 
le  plus  grand. 

i.  ?.°  Si  l'angle  C  est  aigu,  et  que  B  soit  plus  grand  que  A, 
la  même  construction  a  toujours  lieu,  et  DEF  est  le  triangle 
requis. 

-■■  Mais  si ,  l'angle  C  étant  aigu ,  le  côté  B  est  moindre  que 
A,  alors  l'arc  décrit  du  cen  ire  E  avec  le  rayon  EF—  B,  cou- 
pera le  côtéDF  en  deux  points  F  et  G,  situés  du  même 
côté  de  D;  donc  il  y  aura  deux  triangles  DEF,  DEG,  qui 
satisferont  également  au  problème. 

Scolie.  Le  problème  serait  impossible  dans  tous  les  cas, 
si  le  côté  B  était  plus  petit  que  la  perpendiculaire  abaissée 
de  E  sur  la  lime  DF. 


i.  Las  côtés  adjacents  A  et  B  d'un  parallélogramme 
étant  donnés  avec  l'angle  C  qu'ils  comprennent ,  dé- 
crire le.  parallélogramme . 

Tirez  îa  ligne  DE  —  A,  faites  au  point  D  l'angle  FDE— C, 
prenez  DF^^B  ;  décrivez  ('eux  arcs,  l'un  du  point  F  comme 
centre    et  d'un  rayon  FG^  DE;  l'autre  du  point  E  comme 
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centre,  et  d'un  rayon  EG  =  DF  :  au  point  G,  où  ces  deux 
arcs  se  coupent,  tirez  FG,  EG;  et  DEGF  sera  le  parallélo- 
gramme demandé. 

Car, par  construction, les  cotés  opposés  sont  égaux, donc 
la  figure  décrite  est  un  parallélogramme*,  et  ce  parallélo-  *34,<. 
gramme  est  formé  avec  les  côtés  donnés  et  l'angle  donné. 

Corollaire.  Si  l'angle  donné  est  droit,  la  figure  sera  un 
rectangle;  si,  de  plus,  les  côtés  sont  égaux,  ce  sera  un  carré. 

PROBLÈME  XIII. 

'Trouver  le  centre,  d'un  cercle,  nu  d'un  arc  donné. 

Prenez  à  volonté  dans  la  circonférence  on  dans  l'arc  trois  %.  &4. 
points  A,  B,  C;  joignez  ou  imaginez  qu'on  joigne  AB  et 
BC,  divisez  ces  deux  lignes  en  deux  parties  égales  parles 
perpendiculaires  DE,  FG;  le  point  O,  où  ces  perpendicu- 
laires se  rencontrent,  sera  le  centre  clierelie. 

Sco/ie.  La  même  construction  sert  à  faire  passer  une  cir- 
conférence par  les  trois  points  donnés  A,  B,  C,  et  aussi  à 
décrire  une  circonférence  dans  laquelle  le  triangle  donne 
ABC  soit  inscrit. 

PROBLÈME  XIV. 

Par  un  point  donné  mener  une  tangente  à  un  cercle 
donné. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  circonférence,  tirez  le  rayon  %.  85. 
CA,  et  menez  AD  perpendiculaire  à    CA;  AD  sera  la  tan- 
gente demandée  *.  *  y.  ■■ 

Si  le  point  A  est  hors  du  cercle,  joignez  le  point  A  et  le  %•  86. 
centre  par  la  ligne  droite  CA;  divisez  CA  en  deux  égale- 
ment au  point  O;  du  point  O,  comme  centre,  et  du  rayon 
OC,  décrivez  une  circonférence  qui  coupera  la  circonfé- 
rence donnée  au  point  B;  tirez  AB,  et  AB  sera  la  tangente 
demandée. 
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Car  en  menant  CB,  l'angle  CBA,  inscrit  dans  le  demi- 
■  cercle,  est  un  angle  droit";  donc  AB  est  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  CB,  donc  elle  est  tangente. 

Scolic.  Le  point  A  étant  hors  du  cercle,  on  voit  qu'il 
y  a  toujours  deux  tangentes  ('gales  AB,  AD,  qui  passentpar 
le  point  A  :  elles  sont  égales,  car  les  triangles  rectangles 
CBA,  CDA  ont  l'hypoténuse  CA  commune,  et  le  côté 
CB=CD;donc  ils  sont  égaux*;  donc  AD=AB,  et  en  même 
temps  l'angle  CAD=CAB. 


Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ABC. 
;       Menez  les  bissectrices  AO,BO  des  angles  A  et  B,  ces  droi- 
tes se  couperont  en  un  pointO,  qui  sera  également  distant 
des  trois  côtés  AB,  AC,  BC. 

Si  donc  dece point  on  abaisse  les  perpendiculaires  OD. 
OF,  OE  sur  les  côtés  du  triangle,  ces  perpendiculaires  se- 
ront égales  ,  et  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme 
centre  avec  OD  comme  rayon  sera  tangente  aux  trois  côtés. 

Remarque  I.  Le  point  O  étant  également  distant  des  cô- 
tés BC,  AC,  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  C;  donc  les 
trois  bissectrices  des  angles  d'un  triangle  concourent  en  un 
même  point. 

II.  Si  on  mène  les  bissectrices  des  deux  angles  extérieurs 
MBC,  BCN,  leur  point  de  concours  O'  sera  le  centre  d'un 
cercle  langent  au  côté  BC  et  aux  prolongements  des  deux 
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On  trouvera  de  la  même  manière  les  centres  0",0'"  des 
deux  autres  circonférences  tangentes  à  un  des  côtes  du 
triangle  et  aux  prolongements  des  deux  autres. 

11  y  a  donc  en  général  quatre  circonférences  tangentes  à 
trois  droites  données. 


Stir  une  droite    donnée  AB ,    décrire   un   segment  és,  b 
capable  de  L'angle  donné  C,   c'est-à-dire,  un  segment  "l  9 
tel  que  tous  les  angles  qui  y  sont  inscrits  soient  égaux 
à  l'angle  donné  C. 

Prolongez  AB  vers  D,  faites  au  point  B  rangleDBE=C, 
tirez  BO  perpendiculaire  à  BE,  et  GO  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB  ;  du  point  de  rencontre  0,  comme  centre, 
et  du  rayon  OB,  décrivez  un  cercle,  ie  segment  demandé 
sera  AMB. 

Car  puisque  BFest  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon. 
OB,  BF  est  une  tangente,  et  l'angle  ABF  a  pour  mesure  la 
moiîié  de  l'arc  AKB  *  ;  d'ailleurs  l'angle  AMB,  comme  an-  »  ao. 
gle  inscrit,  a  aussi  pour  mesure  ia  moitié  de  l'arc  AKB;  donc 
l'angle  AMB=ABF==EBD==C$  donc  tous  les  angles 
inscrits  dans  le  segment  AMB  .son',  égaux  à  l'angle  donné  C. 

Scolie.  Si  l'angle  donné  était  droit,  le  segment  cherché 
serait  le  demi-cercle  décrit  surle  diamètre  AB. 

PROBLÈME  XVII. 

Construire  une  tangente  commune,  à  deux  circonfé- 
rences. 

i"  Supposonsleprohlèinerésolu,etsoit  A  A'  une  tangente 
commune  extérieure  aux  deux  circonférences.  Menons  les 
rayons  CA,C'A'  aux  points  de  contact,  et  la  droite  C'B  paral- 
lèle à  A  A'. Les  rayons  CA,G'A'étant  perpendiculaires  surAA', 
seront  aussi  perpendiculaires  sur  la  droite  C'B;  cette  dernière 
ligne  sera  donc  tangente  à  une    circonférence  décrite  du 
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point  B  comme  centre,  avec  un  rayon  CB  égal  à  CA — C'A'. 


On  déduit  de  là  la  eonsmiction  suivante  :  décrivez  une 
circonférence  du  point  G  comme  centre,  avecun  rayon  égal 
à  CA —  C'A',  et  menez  par  le  point  C  une  tangente  à  cette 
circonférence.  Connaissant  le  point  B,  on  tirera  la  ligne 
CBA,  on  mènera  C'A' parallèle  à  CA,  et  enjoindra  AA'. 

La  construction  fait  voir  qu'il  y  a  deux  solutions  du  pro- 
blème, puisque  par  le  point  C  on  peut  mener  deux  tangen- 
tes à  la  circonférence  CB,  et  que  le  problème  n'est  possible 
qu'autant  que  l'on  a  CC^CA — C'A';  ou,  en  d'autres  ter- 
mes, qu'autant  que  les  circonférences  ne  sont  pas  intérieures 
l'une  à  l'autre. 


20  Proposons-nous  de  mener  une  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  circonférences  dont  les  rayons  sont 
CA  et  CM;  et  soit  A  M'  la  ligne  cberehée;  menons  les 
rayons  CA,  CM'  aux  points  de  contact,  et  la  droite  CB 
parallèle  à  A  M'.  La  droite  AM'  étant  perpendiculaire  sur 
les  rayons  CA,  CM',  CB  sera  perpendiculaire  sur  les  mê- 
mes droites;  elle  sera  donc  tangente  à  une  circonférence 
décrite  du  point  C  comme  centre  avec  un  rayon  CB  égal 
à  CA  +  AB,  ou  CA  -4-  CM'. 

Pour  résoudre  le  problème,  on   décrira  donc  une  cir- 
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conférence  ayant  son  centre  en  G,  et  dont  le  rayon  soit  la 
somme  des  rayons  des  deux  circonférences  données;  on 
mènera  par  le  point  C  une  tangente  C'B  à  cette  circonfé- 
rence, et  le  reste  de  la  construction  s'achèvera  comme  dans 
le  cas  précédent. 

Ce  problème  a  aussi  deux  solutions;  et  il  n'est  possible 
qu'autant  qu'on  a  CC  =  CA  +  CM,  c'est-à-dire  que  les  cir- 
conférences sont  extérieures,  ou  Lungentes  extérieurement. 


l'HOiil'-J'lVH   _\ 


Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
lignes  droites    ÀB  et  CD ,    et  leur  rapport  numérique. 


La  plus  grande  commune  mesure  des  detix  lignes  ne 
saurait  surpasser  ia  plus  petite  CD;  mais  elle  serait  égaie  à 
CD,  si  cette  ligne  était  contenue  exactement  dans  la  plus 
grande  AB, 

Portons  donc  CD  sur  AB ,  et  supposons  qu'on  ait  AB  =1 
aCD  +  IB;  je  dis  que  la  plus  grande  commune  mesure 
entre  AB  et  CD  est  la  même  que  celle  desdeux  lignes  CD  et  IB. 

En  effet,  toute  commune  mesure  de  AB  et  de  CD ,  divi- 
sant CD,  divisera  aussi  AI;  et  divisant  AB,  elle  sera  con- 
tenue exactement  dans  le  reste  IB;  ce  sera  donc  une  com- 
mune mesure  de  CD  et  IB. 

Réciproquement,  toute  commune  mesure  de  CD  et  de 
IB  sera  contenue  exactement  dans  AI  et  dans  IB,  et  par 
suite  dans  AB;  ce  sera  donc  une  commune  mesure  de  AB 
et  de  CD. 

Ainsi ,  toutes  les  communes  mesures  de  AB  et  de  CD 
sont  les  mêmes  que  celles  de  CD  et  de  IB  ;  la  plus  grande 
commune  mesure  est  donc  la  même. 
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Portons  1B  sur  CD,  et  supposons  qu'on  ait  CD=IB 
-f-  KD:  on  prouvera,  comme  précédemment,  que  h  plus 
grande  commune  mesure  entre  CD  et  IB  est  ia  même 
qu'entre  IB  et  KD. 

Portons  encore  KD  sur  IB,  et  supposons  qu'on  ait 
IB^=2KD;  KD  sera  la  plus  grande  commune  mesure  des 
deux  lignes  AB  et  CD. 

On  déduit  d'ailleurs  des  égalités  ci-dessus  : 

CD  =  3.KD 
et  AB  =  8.KD; 

donc  le  rapport  des  deux  lignes  AB  et  CD  est-|-. 

Remarque.  Nous  avons  suppose  ci-dessus  qu'on  arrivait 
dans  cette  série  d'opérations  à  un  reste  égal  à  zéro.  Nous 
allons  prouver  qu'il  en  est  toujours  ainsi ,  quand  les  deux 
lignes  ont  une  commune  mesure  ;  et  que,  dans  le  cas  où 
elles  sont  incommensurables  ,  on  arrive  à  des  restes  plus 
petits  que  toute  grandeur  assignable. 

En  effet,  soient  A,  B,  les  deux  lignes  sur  lesquelles  on 
opère  ;  r,  r2  rs  r4  r5 ...  les  restes  successifs  ;  qt  qz  qs  qi  . . . . 


les  quotients, 


égalités  : 
=  B  q,  +  >', 


Or,  r,  est  plus  petit  que  — ;  car,  si  B  n'est  contenu 
qu'une  fois  dans  A,  B  sera  plus  grand  que  —  ;  le  reste 
sera  donc  plus  petit  que  —  ;  et  si  B  est  contenu  plusieurs 

fois  dans  A,  cela  aura  lieu  à  plus  forte  raison.  On  aurait 
de  même  : 
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r,  <  —     d'où     r7  <  —  j 

et  ainsi  Je  suite. 

On  voit  donc  que  si  l'opération  se  prolongeait  indéfini- 
ment, on  arriverait  à  des  restes  aussi  petits  qu'on  voudrait  ; 
et  par  conséquent,  s'il  y  a  une  commune  mesure,  on  ar- 
rivera à  un  reste  nul;  autrement  on  tomberait  sur  des 
restes  plus  petits  que  la  commune  mesure  ,  ce  qui  est  évi- 
demment absurde  d'après  la  théorie  précédente. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  sont  incommensurables,  on 
pourra,  après  un  certain  nombre  d'opérations,  négliger  le 
dernier  reste  ;  le  reste  précédent  servira  alors  de  commune 
mesure,  et    conduira  à  une  valeur  approchée  du  rapport. 

PROBLÈME    XIX.. 

Deux  angles  A  et  h  étant  donnés ,  trouver  leur  coin-  £g-  91. 
mime  mesure,  s'ils  en  ont  une ,  et  de  là  leur  rapport 
en  nombres. 

Décrivez  avec  des  rayons  égaux  les  arcs  CD,  EF,  qui 
servent  de  mesure  à  ces  angles;  procédez  ensuite  pour  la 
comparaison  des  arcs  CD,  EF,  comme  dans  le  problème 
précédent;  car  un  arc  peut  être  porté  sur  un  arc  de  même 
rayon  ,  comme  une  ligne  droite  sur  une  ligne  droite.  Vous 
parviendrez  ainsi  à  la  commune  mesure  des  arcs  CD,  EF, 
s'ils  en  ont  une,  et  à  leur  rapport  en  nombres.  Ce  rapport 
sera  le  même  que  celui  des  angles  donnés  *;  et  si  DO. est  *i8,  j 
la  commune  mesure  des  arcs,  DAO  sera  celle  des  angles. 

Si  les  deux  arcs  étaient  incommensurables  ,  les  angles  le 
seraient  également,  et  on  n'obtiendrait  qu'une  valeur  ap- 
prochée de  leur  rapport. 
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MESURE  DES  POLYGONES.  -  SIMILITUDE. 


DEFINITIONS. 

I.  L'aire  d'une  figure  est  le  rapport  de  sou  étendue  à 
celle  de  l'unité  de  surface  *. 

II.  Deux  figures  équivalentes  sont  celles  qui  ont  la 
même  aire. 

Deux  figures  peuvent  être  équivalentes,  quoique  très- 
dissemblables  :  par  exemple,  un  cercle  peut  être  équiva- 
lent à  un  carré,  un  triangle  à  un  rectangle,  etc. 

La  dénomination  de  figures  égales  sera  conservée  à 
celles  qui,  étant  appliquées  l'une  sur  l'autre,  coïncident 
dans  tous  leurs  points  :  tels  sont  deux  cercles  dont  les 
rayons  sont  égaux,  deux  triangles  dont  les  trois  côtés 
sont  égaux  chacun  à  chacun,  etc. 

III.  La  hauteur  d'un  parallélogramme  est  la  perpendicu- 
fig.  fil.  iairc  FF  qui  mesure  la  distance  des  deux  côtés   opposés 

AB ,  CD ,  pris  pour  bases. 
%.  94,       IV.  La  hauteur  d'un  triangle  est  la  perpendiculaire  AD 

abaissée  du  sommet  d'un  angle  A  sur  le  côté  opposé  BC 

pris  pour  base. 
fig-95-       V.  La  hauteur  du   trapèze    est  la   perpendiculaire   EF 

menée  entre  ses  deux  côtés  parallèles  AB,  CD. 

M.  B.    Pour  l'intelligence  do  ee  livre  et  des  suivants ,  il  faut  avoir  présenta 

d'aritliméfique  et  d'algèbre.  Nous   ferons  seulement  une  observation,  qui  est 

{•)  Oq  confond  souvent ,  dans  la  discours ,  Taira  et  la  surface  d'une  figure, 
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rite ,  soit  dans  l'énoncé,  soit  dans  les  démonstrations. 

Si  on  a  la  proportion  A  :  B  :  :  C  :  D,  on  sait  que  le  produit  des  extrêmes  AXD 
est  égal  au  produit  des  moyens  BXC. 

Celte  -vérité  est  inc<mtislable  [mur  les  nombres  ;  elle  l'es!  aussi  pour  des  gran- 
deurs quelconques ,  ponrvn  qu'elles  s'expriment  ou  qn'on  les  imagine  exprimées 
en  nombres  ;  et  c'est  oc  qu'on  peut  toujours  supposer  :  par  exemple ,  si  A ,  B  ( 
C,  D,  sont  des  lignes,  on  peut  imaginer  qu'une  de  ces  quatre  lignes,  ou  une 

unité  ;  alors  A,  B,  C,  D,  représentent  chacune  un  certiiin  nombre  d'unités,  en- 
lignes  A,  B,  C,D,  devient  une  proportion  dénombres. 

Le  produit  des  Signes  A  et  Ll ,  qu'on  appelle  iiiiisi  tour  rer.'«,,y,>.'e ,  n'est  doue 
autre  ekosc  que  le  nombre  d'uniles  linéaires  conLonufs  dans  A  ,  multiplié  par  le 
nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans  B  ;  et  on  conçoit  facilement  que  ce 
produit  peut  et  doit  être  égal  à  celui  qui  resuite  sciribliiblcuicnt  des  lignes  B  et  C. 

Les  gtaadeurs   A    i:t  11  peuvent  être  d'une  espeee  ,   pur   exemple,   des   lignes, 


linéaires,  C  et  D  en  unités  superficielles,  et  le  produit  AXD  sera  un  nombre 
comme  le  produit  BXC. 

En  général ,  dans  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  les  proportions ,  il  faut 

rations  et  les  conséquences  qui  en  résultent. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

TiiÉOHlhli:. 

Les  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales  et 
des  hauteurs  égales ,  sont  équivalents. 

Soie  AB  la  base  commune  des  deux  parallélogrammes  fis-  0> 
ABCD,  ABEF,  puisqu'ils  sont  supposés  avoir  la  même  hau- 
teur, les  bases  supérieures  DC,  FE,  seront  situées  sur  une 
même  ligne  parallèle  à  AB.  Or  on  a  par  la  nature  des  pa- 
rallélogrammes AD  —  BC ,  et  AF  —  BE  ;  par  la  même  rai- 
son on  a  DC  =  AB ,  et  FE  =  AB  ;  donc  DG  =  FE  ;  donc, 
retranchant  DC  et  FE  de  la  même  ligne  DE,  les  restes  CE 
et  DF  seront  égaux. 

Il  suit  de  là  que  les  triangles  DAF,  CBE,  sont  équilaté- 
raux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux. 
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fig.96.  Mais  si  du  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle 
ADF,  il  reste  le  parallélogramme  ABEF;  et  si  du  même 
quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle  CBE,  il  reste 
le  parallélogramme  ABCD;  donc  les  deux  parallélogrammes 
ABCD,  ABEF,  qui  ont  même  hase  et  même  hauteur ,  sont 
équivalents. 

H-  91-  Corollaire.  Tout  parallélogramme  ABCD  est  équivalent 
au  rectangle  ABEF  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

PROPOSITION  II. 

THÉORÈME. 

fis.  98.       Tout   triangle  ABC    est  la    moitié   du  parallélo- 
gramme ABCD   qui  a.  mène  base  et  même  hauteur. 
'33 , 1.        Car  les  triangles  ABC ,  ACD,  sont  égaux  *. 

Corollaire  I,  Donc  un  triangle  ABC  est  la  moitié  du 
rectangle  BCEF  qui  a  même  hase  BC  et  même  hauteur 
AO;  car  le  rectangle  BCEF  est  équivalent  au  parallélo- 
gramme ABCD. 

II.  Tous  les  triangles  qui  ont  des  hases  égales  et  des 
hauteurs  égales,  sont  équivalents. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases. 
B  Soient  ABCD,  AEFD,  deux  rectangles  qui  ont  pour  hau- 

teur commune  AD;je  dis  qu'ils  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  AB,  AE. 

Supposons  d'abord  que  les  hases  AB,  AE,  soient  com- 
mensurables  entré  elles,  et  qu'elles  soient,  par  exemple, 
comme  les  nombres  7  et  4  :  si  on  divise  AB  en  y  parties 
égales,  AE  contiendra  4  de  ces  parties;  élevez  à  chaque 
point  de  division  une  perpendiculaire  à  la  base,  vous  for- 
merez ainsi  sept  rectangles  partiels  qui  seront  égaux  entre 
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eux,  puisqu'ils  auront  même  base  et  même  hauteur.  Le 
rectangle  ABCD  contiendra  sept,  rectangles  partiels,  tandis 
que  AEFD  en  contiendra  quatre;  donc  le  rectangle  ABCD 
est  au.  rectangle  AEbl)  comme  y  est  à  4î  ou  comme  AB 
est  à  AE.  Le  même  raisonnement  peut  être  applique  à  tout 
autre  rapport  que  celui  de  y  à  4',  donc,  quel  que  soit  ce 
rapport,  pourvu  qu'il  soit  commensurable,  on  aura  : 
A13CD:AEFD;:AB:AE. 
Si  les  bases  AB,  AE ,  étaient  incommensurables,  on 
prouverait  par  le  raisonnement  déjà  employé  (liv,  2,  prop. 
18),  que  la  proposition  a  encore  lieu. 

PROPOSITION  IV. 


Deux  rectangles  sont  entre  eux  comme,  les  produits 
/les  bases  par  les  hauteurs. 

Soient  R,  r,  les  surfaces  des  dciix  rectangles:  B,  II,  les 
deux  dimensions  du  premier;  b,  h,  les  deux  dimensions  du 
second. 

Imaginons  un  troisième  rectangle  11'  qui  ait  même  base 
B  que  ie  premier,  et  même  hauteur  h  que  le  second. 

On  aura  en  vertu  du  théorème  précédent  : 
R:R'-:H:A. 
K':r::B:b. 

Multipliant  ces  proportions  terme  à  terme,  et  divisant, 
les  deux,  termes  du  premier  rapport  par  R',  on  a  ; 
(1)  R:r::BxH:ixA. 

Mesure  dit  rectangle.  Mesurer  un  rectangle  R,  c'est 
trouver  son  rapport  à  un  certain  rectangle  r  qui  serait 
pris  pour  unité. 

On  voit  par  le  théorème  précédent  qu'on  obtiendrait  ce 
rapport  en  cherchant  combien  de  fois  les  lignes  B,  H,  b,  h, 
contiennent  une  même  unité,  et  en  divisant  le  produit  des 
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deux  premiers  nombres  parle  produit  des  deux  derniers. 
Soient  iî  =  &-",  H  —  4™'',  b  =  S"*,  h  =  2m"-. 

On  aura  —  =^^ — i— 4-  Ainsi  le  rectangle  R  contient 
4  fois  le  rectangle  pris  pour  unité. 

On  prend  ordinairement  pour  unité  de  surface  le  carré 
qui  a  pour  côté  l'unité  de  longueur  ;  alors  les  nombres 
qui  représentent  h  et  h  se  réduisant  à  l'unité,  la  propor- 
tion (i)  devient  : 

R.r:.BxH:i. 

On  voit  doue  que  le  rapport  d'un  rectangle  au  carré 
construit  sur  l'unité  de  longueur,  est  égal  au  produit  des 
nombres  qui  représentent  combien  de  fois  la  base  et  la  hau- 
teur contiennent  cette  unité  linéaire;  et  c'est  ce  qu'on 
exprime  d'une  manière  abrégée,  en  disant  qu'un  rectan- 
gle a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soient'B  —  3m,53,  H  =  am, a5. 

La  surface  du  rectangle  sera  7  mètr™c°rr4,,g4a5,  ou 
7».c.  g^fcim...  a5«,llim.  =. 

PROPOSITION  V. 

Tlli.flV.ÏLilY.. 

L'aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est:  égale 
au  produit  de  sa.  base  par  sa  hauteur. 
j.  Car  le  parallélogramme  ABCD  est  équivalent  au  rectan- 
gle AREF,  qui  a  même  hase  AB  et  même  hauteur  BE;  or 
celui-ci  a  pour  mesure  ABxBE,  donc  AB  x  BE  est  égal 
à  l'aire  du  parallélogramme  ABCD. 

Corollaire.  Les  parallélogrammes  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et  les  parallélogrammes 
de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  car 
A,B,  C,  étant  triés  grandeurs  quelconques,  on  a  géné- 
ralement AxC:BxC.:A:B. 
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PROPOSITION  VI. 


L'aire,  d'un  triangle  est  égaie  au  produit,  de.  sa  base 
par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

Car  le  triangle  ABC  est  la  moitié  du   parallélogramme  cg.  t. 
ABCE,  qui  a  même  base  BC  et  même   hauteur  AD  :   or, 
la  surface  du  parallélogramme  =  BCx  AD  *;  doue  celle  du  *  5, 
triangle  =  |  BC  X  AD ,  ou  BC  X  \  AD. 

Corollaire.  Deux  triangles  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases,  et  deux  triangles  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION  VII. 


L'aire  du  trapèze  ABCD  est  égale  à  sa  hauteur  EF,  fit 
multipliée  par   la  demi-somme  des  bases  parallèles , 
AB,  CD. 

Par  le  point  I,  milieu  du  côté  (.11.5,  nieriez  KL  parallèle 
au  côté  opposé  AD ,  et  prolongez  DC  jusqu'à  la  rencontre 
de  KL. 

Dans  les  triangles  IBL,  ICK,  on  a  le  côté  IB=  IC  par 
construction,  l'angle  LIB  —  C1K,   et  l'angle  IBL^ICF, 
puisque  CK  et  BL  sont  parallèles*  ;  donc  ces  triangles  sont  " 
égaux";  donc  le  trapèze  ABCD  est  équivalent  au  parallélo-  * 
gramme  ADKL,  et  il  a  pour  mesure  EF  X  AL. 

Mais  on  a  AL:=DK,  et  puisque  le  triangle  IBL  est 
égal  au  triangle  KCI ,  le  coté  BTJ  =  CK;  donc  AB  +  CD 
=  AL  -1-  DK  —  i  AL  ,  et  ainsi  AL  est  la  demi-somme  des 
bases  AB,  CD;  donc  enfin  l'aire  du  trapèze  ABCD  est  égale 
à  la  hauteur  EF  multipliée  par  la  demi-somme  des  bases  AB, 
CD,  ce  qui  s'exprime  ainsi  :  ABCD  =  EF  X  fAB+CD\ 
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Scolie.  Si    par   le   point  I,   milieu  de  BC,  on  mène  IH, 

parallèle    à   la  base   AB,  le  point  II  sera  aussi  le   milieu 

de  AD ,  car  la  figure  AHIL  est  un  parallélogramme,  ainsi 

que  DHIK,  puisque  les  côtés  opposés  sont  parallèles  :  on 

a  donc  Arl  =  IL  et  DH^IK;  or,  IL  =  IK,  puisque  les 

triangles  BIL,  CIK,  sont  égaux;  cloncAH  =  DH. 

.     ,■                                 AB+CD 
On  peut  remarquer  que  la  ligne  .HI  =  AL  =  — ; 

donc  l'aire  du  trapèze  peut  s'exprimer  aussi  parEFxHI  : 
elle  est  donc  égale  à  la  hauteur  du  trapèze  multipliée  par 
la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles. 

PROPOSITION  VIII. 


:,  Si  une  ligne  AC  est  divisée  en,  deux  parties  AB,  BC, 
le  carré  fait  sur  la  ligne  entière.  AC  contiendra  h 
carré  fait  sur  une  partie  AB  ,  plus  le  carré  fait  sur 
l'autre  partie  BC,  plus  deux  fois  le  rectangle  compris 
sous  les  deux  parties  AB,  BC,  ce  qu'on  exprime  ainsi  : 
ÏCou  (AB  +  BC)WàB+BC+  2  AB  x  BC. 

Construisez  le  carré  ACDE,  prenez  AF  =  AB,  menez 
FG  parallèle  à  AC,  et  BH  parallèle  à  AE. 

Le  carré  ABCD  est  divisé  en  quatre  parties  :  la  pre- 
mière ABIF  est  le  carié  fuit  sur  AB,  puisqu'on  a  pris 
AF  — AB  :  la  seconde  IGDH  est  le  carré  fait  sur  BC;  car 
puisqu'on  a  AC=AE,  et  ABznAF,  la  différence  AC—AB 
est  égale  à  la  différence  AE  —  AF,  ce  qui  donne  BC=EF, 
mais  à  cause  des  parallèles  IG  =  BC,  et  DG  =  EF,  donc 
HIGD  est  égal  au  carré  fait  sur  BC.  Ces  deux  parties 
étant  retranchées  du  carré  total,  il  reste  les  deux  rectan- 
gles BCGI,  EFIH,  qui  ont  chacun  pour  mesure  ABxBC, 
donc  le  carré  fait  sur  AC,  etc. 

Scolie.  Soient  a  et  b  les  nombres  qui  représentent  les 
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«eux  parties  de  îa  ligne  AC;  la  multiplication  algébrique 
donne  l'égalité  : 

(s +  £)»=«*+£> -t-i«ftj 

et  en  supposant  connue  la  mesure  du  rectangle,  cette 
égalité  donne  une  seconde  démonstration  du  théorème  ci- 
dessus. 

Une  observation  semblable  doit  être  faite  sur  les  deux 
théorèmes  suivants. 

PROPOSITION  IX. 


Si  la  ligne  AC  est  la  différence  des  deux  lignes  Eg,  t< 
AB,  BC,    le    carré  fait  sur  AC  contiendra  le   carré 
de   AB,  plus  le  carré  de   BC,  moins  deux  fois  le  rec- 
tangle fait  sur  AB   et   BC  ;  c  est-à-dire  qu'on  aura 
AC'ou  (AB—  BCJ^ÂB  +  BC— i  AB  x  BC. 

Construisez  le  carré  ABIF ,  prenez  AE  —  AC,  menez 
CG  parallèle  à  BI,  HK.  parallèle  à  .AB,  et  achevez  ie  carré 
EFKL. 

Les  deux  rectangles  CïîiG,  GLRD,  ontchacun  pour  me- 
sure AB  X  BC  :  si  on  les  retranche  de  la  figure  entière 
ABILKEA,  qui  a  pour  valeur  AB  +  BC",  il  est  clair  qu'il 
restera  le  carré  ACDE;  donc,  etc. 

Spolie.  Cette  proposition    se  déduit    encore  de  la  for- 


one 


(a  —  by  =  aa  +  r—  w. 

PROPOSITION  X. 


mile  aWcbr 


Le  rectangle  fait  sur  la.  somme  et  la  différence  de 
deux  lignes  AB,BC,  est  égal  à  la  différence,  des carrés  de 
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ces  Lignes  ;  ainsi  on  a  (ÀB  +  BC)  X  (AB  —  £C)  = 
ÂB— BC.' 

Construise'/  sur  AB  et  AC  les  carrés  ABIF,  ACDE; 
prolongez  AD  d'une  quantité  BK  =  BC,  et  achever  le  rec- 
tangle AKLE. 

La  base  AK  du  rectangle  est  la  somme  des  deux  lignes 
AB,  BC,  sa  hauteur  AE  est  la  différence  de  ces  mêmes  li- 
gnes; donc  le  rectangle  AKLE— (AB+BC)  x  (AB  — BC). 
Mais  ce  même  rectangle  est  composé  des  deux  parties 
ABHE  -+-  BHLK  ;  et  la  partie  BHLK  est  égale  au  rectangle 
EDGF,  carBII  — DEet  BK— EF;  donc  AKLE  =  ABHE 
+  EDGF.  Or,  ces  deux  parties  forment  le  carré  ABIF 
moins  le  carré  DHIG,  qui  est  le  carré  fait  sur  BC  ;  donc 
enfin  (AB+  BC)  x  (AB— BG)=sÂB— BC. 

Scolie.  Cette  proposition  se  déduit  encore  de  la  formule 
algébrique 

(*_*)(«+*)  =  «■-*•. 

PROPOSITION  XI. 


Le  carré  fait  sur  F liypotéiiuse  d' un  triangle  rectangle 
est  égal  à  la  somme  des  carrés  faits  sur  les  deux 
autres  cotés. 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  :  ayant  formé  des 
carrés  sur  les  trois  côtés,  abaissez  de  l'angle  droit  sur 
'hypoténuse  la  perpendiculaire  AD  que  vous  prolongerez 
usqu'en    E;  tirez  ensuite  les  diagonales  AI",  CH. 

L'angle  ABF  est  composé  de  l'angle  ABC,  plus  l'angle 
droit  CBF  :  l'angle  CBH  est  composé  du  même  angle  ABC, 
plus  l'angle  droit  ABH  ;  donc  l'angle  ABF  —  HBC.  Mais 
AB  =  BH  comme  côtés  d'un  même  carré,  et  BF  —  BC 
par  la  même  raison;  donc  les  triangles  ABF,  HBC,  ont  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont 
égaux  *. 
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Le  triangle  ABF  est  la  moitié  do  rectangle  BDEF  (on 
pour  abréger  BE)  qui  a  même  base  EF  et  même  hauteur 
BD  *.  Le  triangle  HBC  est  pareillement  lu  moitié  du  carré  * 
AH;  car  l'angle  BAC  étant  droit  ainsi  que  BAL,  AC  et  AL 
ne  font  qu'une  même  ligne  droil:<;  parallèle  à  HB;  donc  le 
triangle  HBC  et  le  carré  AH,  qui  ont  la  base  commune 
BH,  ont  aussi  la  hauteur  commune  AB  ;  donc  ie  triangle 
est  la  moitié  du  carré. 

On  a  déjà  prouvé  que  le  triangle  ABF  est  égal  au  trian- 
gle HBC;  donc  le  rectangle  BDEF,  double  du  triangle 
ABF,  est  équivalent  au  carié  AH,  double  du  triangle 
HBC.  On  démontrera  de  même  que  le  rectangle  CDFG  est 
équivalent  au  carré  AI;  mais  les  deux  rectangles  BDEF) 
CDEG,  pris  ensemble,  font  le  carré  BCGF;  donc  le  carré 
BCGF,  fait  sur  l'hypoténuse ,  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  ABHL,  ACIK,  faits  sur  les  deux  autres  cotés;  ou, 
en  d'autres  termes,  BC  =  AB-+-  AC. 

Seconde  démonstration.  Après  avoir  construit  des  carrés 
sur  les  trois  côtés,  faites  l'angle  KHI  égal  à  BCA ,  prenez 
HJ  =  CA,  et  joignez  le  point  I  au  point  K;le  triangle  HIK 
sera  égal  à  BAC. 


e  le  point  A  au  point  I,  le  point  F  au  point 


/Google 


72 

E,  et  tirez  la  ligne  GA,  qui  prolongée,  passera  par  ie  point 

D. 

Les  quatre  quadrilatères  GRCD ,  GFED  ,  ABHI ,  AGKI, 

Pour  démontrer  l'égalité  des  deux  premiers,  faites  tour- 
ner la  figure  GFED  autour  de  GD  ;  cette  ligne  étant  la 
bissectrice  des  angles  droits  G  et  D,  les  côtes  GF,  DE  vien- 
dront s'appliquer  sur  GB  et  DC,  et  FE  tombera  sur  BC. 

Si  l'on  veut  prouver  que  GBCD  est  égal  à  ABHI,  on 
placera  BG  sur  son  égal  AB;  à  cause  de  l'égalité  des  angles 
GBC,  ABH,  le  cote  BG  prendra  la  direction  BH,  et  le  point 
C  tombera  en  H;  enfin,  à  cause  de  1  égalité  des  angles  Bill, 
BCD,  CO  s'appliquera  sur  son  égal  HI. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  GBCD  est  égal 
à  AGKI. 

Les  quatre  quadrilatères  étant  égaux,  la  figure  GBCDl,!'- 
est  équivalente  à  ABHIKG;  et  en  retranchant  d'une  part 
les  triangles  égaux  FAE  ,  ABC  ,  et  de  l'autre  les  triangles 
ABC,  HIK,  on  conclut  que  la  somme  des  carrés  ABGF, 
ACDE,  est  égale  au  carré  BCRII. 

Corollaire  I.  Donc  le  carre  d'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  est  égal  au  carré  de  l'hypoténuse  ,  moins  le  carré  de 
l'autre  côté,  ce  qu'on  exprime  ainsi  :  AB  =  BG — AC. 
s.  II.  Soit  ABGD  un  carré  ,  AG  sa  diagonale  ;  le  trian- 
gle ABC  étant  rectangle  et  isoscèle ,  on  aura  AG  = 
AB  -+-  BC  =  2  AB  ;  donc  le  carré  fait  sur  la  diagonale  AG 
est  double  du  carré  fait  sur  le  côté  AB. 

Puisque  AC  :  AB  :  :  2  :  1 ,  on  a ,  en  extrayant  la  racine 
carrée,  AG  :  AB  :  :  V 2  :  1  ;  donc  la  diagonale  d'un  carré 
est  incommensurable  avec  son  coté. 
>■  III.  On  a  démontré  que  le  carré  AH  est  équivalent  au 
rectangle  BDEF  ;  or,  à  cause  de  la  hauteur  commune 
BF,  le  carré  BCGF  est  au  rectangle  BDEF  comme  la 
base  BC  est  à  la  base  BD  ;  donc, 
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1ÏC  :  AS':  :  BC  :  BD. 

Donc  le  carre  de  l'hypoténuse  est.  au.  carre  d'un  des  côtés  de 
V angle  droit  comme  l'hypoténuse  est  au  segment  adjacent,  a 
ce  côté.  On  appelle  ici  segment  lu  partie  de  l'hypoténuse 
déterminée  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'angle 
droit;  ainsi  BD  est  le  segment  adjacent  au  côté  Ali,  et 
DC  est  le  segment  adjacent  au  côté  AC,  On  aurait  sem- 
blablement  : 

BC  :ÀC'::  BC  :  CD. 
IV.    Les     rectangles    BDEF,    DCGE ,    ayant    aussi    la 
même  hauteur,    sont   entre  eux  comme  leurs  bases   BD, 
CD.  Or,  ces  reciangles  sont  équivalents  aux  carrés  AB , 
AC;  donc, 

ÂË":  AC*::  BD  :  DC. 
Donc  les  carrés  des  deux  côtes  du  /'angle  droit  sont  entre 
eux  comme  les  segments  du   lii.ypdnn.ii.ic    adjacents  à  ces 


DEFINITION. 


On  appelle  projection  d'une  droite  AB  sur  une  autre  CD 
la  portion  ab  comprise  entre  les  pieds  des  perpendiculaires 


abaissées  des  points  A  et  B  sur  la  droite  CD 


PBOPOsrnoN  xn. 

TIIIIOUÈ  Mil. 


Dans  tout  triangle,  le  carré  d'an,  côté  opposé  à  un 
angle,  aigu ,  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  moins  deux  fois  le  rectangle  de  l'un  de  ces 
côtés  par  la  projection  du  second  sur  le  premier. 
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•""■       Soit  G  on  angle  aigu   dans  le  triangle    ABC;    abaissons 
AD  perpendiculaire  sur  BC  ,  je  dis  qu'on  aura  : 

ÀB=="ÂC'+  BC  —  a  BC  .  CD. 

I!   y    a    deux    cas  :  i"  Si  la    perpendiculaire  tombe  au 
dedans    du    triangle    ABC,  on  aura  BD=BC  — CD,  eE 

*!>■  par    conséquent*    BD  =  BC*+  CD—  a  BG  .  CD.   Ajou- 
tant de  parc  et  d'autre  AD,  et  observant  que  les  triangles 
rectangles  ABD,  ADC  ,  donnent  Id'+BD'— AB  et~A~D 
+  DC=ÀC|  on  aura  Afi  =  BC+ÂC  —  a  Bp  X   CD. 
a"  Si   la  perpendiculaire    AD  tombe    hors    du  triangle 

•9.  ABC,  on  auraBD=CD— BC,  et  par  conséquent  *  BD  = 
CD '+  BG  —  2  CD  X  BG.  Ajoutant  de  part  et  d'autre  AD° 
on  en  conclura  de  même  : 

ÂB  '=  BC+ÂC  —  2  BC  x  CD. 
PROPOSITION   XIII. 


-.  Dans  /.ou!,  triangle  obtttsanghi,  le  carré  du  côté  op- 
posé à  l'angle  obtus ,  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  deux  autres ,  plus  deux  jois  le  rectangle  de  l'un 
de  ces  côtés  par  la  projection  du  second  sur  le  pre- 
mier. 

Soit  AB  le  côté  opposé  à  l'angle  obtus  C  du  triangle 
ABC,  menons  AD  perpendiculaire  sur  BC,  je  dis  qu'on 
aura  : 

AB~="ÂC"+  BC'+a  BC  x   CD. 

La  perpendiculaire  ne  peut  pas  tomber  au  dedans  du 
triangle  ;  car  si  elle  tombait,  par  exemple,  en  E,  le  triangle 
ACE  aurait  à  la  t'ois  l'angle  droit  E  et  l'angle  obtus  C,  ce 
qui   est  impossible  ;  donc  elle  tombe  au  dehors  ,  et  on  a 
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BD  =  BC  +  CD.  De  là  résulte  *  BD^TËC  +  CD  +  2  BC  * 

X  CD.  Ajoutant  de  part  et  d'autre  AD,  et  taisant  les  réduc- 
tions comme  dans  le  théorème  précédent,  on  en  conclura 
ÂB =  BC  +  AC'-I-  2  BC  x  CD. 

Scolie.  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  dans  lequel  la 
somme  des  carrés  de  deux  côtés  soit  égale  au  carré  du 
troisième;  car  si  l'angle  compris  par  ces  côtés  est  aigu, 
la  somme  de  leurs  carrés  sera  plus  grande  que  le  carré  du 
cote  opposé;  s  il  est  obtus,  elle  sera  moindre. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

Dan.?  un  triangle  quelcot/f/i/e   ABC,  si  on  mette  du 
sommet  au  milieu  de   la  base    la    ligne   AE ,   je  dis  s 
qu'on  aura  AB  +  AG  =  1  AE  +  2  RE. 

Abaissez  la  perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC,  Se  trian- 
gle AEC  donnera  par  le  théorème  xn  : 

ÂcWXÊ' +"Êc'— aEC  x  ED. 
ho.  triangle  ABE  donnera  par  le  théorème  xm  : 

AB'=z:"ÂË'+1B+  2EB  X  ED. 

Donc,  en  ajoutant  et  observant  que  EB=EC,  on  aura  ; 

ÂB -h  ~Kc'—2 ÂË'-I-  2 ËB.' 

PROPOSITION  XV. 


Dans  tout  quadrilatère  la   somme  des  carres  des 

quatre  cotes  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales ,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  ligne  qui  joint 
leurs  milieux. 

Soient  AC,  BD,  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD, 
O  et  G  leurs  milieux;  tirons  les  lignes  BO,  DO,  OG. 
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On  a  d'après  le  théorème  procèdent  : 
Dans  le  triangle  ABC,        ÂB  +  BG  —  a  BÔ+  aÂÔ"! 
Dans  le  triangle  ADC,         AD  +  DCs=  a  UÔ'+aAO. 
Ajoutant,  on  a  : 

AB+  BC'+ÂD  +  DC'=  2  (BÔ'+DO)  +  4  AO.' 
Or,  dans  le  triangle  BOD,  on  a  : 

BO  +  ÏX)'=  2"BG'+  2  ÔCt. 
Donc^  +  BG^TD+"ï>C1-=4^G'H-40G'+4ÂO'; 
et  comme  'Âc'^4AÔ'       BD*=4Ï3c7 

on    a   enfin 


AB  +  BC  -f-  AD  +  DC  ~  4  OG  -h  BD  +AC. 

Corollaire.  Si  le  quadrilatère  était  un  parallélogramme 
la  droite  GO  serait  nulle  ;  donc  dans  tout  parallélogramme 
la  somme  des  carrés  des  quatre  cotés  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  diagonales. 

La  réciproque  de  ce  dernier  théorème  est  vraie. 

/J<w  lignas prnj>nrl.i(.mnel.'cs  cl'  de.  la  similitude, 
PROPOSITION    XVI. 

THÉORÈME. 

Toute,  parallèle,  à  Pau  des  côtés  «Ttui  triangle  divise 
les  lieux  autres  eûtes  en  parties  prupurtiaunelles. 

Soit  DE  parallèle  à  la  base  BC  du  triangle  ABC,  et  sup- 
posons dabord  que  les  lignes  AD,  DB,  aient  une  commune 
mesure  qui  soit  contenue  ?>  ibis  dans  AD,  et  2  fois  dans 
DB,  on  a:  AD:  DB  ::  3:  1. 
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Par  les  points  de  division  de  Alî ,  menons  des  paral- 
lèles à  BC ,  et  par  Ses  points  m,  n,  E,  p,  des  parallèles  à  ÀB. 

Tous  les  triangles  Jcjm,  mm,  etc.,  sont  égaux  comme 
ayant  un  coté  égal  adjacent  à  iku\  angles  égaux.  En  cfïet, 
si  l'on  compare  les  deux  triangles  mm,  b*E,  par  exemple, 
on  voit  que  les  angles  iiirn,  ns'E  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  parallèles;  de  même  rmn,snE,  sont  égaux  comme 
correspondants;  enfin  les  côtés  mr,  ns,  sont  égaux  entre 
eux,  comme  étant  respectivement  égaux  aux  droites qt,T)L 

L'égalité  de  ces  triangles  prouve  que  Am=mn—nE~ 
JLp=pC  ;  or,  AE  renferme  3  de  ces  parties,  et  EC  en 
contient  deux;  donc  AE  :  EC  ::  ?>  :  %, 

On  conclut  de  là  AD:  DB  ::  AE  :  EC. 

Si  les  lignes  AD  et  DB  n'avaient  pas  de  commune  mesure, 
on  ferait  voir  comme  il  a  été  indiqué  (liv.  2,  pr.  18),  que 
leur  rapport  serait  toujours  égal  à  celui  des  lignes  AE,  EC, 

Corollaire  Iec.  De  là  résulte  componendo  : 
AD  :  AD  +  DB  :  :  AE  ;  AE  +  AC  ou    AD  :  AB  :  :  AE  :  AC 
et  aussi 
AD  +  DB  :  DB  :  :  AE  -+-  EC  :  EC  ou  AB  :  DB  :  :  AC  :  EC. 

II.    Les  segments  des  deux  droites    AB,  CD,  dé  ter  mi-  E 
nés  par  plusieurs  parallèles    AC,  EF,  GII,  BD,  etc.,  sont 
proportionnels. 

Car  soit  O  le  point  de  concours  des  droites  AB,  CD, 
dans  le  triangle  OEF,  la  ligne  AC  étant  parallèle  à  la  base 
EF,  on  aura: 

OE  :  OF::  AE  :  CF. 
Dans  le  triangle  OGH,  on  aura  semblablement  ; 
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OE  :  OF  ;  :  GE  :  FH. 

Donc 

Oi 
donc 

i   pro. 
,  etc. 

ise  du  rapport  commun  : 

AE:CF::  GE  :  FH. 
iverait    de  même  que   GE  :  FH  : 

PROPOSITION  XVII. 

TllFOlu^ii:. 

:  BG: 

HD 

i.  Réciproquement,  si  les  côtés  AB,  AC ,  sont  coupés 
proportionnellement  par  la  ligne  DE,  en  sorte,  qu'on 
ait  AI)  :  DB  ::  AE  :  EC ,  je  dis  que  la  ligne  DE  sera 
parallèle  à  la  base  BC. 

Car  si  DE  n'est  pas  parallèle  à  BC ,  supposons  que  DO 
en  soit  une;  alors,  suivant  le  théorème  procèdent,  on  aura 
AD  :  BD  ::  AO  :  OC.  Mais,  par  hypothèse  ,  AD  : BD  :  : 
AE  :  EC  ;  donc  on  aurait  AO  :  OC  ::  AE  :  EC;  proportion 
impossible,  puisque  d'une  part  l'antécédent  AE  est  plus 
grand  que  AO,et  que  de  l'autre  le  conséquentEC  est  plus 
petit  que  OC;  donc  la  parallèle  à  BC  menée  par  le  point 
D  ne  peut  différer  de  DE;  donc  DE  est  cette  parallèle. 

Scolie.  La  même  conclusion  aurait  lieu  si  l'on  suppo- 
sait la  proportion  AB  :  AD  :  :  AC  :  AE.  Car  cette  proportion 
donnerait  AB  —  AD  :  AD  ::  AC  —  AE  :  AE,  ou  BD: 
AD  ;  ;  CE  :  AE. 

PROPOSITION    XVIII. 


i°  La  bissectrice  AD  de  l'angle  A  du  triangle  ABC, 
divise  la  base  BC  en  deux  segments  BIJ,DC  propor- 
tionnels aux  deux  cotés  AB  et  AC. 

a0  La  bissectrice  AE  de  l'angle  extérieur  CAE  dé- 
termine aussi  sur  la  base  prolongée  deux  segments 
BF  ,   CF  proportionnels  aux  mêmes  côtés  AB,  AC. 

i°  Par  le  point  C  mené/  CE  parallèle  à  AD  jusqu'à  la 
s  de  BA  prolongé. 
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Dans  le  triangle  BCE,  la  ligne  AD  est  parallèle  à  la  base 
CE;  ainsi  on  a  la  proportion  *  : 

BD:  DC  ::  AJÎ  :  AE, 
Mais  le  triangle  ACE  est  isocèle;  car,  à  cause  des  paral- 
lèles AD,  CE,  l'angle  ACE~DAC,  et  l'angle  AEC  = 
BAD;  or,  par  hypothèse,  DAC  — BAD;  donc  l'angle 
ACE— AEC,  et  par  suite  AE==AC;  substituant  donc 
AG  à  la  place  de  AE  dans   la  proportion  précédente,  on 

BD  :  DC::  AB  :  AC. 


a°  Menez  CG  parallèle  à  AF;  dans  le  triangle  BAF 
o  n  a  BF  :  FC  :  :  AB  :  AG.  On  ferait  voir  comme  précé- 
demment rpiele  triangle  AGC  est  isocèle,  et  que  AG— AG. 

On  a  donc  BF  :  FC  :  :  AB  ;  AC. 

Corollaire.  Si  le  point  A  se  meut  dans  le  plan,  de  ma- 
nière que  le  rapport  de  AB  à  AC  reste  constamment  égal 
à  —,  les  bissectrices  des  angles  BAC,  EAC,  passeront  tou- 

t,       t.  BD     BF 

jours  par  les  points  D  et  J-,  puisque  les  rapports    — j  — 

doivent  rester  égaux  à  — .   D'ailleurs  les  droites  AD,  AF, 

bissectrices  des  deux  angles  adjacents,  sont  perpendiculaires 
entre  elles;  donc  le  point  A,  dans  toutes  ses  positions,  sera 
sur  la  circonférence  ili'rrke  sur  1  D  comme  diamètre.  Ainsi: 
Le  lieu  géométrique  des  points,  dont  les  distances  h  deux 
points  Bt(C  sont  dans  un  rapport,  donné,  est  une  circonfé- 
rence de  cercle. 


Ou  appelle  triangles  semblables,  Jeux  triangles  qui  ont 
les  angles  égaux,  ci  les  côtés  homologues  proportionnels. 
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(On  entend  par  côtés  homologues  ceux  qui  sont  opposés 

En  général  nous  appellerons  polygones  semblables  ceux 
qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun,  et  les  côtés 
homologues  proportionnels;  (en  entendant  par  côtes  ho- 
mologues ceux  qui  sont  adjacents  aux  angles  égaux;. 

PROPOSITION  XIX. 


Deux  triangles  âquianglcs  ont  les  côtés  homologue- 
proportionnels. 
,.  Soient  ABC,  CDE,  deux  triangles  qui  ont  les  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  savoir,  BAC  =  CDE,ABC  = 
DCE,  et  ACBi=DEC,  je  dis  que  les  côtés  homologues 
seront  proportionnels,  de  sorte  qu'on  aura  BG  :  CE  :: 
AB  :  CD  :  :  AC  :  DE. 

Placez  les  côtés  homologues  BC ,  CE,  dans  îa  même 
direction ,  et  prolongez  les  côtés  BA,  ED,  jusqu'à  ce  qu'ils 
se  rencontrent  en  F. 

Puisque   BCE  est  une  ligne  droite,  et  que  l'angle  BCA 
,.  —  CED ,  il  s'ensuit  que  AC  est  parallèle  à  DE  *.  Pareille- 
ment,  puisque  l'angle  ABC^DCE,  la  ligne  AB   est   pa- 
rallèle à  DC  ;  donc  la  figure  ACDF  est  un  parallélogramme. 
Dans  le  triangle  BFE,  la  ligne  AC  est  parallèleà  la  base 
BiFE,  ainsi  on   a  BC  :  CE  ::  BA  :  AF*;  à  la  place  de    AF 
mettant  son  égale  CD  ,  on  aura  : 

BC  :  CE  :  :  AB  :  CD. 
Dans  le  même  triangle  BFE,  si  l'on  regarde  BF  comme 
la  hase,  CD  est  une  parallèle  à  cette  base,  et  on  a  la  pro- 
portion BC  :  CE  :  :  FD  ;  DE  ;  à  la  place  de  FD  mettant 
son  égale  AC,  on  aura  : 


BC  :  CE::AC  :  DE. 
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Enfin  Je  ces  deux  proportions  qui  contiennent  ie  même 
rapport,  BG  :  CE,  on  peut  conclure  aussi  : 
AC  :  DE::  BA  :  CD. 

Donc  les  triangles  équiangles  BAC,  CDE,  ont  les  côtés 
homologues  proportionnels  ;  donc  les  triangles  équîangles 
BAC ,  CDE ,  sont  semblables. 

Corollaire.  Pour  que  deux  triangles  soient  semblables  , 
']  suffit  qu'ils  aient  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
car  alors  le  troisième  sera  égal  de  part  et  d'autre,  et  les 
deux  triangles  seront  équiangles. 

PROPOSITION   XX. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  qui  ont  les  cotés  proportionnels  sont 
équiangles. 

Supposons  qu'on  ait  BC  :  EF  :  :  AB  :  DE  :  :  AC  :  DF ,  je  *"■ 
dis  que  les  triangles  ARC,  DEF,  auront  les  angles  e'gaux, 
savoir,  A=D,  B  =  E,  C  =  F. 

Faites  au  point  E  l'angle  FEG  =  B  et  au  point  F  l'angle 
EFG  =  G,  le  troisième  G  sera  égal  au  troisième  A,  et  les 
deux  triangles  ABC,  EFG,  seront  équiangles;  donc  on 
aura  par  le  théorème  précédent  BC  :  EF  :  :  AB  :  EG  :  mais, 
par  hypothèse,  BG  :EF::  AB  :  DE  ;  donc  EG  =  DE.  On 
aura  encore,  par  le  même  théorème,  BG  :  EF  ::  AC  :  FG- 
or  on  a,  par  hypothèse,  BG:EF::  AC  :  DF,  donc  FG  = 
DF;  donc  les  triangles  EGF,  DEF,  ont  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont  égaux*.  Maïs,  par* 
construction  ,  le  triangle  EGF  est  équiangle  au  triangle 
ABC  ;  donc  aussi  les  triangles  DEF,  ABC,  sont  équiangles. 

Scoliel.  11  faut  remarquer  que  les  angles  égaux  des 
deux  triangles  sont  opposés  aux  côtés  proportionnels. 

Scolie  II.  On  voit  par  ces  deux  dernières  propositions 
que,  dans  les  triangles,  l'égalité  des  angles  est  une  suite  de 
la  proportionnalité  des  côtés,  et  réciproquement,  de   sorte 
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qu'une  de  ces  conditions  suffit  pour  assurer  la  similitude 
des  triangles.  11  n'en  est  pas  de  même  dans  les  figures  de 
plus  de  trois  côtés;  car,  dès  qu'il  s'agît  seulement  des 
quadrilatères,  on  peut,  sans  changer  les  an  «les,  altérer  la 
proportion  des  côtés,  ou,  sans  altérer  les  côtés,  changer 
jes  angles;  ainsi  la  proportionnalité  des  côtés  ne  peut  être 
une  suite  de  légalité  des  angles,  ni  vice  versa.  On  voit, 
par  exemple,  qu'en  menant  EF  parallèle  à  BC,  les  angles 
du  quadrilalère  AEFD  sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère 
ABCD;  mais  ta  proportion  des  côtés  est  différente  :  de 
même,  sans  changer  les  quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  AD,  on 
peut  rapprocher  ou  éloigner  le  point  B  du  point  D  ,  ce  qui 
altérera  les  angles. 

Scolie  III.  Les  deux  propositions  précédentes,  qui  n'en 
font  proprement  qu'une,  jointes  à  celle  du  carré  de  l'hypo- 
ténuse, sont  les  propositions  les  plus  importantes  et  les 
plus  fécondes  de  la  géométrie  ;  elles  suffisent  presque  seules 
à  toutes  les  applications  et  à  la  résolution  de  tous  les  pro- 
blèmes :  la  raison  en  est  que  toutes  les  figures  peuvent  se 
partager  en  triangles,  et  un  triangle  quelconque  en  deux, 
triangles  rectangles.  Ainsi  les  propi-jétés  générales  des  trian- 
gles renferment  implicitement  celles  de  toutes  les  figures. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle,  égal  compris  entre 

cotés  proportionnels  sont  semblables. 

i.       Soit  l'angle  A  =  D ,  et  supposons  qu'on  ait  AB  :  DE  : 

AC  :  DF,  je  dis  que  le  triangle  ABC  est  semblable  à  DEF. 

Prenez  AG  z=  DE  et  menez  GH  parallèle  à  BC  ,  l'angle 

.  AGH  sera  égal  à  l'angle  ABC*;  et  le  triangle  AGH  sera 

équiangle  au  triangle  ABC  ;  on  aura  donc  AB  ;  AG  :  :  AC  : 

AH  :  mais  ,  par   hypothèse,    AB  :  DE  ::  AC  :  DF,    et    par 

construction  AG  —DE,  donc  AH=^  DF.  Les  deux  trian- 
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gles  AGH,  DEF,  ont  donc  un  angle  égal  compris  entre 
cotés  égaux;  donc  ils  sont  égaux.  Or  le  triangle  AGH  est 
semblable  à  ABC  ;  donc  DEF  est  aussi  semblable  à  ABC. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles -qui ont  les côtés parallv.le.s ,  ou  qui  les 
ont  perpendiculaires  chacunà  chacun,  sont  semblables. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,!es  angles  de  l'un  des  triangles; 
A',  B',  G',  les  angles  de  l'autre  triangle. 

On  sait  que  deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles  ou 
perpendiculaires  son!  ep'aux  ou  supplémentaires. 

On  ne  peut  donc  faire  qu'une  des  trois  hypothèses  sui- 

i0AH-A'=2'       B  +  B'  —  id       C  +  C'=a"; 
2°  A  +  A'=  2"       B  +  B'  =  rf  C  =  C  ; 

3°  A  —  A'  B  =  B' ,  et  par  suite  C  =  C. 

Or,  dans  la  première  hypothèse,  la  somme  des  angles 
des  deux  triangles  sciait  égale  à  sis  droits. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  cette  somme  serait  supé- 
rieure à  quatre  droits. 

La  troisième  est  donc  seule  admissible;  donc  les  trian. 
gles  sont  équiangles  et  semblables. 

Remarque.  Les  côtés  homologues  des  deux  triangles  sont 
les  côtés  parallèles  ou  perpendiculaires. 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Deux  polygones  semblables  peuvent  e'ire  décompo- 
sés en  un  mène  nombre  de  triangles  semblables  cha- 
cun à  chacun  et  sembhdjle.ment  disposés. 

Dans  le  polygone  ABCDE,  menez  d'un  même  angle  A  lïg. 
6. 


.Google 


§4  GÉOMÉTRIE. 

les  diagonales  AC,  AD  aux  autres  angles.  Dans  l'autre  poly- 
gone FGHiK,  ment'/,  semhlablement  c!i:  l'angle  F  homolo- 
gue à  A,  les  diagonales  FH,  FI  aux  autres  angles. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  l'angle  ABC  est 
égal  à  son  homologue  FGH  ,  et  de  plus  les  côtés  AB,  BC, 
sont  proportionnels  aux  cotés  FG,  GH;  de  sorte  qu'on  a 
AB  :  FG  :  :  BC  :  GH.  Il  suit  de  là  que  les  triangles  ABC,  FGH, 
ont  un  angle  égal  compris  entre  cotés  proportionnels  ;  donc 
:-  ils  sont  semblables*;  donc  l'angle  BC  A  est  égal  à  GHF.  Ces 
angles  égaux  étant  retranchés  des  angles  égaux  13CD,  GHI, 
les  restes  ACD,  FHI  seront  égaux  :  mais  puisque  les  trian- 
gles ABC,  FGH  sont  semblables,  on  a  AC:FH:  :BC:GH; 
d'ailleurs,  à  cause  de  la  similitude  des  polygones,  BC: 
GH::CD:HI;  donc  AC:FH:  :CD:HI:  mais  on  a  déjà  vu 
que  l'angle  ACD— FHt;  donc  les  triangles  ACD,FHI,  ont 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  donc  ils 
sont  semblables.  On  continuerait  de  même  à  démontrer  la 
similitude  des  triangles  suivants,  quel  que  fût  le  nombre 
îles  côtés  des  polygones  proposés;  donc  deux  polygones 
semblables  sont  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
semblables  et  sembla  Vilement  disposés. 

Scolie.  La  proposition  inverse  est  également  vraie  :  Si 
deux  polygone.-  sont  composas  d'un  mante  nombre  de  trian- 
gles semblables  cl  scniiUili'rutent  disposés^  ces  deux  poly- 
gones seront  semblables. 

Car  la  similitude  îles  triangles  respectifs  donnera  l'angle 
ABC=FGH,  BCA^GHF,  ACD— FHI;  doncBCD=GHl, 
de  même  CDE=HIK,  etc.  De  plus,  on  aura  AB:FG:  :BC: 
GH:  :AC:FH:  :CD:HI,  etc.;  donc  les  deux  polygones  ont 
les  angles  égaux  et  les  côtés  proportionnels;  donc  ils  sont 
semblables, 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 

Les  lignes  AF,  AG,  etc. ,  menées  comme  on  voit- 
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dm  par  le  sommet  d'un  triangle,  divisent  proportion- 
nellement la  base  BC  et  sa  parallèle  DE,  de.  sorte  qiï on 
a  Dl  :  BF  ::  IK:  FG  :  :  KL  :  GH,  etc. 

Car,  puisque  Dl  est  parallèle  à  BF,  le  triangle  ADI  est  H-™*- 
équiangle  à  ABF,  et  on  a  la  proportion  DI:BF  ::  AJ:AF  ; 
de  même  IK  étant  parallèle  à  FG,  on  a  AI:AF::IK:FG; 
donc,  à  cause  du  rapport  commun  AI:  AF,  on  auraDI:BF 
::1K:FG.  On  trouvera  semblablement  IK:FG::KL: 
GH,  etc.;  donc  la  ligne  DE  est  divisée  aux  points  I,  K,  L, 
comme  la  base  BC  l'est  aux  points  F,  G,  H. 

Corollaire.  Donc,  si  BC  était,  divisée  en  parties  égales  aux 
points  F,  G,  H,  la  parallèle  DE  serait  divisée  de  même  en 
parties  égales  aux  points  I,  K,  L. 

PROPOSITION  XXV. 

THÉORÈME. 

Si  de  l'angle  droit  A  et  un    triangle,  rectangle  on  tfg.  iaS. 
abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoténuse: 

i°  Les  deux  triangles  partiels  A.BD  ,  ADC  ,  seront 
semblables  entre  eux  et  au  triangle  total  ABC  ; 

a"  Chaque  côté  AB  ou  AC  sera  moyen  propor- 
tionnel entre  l' hypoténuse.  BC  et  le  segment,  adjacent 
EDo«DC; 

3°  La  perpendiculaire  AD  sera,  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  segments  BD,  DC. 

Car,  i°  ie  triangle  BAD  et  le  triangle  BAC  ont  l'angle 
commun  B  ;  de  plus,  l'angle  droit  BDA  est  égal  à  l'angle 
droit  BAC;  donc  le  troisième  BAD  de  l'un  est  égal  au  troi- 
sième C  de  l'autre;  donc  ces  deux  triangles  sont  équiangles 
et  semblables.  On  démontrera  de  même  que  le  triangle 
DAC  est  semblable  au  triangle  BAC  ;  donc  les  trois  triangles 
sont  équiangles  et  semblables  entre  eux. 

2"   Puisque  le  triangle  BAD  est  semblable  au  triangle 
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BAC,  leurs  eûtes  homologues  sont  proportionnels.  Or,  le 
le  côte  BD  dans  le  petit  triangle  est  homologue  à  BÀ  dans 
le  grand,  parce  qu'ils  sont  opposés  à  des  angles  égaux,  BAT), 
BCA;  l'hypoténuse  BA  du  petit  est  homologue  à  l'hypo- 
ténuse BC  du  grand;  donc  ou  peut  former  la  proportion 
BD:BA::BA:BC.  On  aurait  de  la  même  manière  DC:AG:: 
AG:  BC;  donc,  2°  chacun  des  côtés  AB,  AC,  est  moyen 
proportionnel  entre  l'hypoténuse  et  le  segment  adjacentà 

3°  Enfin,  la  similitude  des  triangles  ABD,  ADC,  donne, 
en  comparant  les  côtés  homologues,  BD:  AD  ::  AD;  DC  ; 
donc,  3°  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  segments  BD,  DCde  l'hypoténuse. 

Scolie,  La  proportion  BD:AB::  AB:BC  donne^en  éga- 
lant le  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens,  AB=BDx 
BC.On  a  de  même  ÂC~DCxBC,  donc  ÂB+ÂG=dBDx 
BC+DCxBC;  le  second  membre  est  la  même  chose  que 
(BD+DC)xBC,etilse  réduit  àBCxBCou  BC*';  donc  on 
a  AB  +AC—BC  ;  donc  (en  se  fondant  sur  la  mesure  du 
carré)  le  carré  fait  sur  l'hypoténuse  BC  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés  AB,  AC. 
Nous  retombons  ainsi  sur  la  proposition  du  carré  de 
l'hypoténuse  par  une  voie  très-différente  de  celle  que 
nous  avions  suivie;  d'où  l'on  voit  qu'à  proprement  parler 
la  proposition  du  carré  de  l'hypoténuse  est  une  suite  de 
la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles  équiangles. 

Hg.  127.  Corollaire.  Si  d'un  point  À  de  la  circonférence  on  mène 
les  deux  cordes  AB,  AC,  aux  extrémités  du  diamètre  BC, 

*'!)•  3.  le  triangle  BAC  sera  rectangle  en  A*;  donc,  1"  la  perpendi- 
culaire AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments BD,  DC,  du  diamètre,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
le    carré   AD  est  égal  au  rectangle  BD  xDC. 

2"  La  corde  AB  est  moyenne  proport  ion  ne.lle  entre  le  dia- 
mètre BC  et  le  segment  BD,  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
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ÂB=BD  X  BG.  On  a  semblablement  ÂC  =CD  X  BG  ;  donc 
AB:ÂC ':  BD:DC  ;  et  si  on  compare  ÂB  à  B~C,'oii  auraÂl! 
Ac'::AD:DC;  on  aurait  de  même  ÂC:  BC  :  :  DC  :  BC.    Ces 

rapports  des  canes  des  côtés ,  soit  entre  eux  ,  soit  avec  le 
carré  de  l'hypoténuse,  ont  été  déjà  donnés  dans  les  co- 
rol.  m  et  iv  delà  propos,  xi. 

PROPOSITION  XXVI. 


Deux   triangles  qui  ont  un  angle  égal  sont  entre 
eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui  comprennent 
l'angle  égal.  Ainsi  le  triangle  ABC   est  au  triangle  %.  Ias. 
ADE  comme  le  rectangle  AB  x  AC  est  au   rectangle 
AD  x  AE. 

Tirez  BE;  les  deux  triangles  ABE,  ADE,  dont  lesommet 
commun  est  K,  ont  même  hauteur,  et  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  AB,AD*;  donc,  *6. 

ABË:ADE::AB;AD. 

Onademême 

ABC:  ABE::  AC:  AE. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omettant  le 
commun  terme  A15E,  on  aura 

ABC  :  ADE  ::  AB  x  AG  :  AD  x  AE. 

Corollaire.  Donc  les  deux  triangles  seraient  équivalents, 
si  le  rectangle  ABx  AC  était  égal  au  rectangle  ADxAE,ou 
ai  on  avait  AB:  AD  ::  AE:  AC,  ce  qui  aurait  lieu  si  la  ligne  DC 

était  parallèle  à  fil7.. 

PROPOSITION  XXVII. 


Deux  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  carrés  des  côtés  homologua. 
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Soit  l'angle  A=D,  etl'angleB—E;  d'abord  à  cause  des 
angles  «gaux  A  et  D,  on  aura,  d'après  le  théorème  précé- 
dent, 

ABC  ;  DEF  r:  AB  X  AC  :  DE  X  DF, 
ce  qvii  peut  s'écrire  sous  la  forme 

ABC__AB       AC 
DEF  ~~  DE  X  DF' 
Or,  à  cause  de  ïa  similitude  des  triangles  on  a 
AC__AB. 

of~de' 


ABC AB       AB_ 

DËF~DË  X  DE~ 


PROPOSITION  XXVIII. 


donc: 


Les  contours  ou  périmètres  des  polygones  -sembla- 
bles sont  comme  les  côtés  homologues,  et  leurs  surfaces 
sont  comme  les  carrés  de.  ces  mêmes  côtés. 

Car,  i"  puisqu'on  a,  par  ta  nature  des  ligures  semblables, 
AB:FG::BC:GH::CD:HI,  etc.,  on  peut  conclure  Jecette 
suite  de  rapports  égaux  :  La  somme  des  antécédents  AB+ 
BC+CD,  etc.,  périmètre  de  ia  première  figure,  est  à  la 
somme  des  conséquents  FG+GH+HI,  etc.,  périmètre  de 
la  seconde  figure,  comme  un  antécédent  est  à  son  consé- 
quent, ou  comme  le  côté  AB  est  à  sou  homologue  FG. 

a"  Puisque  les  triangles  ABC,FGH  sont  semblables,  on 
a  *  ABC  :  FGH  ::Â"c':  FÎT;  de  même  les  triangles  semblables 
ACD,FHI  donnent  ACD  :  FHI:flC:FH ;  donc,  à  cause 
du  rapport  commun  ÂcT'Frî^'on  a 

ABC:FGH::ACD:FHI. 
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Par  un  raisonnement  semblable  on  trouverait 
ACD:FHI::ADE:FIK; 

et  ainsi  de  suite,  s'ilyavait  un  plus  grand  nombre  de  trian- 
gles. De  cette  suite  de  rapports  égaux  on  conclura  :  La 
somme  des  antécédents  ABC+ACD+ADE,  ou  le  polygone 
ABCDEj  est  à  la  somme  des  conséquents  FGH+FHI+FIK, 
ou  au  polygone  FGHIK,  comme  un  antécédent  ABC  est  à 
son  conséquent  FGH,  ou  comme  ÂB  est  à~FG;  donc  les  sur- 
faces des  polygones  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  côtes  homologues. 

Corollaire.  Si  on  construit  trois  figures  semblables  dont 
ies  côtés  homologues  soient  égaux  aux  trois  côtés  d'un 
triangle  rectangle,  la  figure  faite  sur  le  grand  côté  sera  égale 
à  la  somme  des  deux  autres  :  car  ces  trois  figures  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  de  leurs  côtés  homologues  5  or, 
le  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  deux  autres  côtés  ;  donc,  etc. 

PROPOSITION  XXIX. 

THÉORÈME. 

Les  parties  de  deux  cordes  AB,  CD ,  qui  se  coupent  ae.  iïo. 
dans  un  cercle,  sont  réciproquement. proportionnelles, 
c'est-à-dire  qu'on  a  AO  :  DO  :  :  CO  :  OR. 

Joignez  AC  et  BD  ;  dans  les  triangles  ACO,BOD,  les  an- 
gles en  0  sont  égaux  comme  opposés  au  sommet  ;  l'angle  A 
est  égal  à  l'an <de  II,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même 
segment*;par  la  même  raison,  l'angle  C=B;  donc  ces  trian-  *ig,a. 
gles  sont  semblables,  et  les  côtés  homologues  donnent  la 
proportion  AO:DO  ::  CO:  OB. 

Corollaire.  On  lire  de  là  AO  X  OB=  DO  X  CO  :  donc  le 
rectangle  des  deux  parties  de  l'une  des  cordes  est  égal  au 
rectangle  des  deux  parties  de  l'autre. 
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PROPOSITION  XXX. 


Si  d'un  marne  point  O  ,  pris  hors  du  cercle,  on  mène 
les  sécantes  OB ,  OC  ,  terminées  à  l'arc  concave  BC , 
les  sécantes  entières  seront,  réciproquement  propor- 
tionnelles à  leurs  parties  extérieures,  c'est-à-dire  qu'on 
aura  OB :  OC  :  :  OD  :  04. 

Car,  en  joignant  AC,BD,  les   triangles  OAC,  OBD,  ont 
,  l'angle  0  commun;  de  plus  l'angle  B=C;  donc  ces  trian- 
gles sont  semblables  ;  et  les  côtes  homologues  donnent  la 
proportion 

OB:OC::OD:OA. 

Corollaire.  Donc  le  reetaogle  OAx  OB,  est  égal  au  rec- 
tangle OC  xOD. 

Scolie.Oa  peut  remarquer  que  celte  proposition  a  beau- 
coup d'analogie  avec  la  précédente,  et  qu'elle  n'en  diffère 
qu'en  ce  que  les  deux  cordes  AB,  CD,  au  lieu  de  se  couper 
dans  le  cercle,  se  coupent  au  dehors. 

PROPOSITION  XXXI. 

Tiiiiuiii.vi:, 

Si  duti  même  point:  O  pris  hors  du  cercle  on  mène 
une  tangente,  OA  et  une  sécante  OC  ,  la  tangente  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  et.  sa  partie 
extérieure;  de  sorte  qu'on  aura  OC  :  OÀ  :  :OÀ:OD; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  OA  =  OCx  OD. 

Car,  en  joignant  AD    et  AC,   les   tnaogles   OAD.OAC, 

ont  l'angle  O  commun  ;  de  plus   l'angle  OAD,  formé  par 

»■  une  tangente  et  une  corde"",  a  pour  mesure  la  moitié  de 

l'arc  AU,  et  l'angle  C  a  la  même  mesure;  donc  l'angle  OAD 
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=  C  ;  donc  les  deu 

x   triangles  sont  Si 

jmblable.' 

i,  et 

proportion 

OC:OA:;OA:OD, 

qui  donne  Ô~Â=OC  X  OD. 

Scolie.  Cette  proposition  peut  se  déduire  de  la  précé- 
dente, en  considérant  la  tangente  O  A  comme  la  limite  des 
positions  que  prendrait  une  sécante  tournant  autour  du 
point  0. 

PROPOSITION  XXXII. 


Si  sur  deux  droites  ÀC,  AE  qui  se  coupent  en  k,  on 
a  quatre  points,  B,  C,  D,  E,  tels  que  AC  X  AB— AD  x 
AE,  ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence. 


Car  si  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  C,B,D 
rencontrait  la  ligne  AE  au  point  M,  on  aurait 

ABxAC  =  ADxAM. 
Mais  on  a  déjà 

ABxAC  =  ADxAE. 
D'où  l'on  conclurait  AD  x  AM  r^AD  x  AE,  ce  qui  est  ab- 
surde. 

Et  si  l'on  supposait  que  la  circonférence  passant  par  les 
points  C,  B,  D  fût  tangente  au  point  D  à  b  droite  AE,  on 
aurait 

ABxAC  =  ÂD. 
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Et  comme  on  a  par  hypothèse 

ADxAC^ADxAE, 
on  en  déduirait  AD=AG. 

PROPOSITION  XXXIII. 

THÉORÈME. 

%.  134.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  rectangle  des  deux  côtes 
AB,  AC ,  est  égal  au  rectangle  compris  par  le  diamè- 
tre CE  du  cercle  circonscrit  et  la  perpendiculaire  AD 
abaissée  sur  le  troisième  côté  BC. 

Car,  en  joignant  AE,  les  triangles  ABD,  AEC,  sont  rec- 
tangles, l'un  en D,  l'autre  en  A;  déplus,  l'angleB— E; donc 
ces  triangles  sont  semblables ,  et  ils  donnent  la  proportion 
AB:CE  ::  AD:AC;d'où  résulte  ABxAC=CEx  AD. 

Corollaire.  Si  on  multiplie   ces    quantités  égales  par  la 

même  quantité  BC,  on  aura  AB  x  AC  x  BC=CE  X  AD  x  BC. 

*6.  Or,  ADxBCest  le  double  de  la  surface  du  triangle*;  donc 

le  produit  des  trois  côtés  d'un  tri'tngle  est.  égal  à  sa  surface 

multipliée  par  le.  double  du  diamètre  du  cercle,  circonscrit. 

Le  produit  de  trois  lignes  s'appelle  quelquefois  un  solide, 
par  une  raison  qu'on  verra  ci-après.  Sa  valeur  se  conçoit 
aisément, en  imaginant  que  leslignes  sont  réduites  en  nom- 
bres, et  multipliant  les  nombres  dont  il  s'agît. 

Scolie.  On  peut  démontrer  aussi  que  la  surface  d'un 
triangle  est  égale  à  non  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
lig,  87,  Car  les  triangles  AOB,  BOC,  AOC,qui  ont  leur  sommet 
commun  en  0,  ont  pour  hauteur  commune  le  rayon  du 
cercle  inscrit;  donc  la  somme  de  ces  triangles  sera  égale  à 
la  somme  des  bases  AB,  BC,  AC,  multipliée  par  la  moitié 
du  rayon  OD;  donc  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
ii^erit. 
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PROPOSITION  XXXIV. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  le  rectangle  fi. 
des  deux  diagonales  AC,  BD,   est  égal  à  la  somme 
des  rectangles  des  côtes  opposés,  de  sorte  qu'on  a 
AC  x  BD=AB  x  CD+ AD  x  BO. 

Prenez  i'arc  GO  =  AD,  et  tirez  BO  qui  rencontre  la  dia- 
gonale AC  enl. 

L'angle  ABD^CBI, puisque  l'un  a  pour  mesure  la  moi- 
tié de  AD,  et  l'autre  la  moitié  de  CO  égal  à  AD.  L'angle 
ADB  =  BCI,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  seg- 
ment AOB;  donc  le  triangle  ABD  est  semblable  au  trian- 
gle IBC,  eton  a  la  proportion  AD:CI::BD:BC;d'où  résulte 
ADxBC—CIxBD.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  ABI 
est  semblable  au  triangle  BDC;  car  l'arc  AD  étant  égal  à 
CO,  si  on  ajoute  de  paît  et  d'autre  OD,  on  aura  l'arc  AO= 
DC  ;  donc  l'angle  ABI=DBC  ;  de  plus,  l'angle  BAI  =BDC, 
parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  segment;  donc  les 
triangles  ABI,  DBC,  sont  semblables,  et  les  côtés  homolo- 
gues donnent  la  proportion  AB:BD::AI  :CD,  d'où  résulte 
ABxCD—  AIxBD. 

Ajoutant  les  deux  résultats  trouvés,  et  observant  que 
Al  x  BD+  CI  x  BD  =  (AI+CI)  x  BD— AC  X  BD,  on  aura 
ADxBC+ABxCDznACxBD. 

PROPOSITION  XXXV. 


Les  diagonales  d'an  quadrilatère  inscrit  sont  entre 
elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui 
aboutissent  à  leurs  extrémités. 

Le  quadrilatère  ABCD  est  décomposé  en  deux  triangles  fig.  i 
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*33-     ABC,  ADC  par  la  diagonale  AC;  or,  en  désignant  par  R 
le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a*  : 

AB  X  BC  x  AC  =  4R  x  ABC, 
et 

ADxDCxAC— 4B_xADC. 

Ajoutant,  il  vient  : 

AC X  (AB  x  BC-HAD  X  DC)  r=  4R  x  ABCD. 
Mais  sî  l'on  décomposait  le  quadrilatère  en  triangles  par 
la  diagonale  BO,  on  trouverait  de  même  ; 

BD  X  (AB  x  AD+BC  X  DC)=  4R  x  ABCD, 
d'où 

ACx(ABxBC+ADxDC)=:BDx(ABxAD+BCxDC}, 
ce  qui  lionne  la  proportion 

AC:BD::ABxAD+BCxDC:ABXBC+ADxDC. 

Problèmes  relatifs  au  livre  III. 

T>HO BLEME   p 


Diviser  une  ligne  droite  donnée  en  tant  de  parties 
égales  qu'on  voudra,  ou  en  parties  proportionnelles  à 
des  lignes  données. 

r37.  i°  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  cinq  parties 
égales  ;  par  l'extrémité  A  on  mènera  la  droite  indéfinie  AG> 
et  prenant  AC  d'une  grandeur  quelconque,  on  portera  AC 
cinq  fois  sur  AG.  On  joindra  le  dernier  point  de  division  G 
et  l'extrémité  B  par  la  ligne  GB ,  puis  on  mènera  CI  paral- 
lèle à  GB  ;  je  dis  que  AI  sera  la  cinquième  partie  de  la 
ligne  AB,  et  qu'ainsi  en  portant  AI  cinq  fois  sur  AB,  la 
ligne  AB  sera  divisée  en  cinq  parties  égales. 

Car,  puisque  CI  est  parallèle  à  GB,  les  côtés  AG,  AB, 

*  ,6.  sont  coupés  proportionnellement  en  G  et  I  *,  Mais  AC  est 
fa  cinquième  partie  de  AG;  donc  AI  est  la  cinquième  par- 
tie de  AB. 
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a"  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  parties  pTO-  %.i3& 
porti on n elles  aux  lignes  données  P,  Q,  R.  Par  l'extrémité  A 
on  tirera  l'indéfinie  AG,  on  prendra  AC  —  P,  CD^Q, 
DE^^R,  on  joindra  les  extrémités  E  et  B,  et  par  les 
points  C,  D,  on  mènera  CI,  DK,  parallèles  à  EB;  je  dis 
que  la  ligne  AB  sera  divisée  en  parties  AI,  IK,  K.B,  pro- 
portionnelles aux  lignes  données  P,  Q,  B,. 

Car,  à  cause  des  parallèles  CI,  DK,  EB,  les  parties  AI, 
IK ,  KB ,  sont  proportionnelles  aux  parties  AC,  CD,  DE  *  ;    *  16. 
et  par  construction  celles-ci  sont  égales  aux  lignes  don- 
nées P,  Q ,  R- 


Trouver  une  quatrième  proportionnelle,  à  /.rois  lignes 
données  A,  B,  C. 

Tirez  les  deux  lignes  indéfinies  DE ,  DF ,  sous  un  angle  fig.  i3«. 
quelconque.  Sur  DE  prenez  DA  =  A  et  DB  =  B ,  sur  DF 
prenez  DC  —  C ,  joignez  AC ,  et  par  le  point  B  menez  BX 
parallèle  à  AC;  je  dis  que  DX  sera  la  quatrième  propor- 
tionnelle demandée:  car,  puisque  BX.  est  parallèle  à  AC, 
on  a  la  proportion  DA:DB  ::  DC:DX;  or,  les  trois  pre- 
miers termes  de  celte  proportion  sont  égaux  aux  trois  li- 
gnes données;  donc  DX  est  la  quatrième  proportionnelle 
demandée. 

Corollaire.  On  trouvera  de  même  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  deux  lignes  données  A,  B,  car  elle  sera  la 
même  que  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
A,B,  B. 

PROBLÈME  III. 

Trouver  une  moyenne,  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données  À  et  B. 

Sur  la  ligne  indéfinie  DF  prenez  DE  =  A,  et  EF=B;  fig.  140. 
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sur  la  ligne  totale  DF  comme  diamètre,  décrivez  la  demi- 
circonférence  DGF;  au  point  E  élevez  sur  le  diamèlre  Sa 
perpendiculaire  EG  .  qui  rencontre  la  circonférence  en  G; 
je  dis  que  EG  sera  la  moyenne  proportionnelle  cherchée. 

Car  la  perpendiculaire  GE,   abaissée  d'un   point  de   la 
circonférence  sur  le  diamètre,  est  moyenne  proporfcion- 
*  a5-  nelle  entre  les  deux  segments  du  diamètre  DE,  EF  *:  or, 
ces  segments  sont  égaux  aux  lignes  données  A  et  B. 

Deuxième  construction.  Prenez  DF  — A,  DE  =  B,  et 
décrivez  une  circonférence  sur  DF  comme  diamètre;  éle- 
vez EG  perpendiculaire  sur  DF,  et  joignez  le  point:  G 
au  point  D;  la  ligne  GD  sera  moyenne  proportionnelle 
entre  A  et  B. 

Troisième  construction.  Prenez  OC  — A,  OD  =  B;  par 

les  points  D  et  C  faites  passer  une  circonférence  quelcon- 

%.  i3ï.  que,   et  par  le  point  O  mené*,    une  tangente  OA  à  cette 

circonférence;  la  ligne  OA  sera  moyenne  proportionnelle 

entre  A  et  B. 

PROBLÈME   IV. 

Par  un  point  donné  À  dans  l'angle  donné  BCD  , 
tirer  la  ligne  BD  de  manière  que  les  parties  AB  ,  AD  , 
comprises  entre  le  point  A  et  les  deux  eûtes  de  [angle, 
soient  égales. 
%.  14a.  Par  le  point  A  menez  AE  parallèle  à  CD,  prenez  BE^CE, 
et  par  les  points  B  et  A  tirez  BAD,  qui  sera  la  ligne 
demandée, 

Car,  AE  étant  parallèle  à  CD,  on  a  BE:EC::BA:AD; 
Bg.143.  orBE  =  EC:doncBA=AD. 


Faire  un  carré  équivalent:  a  un  pa/'a/fé/ng* 
à  un  triangle  donné. 
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i°  Soient  AB  la  base  du  parallélogramme  donne,  DE  sa  G 
hauteur,  et  X  le  côté  du  carré  cherché  ;  on  doit  avoir  ; 

X3  —  AB  x  DE 
ou  AB:X::X:DE. 

Le  côté  X  est   donc  une  moyenne  proportionnelle 'entre 
AB  et  DE.  £ 

2°  On  -verrait  de  la  même  manière  que  le  côté  du  carré 
équivalent  à  un  triangle  donné  ,  est  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  base  du  iihn^le  eî  .'a  moilié  de  la  hauteur. 


faire  sur  la  ligne  AD  un  rectangle  ADRX  équiva- 
lent au  rectangle  donné  ABFC. 

Soit  AX  la  hauteur  inconnue  du  rectangle  ADEX; 
puisque  les  deux  rectangles  doivent  être  équivalents,  on 
a  l'égalité  AD  X  AX  —  AB  X  AC ,  ce  qui  donne  la  propor- 
tion AD  :  AB  ::  AG  :  AX. 

La  ligne  cherchée  AX  est  donc  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  trois  lignes  AD,  AB,  AC. 

PROBLÈME  VII. 

Trouver  deux  droites  qui  soient,  dans  le  même  rap- 
port que  les  surfaces  de  deux  rectangles  do/inés. 

Soient  A,  B  les  dimensions  du  premier  rectangle ;. 
G,  D,  les  dimensions  du  second. 

L'une  des  deux  lignes  cherchées  peut  être  choisie  arbi- 
trairement; nous  la  prendrons  égale  à  A,  et  soit  X  îa_sc= 
conde  ligne.  On  doit  avoir  d'après  l'énoncé  : 
AxB:CxD::A;X, 

.   .  CxDxA  — CxD 

™     AxB     ~~     B     * 
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La  ligne  cherchée  X  sera  donc   une  quatii* 
tionnelle  aux  trois  ligues  B,  C  ,  D. 


PROBLEME  Vin. 

Faire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone  donné. 

Soit  ÀBCDF,  le  polygone  donne.  Tirez  d'abord  la  dia- 
gonale CE,  qui  retranche  le  triangle  CDE;  par  le  point  D 
menez  DF  parallèle  à  CE  jusqu'à  la  rencontre  de  AE  pro- 
longé ;  joignez  CF,  et  le  polygone  ABCDE  sera  équivalent 
au  polygone  ABCF  qui  a  un  côté  de  inoins, 

Car  les  triangles  CDE  ,  CEE  ,  ont  la  base  commune  CE  ; 
ils  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  D,  F, 
sont  situés  sur  une  ligne  DE  parallèle  à  la  base  ;  donc  ces 
triangles  sont  équivalents.  Ajoutant  de  part  et  d'autre  la 
figure  ABGE,  on  aura  d'un  côté  te  polygone  ABCDE,  et 
de  l'autre  le  polygone  ABC'1',  qui  seront  équivalents. 

On  peut,  pareillement  retrancher  l'angle  Ben  substituant 
au  triangle  ABC  le  triangle  équivalent  AGC,  et  ainsi  le  pen- 
tagone ABDE  sera  changé  en  un  triangle  équivalent  GCF. 

Le  même  procédé  s'appliquera  à  toute  autre  figure  ;  car 
en  diminuant  d'un  à  chaque  fois  le  nombre  des  côtés,  on 
finira  par  tomber  sur  le  triangle  équivalent. 

Scoîie.  On  a  déjà  vu  que  tout  triangle  peut  être  changé 
en  un  carré  équivalent1*,  ainsi  on  trouvera  toujours  un 
carré  équivalent  à  une  figure  rectllignc  donnée;  c'est  ce 
qu'on  appelle  carrer  la  figure  reeliligne,  ou  en  trouver  la 
quadrature. 

Le  problème  delà  quadrature  du  cercle  consiste  à  trouver 
un  carré  équivalent  à  un  cercle  ilonL  le  diamètre  est  donné. 


Faire  un  carré  qui  soit  égal,  à  la  somme  ou  à  la  dif- 
férence de  deux  carrés  donnés. 
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Soient  A  et  B  les  côtes  des  carrés  donnés  : 

i°  S'il  faut  trouver  un  carré  égal  à  la  somme  de  ces  car-  t 
rés;  tirez  les  deux  lignes  indéfinies  ED,  EF,  à  angle  droit; 
prenez   ED  =  A    et  EG  =  B,  joignez  DG,  et  DG  sera  le 
côté  du  carré  cherché. 

Car  ie  triangle  DEG  étant  rectangle ,  le  carré  fuit  sur  DG 
est  égal  à  la  somme  des  carrés  faits  sur  ED  et  EG. 

2°  S'il  faut  trouver  un  carre  égal  à  la  dilSV:rence  des  car- 
rés donnés,  formez  de  même  l'angle  droit  F.F.ÎT,  prenez  GE 
égal  au  plus  petit  des  côtés  A  et  B;  du  point  G,  comme 
centre,  et  d'un  rayon  GÎI  égal  à  l'autre  côté,  décrivez  un 
arc  qui  coupe  EH  en  II;  je  dis  que  le  carré  fait  sur  EH 
sera  égala  la  différence  des  carrés  faits  sur  les  lignes  A  et  B, 

Carie  triangle GEH  est  rectangle,  l'hypoîénuse  GH=A, 
et  lecôtéGE  =  Bj  donc  le  carré  fait  sur  EH,  etc. 

Scolie,  On  peut  trouver  ainsi  un  carré  égal  à  la  somme 
de  tant  de  carrés  qu'on  voudra;  car  la  construction  qui 
en  réduit  deux  à  un  seul,  en  réduira  trois  à  deux,  et 
ces  deux-ci  à  un,  ainsi  des  autres.  11  en  serait  de  même 
si  quelques-uns  des  carrés  devaient  être  soustraits  de  la 
somme  dc;s  autres. 


Cous  Indre  un  carré  qui  soit  au  carré  donne  k\\CD,  %.  iSo. 
comme  la  ligne  M  est  à  la  ligne  N. 

Sur  la  ligne  indéfinie  EG,  prenez  EF  =  M,  et  FGz=N; 
sur  EG,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-circonfé- 
rence ,  et  au  point  F  élevez  sur  le  diamètre  la  perpendicu- 
aire  FH.  Du  point  II  menez  les  cordes  HG,  HF,  que  vous 
prolongerez  indéfiniment  :  sur  la  première  prenez  HK 
égale  au  coté  AB  du  carré  donné,  et  par  le  point  K  me- 
nez Kl  parallèle  à  EG;  je  dis  que  HI  sera  le  côté  du  carré 
ciierolié. 

Car,à  cause  des  parallèles  Kl,  GE,  on  a  HI  :  HK  ;  :  HE  :  HG; 
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donc  HI:HK.;  HE:HG  :  mais  dans  le  triangle  rectangle 
■  EHG*,  le  carré  de  HE  est  au  carré  de  HG  comme  le 
segment  EF  est  au  segment  FG ,  ou  comme  M  est  à  JS  ; 
donc  HI:HK::M:N.  Mais  HK  =  AB;  donc  le  carré  fait 
sur  HI  est  au  carré  fait  sur  AB  comme  M  est  à  N, 

PROBLÈME   XI. 

Sur  le  côté  FG ,  homologue  à  AB  ,  décrire  un  poly- 
gone semblable,  au  polygone  do?mé  ARCDE. 

Dans  le  polygone  donne  tirez  les  diagonales  AC,  AD  : 
au  point  F  faites  l'angle  GFH— BAC,  et  au  point  G  l'an- 
gle FGH=ABC;  les  lignes  FH,  GH,  se  couperont  en  H, 
et  FGH  sera  un  triangle  semblable  à  ABC  ;  de  même  sur 
FH,  homologue  à  AC,  construisez  le  triangle  FIH  sembla- 
ble à  ADC,  et  sur  Ff ,  homologue  à  AD,  construisez  le 
triangle  FIK,  semblable  à  ADE.  Le  polygone  FGHIK  sera 
le  polygone  demande,  semblable  à  ABCDE. 

Car  ces  deux  polygones  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement  placés. 

PROBLÈME    XII. 

Deux  figures  .semblables  étant  données,  construire 
une  figure  semblable  qui  soit  égale  à  leur  somme  ou  à 
leur  différence. 

Soient  P  et  Q  les  surfaces  des  polygones  donnés;  A  et 
B  deux  côtés  homologues  de  ces  polygones;  soit  X  la  sur- 
face dti  polygone  cherché,  x  le  côté  homologue  à  A  et  B. 

Les  polygones  semblables  étant  comme  les  carres  des 
côtés  homologues,  on  aura: 

P:  Q  :  :  A3  :  B% 
d'où  P:P  +  Q:  :_AS  :  A'  +  B!. 
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0»  aura  aussi  P  ;  X:  :  A'  :  *■; 
et  comme  X— P-J-Q,  les  deux  dernières  proportions  ont 
les  trois  premiers  termes  communs,  donc  #2=A'-J-B\ 

Ainsi  le  côté  x  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectan- 
gle, dont  les  cotés  de  l'angle  droit  sont  A  et  B. 

Connaissant  le  coté  x,  la  question  est  ramenée  au  pro- 
blème précédent. 

Si   le  polygone  X  devait  être  égal  à  P — Q,  on  aurait 
encore  les  proportions: 

P:  Q::A':BV! 

d'où  P;P-Q::  A1:  A!  —  B'. 

On  a  d'ailleurs  P  :  X  :  :  A!  :  x' , 
d'où  l'on  conclut    a.*=As — 'B!. 


Construire  une  figure  semblable,  à  une.  figure  donnée, 
et  qui  soit  à  cette  figure  dans  le  rapport  de  M  à  N. 

Soit  P  la  surface  de  la  figure  donnée,  A  l'un  de  ses  cô- 
tés; soit  encore  X  la  surlace  de  la  figure  cherchée,  x  le 
côté  homologue  do  A. 

On  aura  d'après  l'énoncé  du  problème  ; 

Et  à  cause  de  la  similitude  des  polygones: 
X:P::^:A% 
d'où  x':A\-:  m  in. 

On  trouvera  donc  le  côté  x  par  le  problème  X. 


Construire  une  figure  semblable  à  la  figure  P  et 
équivalente  à  la  figure  Q. 
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Soient  A  un  côté  du  polygone  P,  et  x  le  côté  homo- 
logue de  la  figure  cherchée  X. 

On  aura,  à  cause  de  la  similitude  des  polygones  : 
P:X::  *':«•. 

Et  comme  X  doit  être  équivalent  à  Q  , 

P  :  Q  :  :  A2  :  x\ 
Si  l'on  cherche  deux,  carrés  M',  N1,  équivalents  à  P  et  à 
Q,  on  aura 

M*  :  N»  :  :  A'  :  x\ 
d'où  RI  :  AT  :  :  A  :  x. 

La  ligne  x  sera  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  lignes  M,  N,  A. 


Construire  unreetan^le  équivalent  à  un.  carré  donné 
C ,  et  dont  les  côtés  adjacents  fassent  une  somme, 
donnée  ÂB. 

[5^  Sur  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-eirconl'é- 
rence,  menez  parallèlement  au  diamètre  la  ligne  ED  à  une 
distance  AD  égale  au  côté  du  carré  donné  C.  Du  point  E, 
où  la  parallèle  coupe  la  eirconléiviu/e.  abaissez  sur  le  dia- 
mètre' la  perpendiculaire  EF  ;  je  dis  que  AF  et  FB  seront 
les  côtés  du  rectangle  cherché. 

Car   leur   somme    est    égale    à  AB;   et   leur  rectangle 

•  as.  AFxFB  est  égal  au  carré  de  EF* ,  ou  au  carré  de  AD  ; 
donc  ce  rectangle  est.  équivalent  au  carré  donné  G. 

Scolie.  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que 
la  distance  AD  n'excède  pas  le  rayon,  c'est-à-dire  que  le 
côté  du  carré  G  n'excède  pas  la  moitié  de  la  ligne  AB. 


%.  i53.       Construire  un  rectangle  en ■ait: aient  à  un.  carré  C  > 
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et  dont  les  côtés  adjacents  aient  entre  e,u.%  la  diffé- 
rence donnée  :\lî. 

Sur  la  ligne  donnée  AJ3,  connue  diamètre,  décrivez  une 
circonférence;  à  l'extrémité  du  diamètre,  menez  la  tan- 
gente AD  égale  an  côté  du  carré  C:  par  le  point  D  et  le  cen- 
tre O  tirez  la  sécante  DE  ;  je  dis  que  DE  et  DF  seront  les 
cotés  ;ii!j;K'ents  du  reciangle  demandé. 

Car  i°  la  différence  de  ces  côtés  est  égale  au  diamètre 
EF  ou  AB  ;  i°  ie  rectangle  DE  X  DF  est  égal  à  ÂD*;  donc  • 
ce  rectangle  sera  équivalent  au  carré  donné  C. 


Diviser  une  ligne  AB  en  moyenne,  el.  extrême  raison, 
c'est-à-dire  en  deux  parties  telles  que  la  plus  grande 
soit  moyenne  proportionnelle,  entre  la  ligne  entière  et 
l 'autre  partie. 

Soit  F  le  point  de  division  cherché,  on  aura  fi    , 

AB:AF:: ÀF:FB, 
d'où  AB  +  AF : AB :  :  AF  +  FB  ou  AB  :  AF. 

On  tire  de  là        (AB  +  AF)  X  AF=ÂÏÏ.' 

Ainsi  les  deux  lignes  AB+AF  et  AF  (AF  est  l'inconnue 
de  la  question)  ont  entre  elles  une  différence  donnée  AB; 
et  leur  rectangle  est  égal  à  AB;  on  pourra  donc  les  trou- 
ver par  le  problème  précédent.  De  là  la  construction  sui- 
vante : 

Elevez  à  (extrémité  B  de  la  ligne  AB,  la  perpendicu- 
laire BC  égale  à  la  moitié  de  AB;  du  point  C  comme  cen- 
tre et  du  rayon  CB,  décrivez  une  circonférence,  et  tirez 
ACE;  les  lignes  AE,  AD,  sont  les  lignes  cherchées;  car  leur 
différence  DE— AB,  et  l'on  a: 

ÂB=:  AE  x  AD. 
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La  plus  petite  de  ces  Signes  AD  représentera  le  segment 
ÂF,  et  devra  être  portée  sur  AB,  en  décrivant  un  arc  de 
cercle  du  point  A  comme  centre,  avec  AD  comme  rayon. 

Soolie.  SoitAB=a,  ona  AF^AD  =  AC— CD. 

Or     AC^l^ÀB+BC*—  y/fl'-i--—^—  =  -|/5 
CD;=-, 

doncAF="l^1—  -  =  -x(l/5—  i). 


PROBLEME    XVIII. 

Décrire  une.  circonférence,  i/ai  passa  par  deux  points 
A  et  B ,  et  qui  soit,  tangente,  à  une  droite  donnée.   MM. 


Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB3VI  la  circonfé- 
rence cherchée  ;  prolongez  AB  jusqu'en  T  ;  on  sait  que  !a 
tangente  TM  est  moyenne  proportionnelle  entre  TA  et 
TB. 

On  obtiendra  donc  la  position  du  point  M  en  construi- 
sant la  moyenne  proportionnelle  entre  TA  et  TB;  et  la 
portant  sur  la  ligne  donnée  à  partir  du  point  T  ;  connais- 
sant le  point  M,  on  aura  facilement  le  centre  du  cercle. 

La  distance  TM  peut  être  portée  de  part  et  d'autre  du 
point  T;  d'où  l'on  conclut  qu'en  général  ie  problème  ad- 
met deux  solutions. 
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Décrire  un  cercle  qui  passe  par  deux  points  A  et  E 
et  qui  soit  tancent  à  un  autre  cercle  donné  CiVÎM'. 


Supposons  le  problème  résolu  ;  et  soit  AMB  ]e  cercle  de- 
mande; menons  la  tangente  commune  MD  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  sécante  AB;  enfin  menons  par  le  point  D  la 
sécante  DEF  au  cercle  C. 

On  aura  DM—  DB  x  DA, 

et  DM— DFxDE, 

d'où  DFxDE^DBxDA. 

Il  résulte  de  cette  dernière  égalité  que  la  circonférence 
qui  passe  par  les  points  B,  A,  E,  passera  par  le  point  F; 
d'ailleurs  la  sécante  DEF  étant  menée  arbitrairement  par  le 
point  D,  !e  point  E  est  quelconque  sur  la  circonférence  C; 
on  déduit  de  là  la  construction  suivante: 

Par  les  points  B  et  A  faites  passer  une  circonférence  qui 
coupera  le  cercle  C  en  deux  points  E  et  F;  tirez  les  droites 
AB,  EF  qui  se  rencontreront  en  un  point  D  appartenant  à 
la  tangente  commune.  Enfin,  menez  par  le  point  D  une 
tangente  DM  au  cercle  C,  le  point  M  sera  le  point  de  con- 
tact des  deux  circonférences;  et  il  sera  facile  d'achever  la 
construction. 

Comme  on  peut  mener  par  le  point  D  une  seconde  tan- 
gente DM'  au  cercle  C,  il  en  résulte  une  seconde  solution 
du  problème. 
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LIVRE  IV. 

LES  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  LA  MESURE  DU  CERCLE. 


Un  polygone  qui  est  à  la  fois  équiangle  et  équiLuéral. 
s'appelle  polygone  regaller. 

Ilya  des  polygones  réguliers  de  tout  nombre  de  eûtes. 
Le  triangle  équilatéral  est  celui  de  trois  côtes;  et  le  carré, 
celui  de  quatre. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


Deux  polygone..';  réguliers  d'un  même,  nombre  de 
côtés  sont  deux  figures  semblables. 
>.  Soient,  par  exemple,  les  deux  hexagones  réguliers 
ABCDEF,  abedef;  la  somme  des  angles  est  la  même, 
dans  l'une  et  dans  l'autre  ligure;  elle  est  égale  à  huit  angles 
droits*.  L'angle  A  est  la  sixième  partie  de  cette  somme 
aussi  bien  que  l'angle  a  ;  donc  les  deux  angles  A  et  a  sont 
égaux;  il  en  est  par  conséquent  de  même  des  angles  B  et  b, 
des  angles  C  et  c ,  etc. 

De  plus,  puisque  par  la  nature  de  ces  polygones  les 
côtés  AB,BC,  CD,  etc.,  sont  égaux,  ainsi  que  ab,  bc^ 
cd,  etc.,  il  est  clair  qu'on  a  les  proportions  AB:<s£>::BC 
:bc:i  CD :cd,  etc.;  donc  les  deux  figures  dont  il  s'agit  ont 
les  angles  égaux  et  les  côtés  homologues  proportionnels; 
donc  elles  sont  semblables. 
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Corollaire.  Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
d'un  même  nombre  de  côtés  sont  entre  eux  comme  les 
côtés  homologues,  et  leurs  surfaces  sont  comme  les 
enn'és  de  ces  mêmes  côtés. 

Scolie,  L'angle  d'un  polygone  régulier  se  détermine 
par  le  nombre  de  ses  côtés  comme  celui  d'un  polygone 
équinugle. 

PROPOSITION  IL 


Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans  le 
cercle,  et  peut  lui  être  circonscrit. 

Soit  ABCDE,  etc.,  le  polygone  dont  il  s'agît,  imaginez  il 
qu'on  fasse  passer  une  circonférence   par  les   trois  points 
A,B,C;   soit   O    son  centre,  et    OP   la   perpendiculaire 
abaissée  sur  le  milieu  du  côté  BC  ;  joignez  AO  et  OD. 

Le  quadrilatère  OPCD  et  le  quadrilatère  OPBA  peuvent 
être  superposés  :  en  effet  le  côté  OP  est  commun  ,  l'angle 
OPC  =  OPB,  puisqu'ils  sont  droits;  donc  le  côté  PC  s'ap- 
pliquera sur  son  égal  PB,  et  le  point  C  tombera  en  B.  De 
plus,  par  la  nature  du  polygone,  l'angle  PCD  =  PBA, 
donc  CD  prendra  la  direction  BA,  et  puisque  CD^^BA, 
le  point  D  tombera  en  A,  et  les  deux  quadrilatères  coïn- 
cideront entièrement  l'un  avec  l'autre.  La  distance  OD  est 
donc  égale  à  AO,  et  par  conséquent  lit  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B,  G,  passera  aussi  par  le 
point  D  :  mais,  par  un  raisonnement  semblable,  on  prou- 
vera que  ia  circonférence  qui  passe  par  les  trois  sommets 
B,  G,  D,  passera  par  le  sommet  suivant  E,  et  ainsi  de 
suite;  donc  la  même  circonférence  qui  passe  par  les  points 
A,  B,  C,  passe  par  tous  les  sommets  des  angles  du  poly- 
gone, et  le  polygone  est  inscrit  dans  cette  circonférence. 

En  second  lieu,  par  rapport  à  cette  circonférence,. tous 
les  côtés  AB,BC,  CD,  etc.,  sont  des  cordes  égales;  elles 
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*8>  2-  sont  donc  également  éloignées  du  centre*;  donc  si  du 
point  O,  comme  centre,  et  du  rayon  OP,  on  décrit  une 
circonférence,  cette  circonférence  touchera  le  côté  BC  et 
tous  les  autres  côtes  du  polygone,  chacun  dans  son  milieu, 
et  la  circonférence  sera  inscrite  dans  le  polygone,  ou  le 
polygone  circonscrit  à  la  circonférence. 

Scolie  I.  Le  point  O,  centre  commun  du  cercîe  inscrit 
et  du  cercle  circonscrit ,  peut  cire  regarde  aussi  comme  le 
centre  du  polygone,  et  par  cette  raison  on  appelle  angle 
au  centre,  l'angle  AOB  formé  par  les  deux  rayons  menés 
aux  extrémités  d'un  même  côté  AB. 

Puisque  toutes  les  cordes  ÀB,  BC,  etc.,  sont  égales  ,  il 
est  clair  que  tous  les  angles  ati  centre  sont  égaux, et  qu'ainsi 
la  valeur  de  chacun  se  trouve  en  divisant  quatre  angles 
droits  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

Scolie  II.  Pour  inscrire  un  polygone  régulier  d'un  cer- 
tain nombre  de  côtés  dans  une  circonférence  donnée,  il  ne 
s'agit  que  de  diviser  la  circonférence  en  autant  de  parties 
égales  que  le  polygone  doit  avoir  de  côtés;  car,  les  arcs 
étant  égaux,  Ses  cordes  AB,  BC  ,  CD,  etc.,  seront  égales; 
flg.t  58.  les  triangles  ABO  ,  BOC  ,  COD  ,  etc.,  seront  égaux  aussi, 
parce  qu'ils  sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  tous  les 
angles  ABC,  BCD,  CDE,  etc.,  seront  égaux  ;  donc  la  figure 
ABCDE,  etc.,  sera  un  polygone  régulier; 

Scolie  III.  Si  dans  un  arc  on  inscrit  une  suite  de  cordes 
égales,  la  figure  ainsi  formée  est  appelée  portion  de  poly- 
gone régulier.  Cette  portion  a  les  propriétés  principales 
des  polygones  réguliers,  elle  a  les  angles  égaux,  elle  est  à 
la  fois  inscriptible  et  circonscriptible  au  cercle  ;  cependant 
elle  ne  ferait  partie  d'un  polygone  régulier  proprement  dit, 
qu'autant  que  l'arc  sous-tendu  par  un  de  ses  côtés  serait 
une  partie  aliquotc  de  !a  circonférence. 
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PROBLÈME. 

Inscrire  un  carré  dans  une.  circonférence  donnée,    1g.  iSj. 

Tirez  deux  diamètres  AC,  BD,  qui  se  coupent  à  angles 
droits  ;  joignez  les  extrénmes  A,  B,  G,  D,  et  la  figure  ABCD 
sera  le  carré  inscrit  :  car  les  angles  AOB  ,  BOC,  etc.,  étant 
égaux,  les  cordes  AB  ,  BC,  etc.,  sont  égales. 

Scolie.  Le  triangle  HOC  étant  rectangle  et  isocèle  ,  on  a*  *n,  3. 
BC:BO;  !  1/2:  i  ;  donc  le  voie  du  cane  inscrit  est  au  rayon 
comme  la  racine  carrés  de  2  est  à  l'unité, 

PROPOSITION  IV. 

PROBLÈME. 

Inscrire  un  hexagone,  régulier  et  un  triangle  équi- 
latéral dans  une  circonférence  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit   AB   un  côté  de  %  i5S. 
l'hexagone  inscrit;  s!  011  mène  les  rayons  AO,  OB,  je  disque 
le  triangle  AOB  sera  équilatéral. 

Car  l'angle  AOB  est  la  sixième  partie  de  quatre  angles 
droits  ;  ainsi  en  prenant  l'angle  droit  pour  unité ,  on  aura 
AOB  =  |  r=  f  :  les  deux  autres  angles  ABO  ,  BAO ,  du 
même  triangle  valent  ensemble  2  — |  ou  f,  et  comme  ils 
sont  égaux,  chacun  d'eux  =  f  ;  donc  le  triangle  ABO  est 
équilatéral;  donc  le  côté  de  l'hexagone  inscrit  est  égal  au 
rayon. 

Il  suit  de  là  que  pour  inscrire  un  hexagone  régulier  dans 
une  circonférence  donnée ,  il  faut  porter  le  rayon  six  fois 
sur  la  circonférence ,  ce  qui  ramènera  au  même  point  d'où 
on  était  parti. 

L'hexagone  ABCDEF  étant  inscrit,  si  l'on  joint  les 
sommets  des  angles  alternativement,  on  formera  le  triangle 
équilatéral  ACE. 
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Scolie.  La  figure  ABCO  est  un  parallélogramme  et  même 
un  losange,  puisque  A1Ï~BC  — CO— AO;  donc"  la 
somme  des  carrés  des  diagonales  AC  +  BOj  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  côtés,  laquelle  est  4  AB  ou  4  BO 
retranchant  de  part  et  d'autre  BO,  il  restera  AC=3  BO 
donc  ÂG  :  BO":  :  3  :  i ,  ou  AC  :  BO  :  :  \/  3  :  i;  donc  le  côté 
du  triangle  équilatéral  estait  rayon  comme  la  racine  carrée 
de  3  est  h  l'unité. 

PROPOSITION  V. 


Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  un  côté  du 
décagone  inscrit; l'angle  au  centre  AOB  est  égal  à  yg  ou  f  ; 
a  somme  des  angles  OBA,  OAB  est  donc  égale  à  2a  — § 
ou  | ,  et  par  conséquent  chacun  d'eux  vaut  |. 

Menons  la  bissectrice  BM  de  l'angle  OBA;  le  triangle 
MOB  est  isocèle,  puisque  Ses  angles  MOB,  OB M  valent 
chacun  |;  et  l'on  a  OM~MB.  Le  triangle  RAM  est  aussi 
isocèle;  car  l'angle  MBA  étant  égal  à  f,  et  l'angle  BAM  àf, 
le  troisième  ançle  AMB  \aui  nécessairement  |, 


Ainsi,  AB=BM=:MO. 

Enfin  on  a*  BO  :  BA  :  :  MO.-AM, 

ou  bien  AO  :  O  M  :  :  OM  :  AM. 

On  voit  donc  que  le  rayon  AO  est  divisé  au  point  M  en 
moyenne  et  extrême  raison  ,  et  que  le  plus  grand  segment 
OM  est  égal  au  côté  du  décagone  inscrit. 

Remarque,  Le  côté  du  décagone  inscrit  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  est  R,  est  égal  à 

RIVS— Q 
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Corollaire  I.  Si  on  joint  de  deux  en  deux  les  sommets 
du  décagone  régulier,  on.  formera  le  pentagone  régulier 
AGEGI. 

Corollaire  \l.  AD  étant  toujours  le  côté  du  décagone, 
soit  AL  le  côté  de  l'hexagone;  alors  l'arc  BL  sera,  par 
rapport  à  la  circonférence,  |  —  ■-  on  -j^;  donc  la  corde 
BL  sera  le  côté  du  pentédécagone  ou  polygone  régulier 
de  iô  côtés.  On  voit  eu  même  temps  que  l'are  CL  est  le 
tiers  de  CB. 

Scalie.  Un  polvijone  régulier  étant  inscrit,  si  on  divise 
les  arcs  sous -tendus  par  ses  côtés  en  deux  parties  éga- 
les, et  qu'on  tire  les  cordes  des  demi-arcs,  celles-ci  for- 
meront un  nouveau  polygone  régulier  dun  nombre  de 
côlés  double  :  ainsi  on  voit  que  le  carré  peut  servir  à  ins- 
crire successivement  les  polygones  réguliers  de  8  ,  16  , 
3a,  etc.,  côtés.  De  mémo  l'hexagone  servira  à  inscrire  les 
polygones  réguliers  de  12,  24,  4^,  etc.,  côtés;  le  déca- 
gone ,  les  polygones  de  20,  /[o,  80,  etc.,  côtés  ;  le  pentédé- 
cagone,  des  polygones  de  3o,  60,  120,  etc.,  côtés  (1), 

PROPOSITION   VI. 

PROBLÈME. 

Etant  donné  le  polygone-  régulier  inscrit:  AlïCD,  etc.,  fig.  1 
circonscrire   à  la   même   circonférence    un  polygone 
semblable. 

Au  point  T,  milieu  de  l'arc  AB,  menez  la  tangente  GH, 
qui  sera  parallèle  à  AB";  faites  la  même  chose  au  milieu  *i0, 
de  chacun  des  autres  arcs  BC ,   CD,   etc.,  ces  tangentes 
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formeront,  par  leurs  intersections,  ie  polygone  régulier 
circonscrit  GHIK ,  etc.,  semblable  au  polygone  inscrit. 

Il  est  aisé  île  voir  d'abord  que  les  trois  points  O,  B,  H, 
sont  en  ligne  droite,  car  les  triangles  rectangles  OTH, 
OHN,ont  l'hypoténuse  commune  OH,  et  le  côté  OT  =  O.Nj 
i.  donc  ils  sont  égaux";  donc  l'angle  TOH  — HON,  et  par 
conséquent  la  ligne  OH  passe  par  le  point  B,  milieu  de 
l'arc  TN  :  par  la  même  raison  le  point  I  est  sur  le  prolon- 
gement de  OC ,  etc.  Mais ,  puisque  GH  est  parallèle  à  AB , 
et  HI  à  BC,  l'angle  GHI  =  ABC  ;  de  même  HIK  =BCD,  etc.  ; 
clone  les  angles  du  polygone  circonscrit  sont  égaux  à  ceux 
du  polygone  inscrit.  De  plus,  à  cause  de  ces  mêmes  pa- 
rallèles, on  a  GH:  AB::  OH:  OB,  et  HI:  BC  :  :  OH  :  OB; 
donc  GH:AB::HI:BC.  Mais  AB=BC,  doncGH=HI. 
Par  la  même  raison,  HI  =  IK,  etc.  ;  donc  les  côtés  du  po- 
lygone circonscrit  sont  égaux  entre  eux;  donc  ce  polygone 
est  régulier  et  semblable  au  polygone  inscrit. 

Corollaire  I.  Réciproquement,  si  on  donnait  Je  poly- 
gone circonscrit  GHIK,  etc.,  et  qu'il  fallût  tracer  par  son 
moyen  le  polygone  inscrit  ABC,  etc.,  on  voit  qu'il  suffirait 
de  mener  aux  sommets  G,  H,  I,  etc.,  du  polygone  donné 
les  lignes  OG,  OH,  etc.,  qui  rencontreraient  la  circonfé- 
rence aux  points  A ,  B ,  C ,  etc.  ;  on  joindrait  ensuite  ces 
points  par  les  cordes  AB,  BC,  etc.,  qui  formeraient  le  po- 
lygone inscrit.  On  pourrait  aussi,  dans  le  même  cas,  join- 
dre tout  simplement  les  points  de  contact,  T,  N ,  P,  etc., 
par  les  cordes  TN,  NP,  etc. ,  ce  qui  formerait  également 
un  polygone  inscrit  semblable  au  circonscrit. 

Corollaire  II.  Donc  on  peut  circonscrire  à  un  cercle 
donné  tous  les  polygones  réguliers  qu'on  sait  inscrire  dans 
ce  cercle,  et  réciproquement. 
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PROPOSITION  VU. 

théokème. 

L'aire  d'un  polygone  régulier  est  égide  à  .von  péri- 
mètre multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

Soit,  par  exemple,  le  polygone  régulier  GHIK,  etc.,  le  fig 
triangle  GOH  a  pour  mesure  GHx^OT,  le  triangle  OUI 
ii  pour  mesure  RIx|ON  :  mais  ON— OT;  donc  les  deux 
triangles  reunis  ont  pour  mesure  (  GH  +  HI  )  X  \  OT.  En 
continuant  ainsi  pour  les  autres  triangles,  on  verra  que 
la  somme  de  tous  les  triangles,  ou  le  polygone  entier,  a 
pour  mesure  la  somme  des  bases  GH,  HI,  IK  ,  etc. ,  ou  le 
périmètre  du  polygone,  multiplie  par  gOT,  moitié  du  rayon 
du  cercle  inscrit. 

Sculie.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  OT  n'est  autre  chose 
crue  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  des  cô- 
tés; on  l'appelle  (jueiijueiois  Wipoihhiie  du  polygone, 

PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME, 

Les  périmètres  des  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  de  côtés  sont  comme  les  rayons  des  cercles 
circonscrits,  et  aussi  comme  les  rayons  des  cercles 
inscrits;  leurs  surfaces  sont  comme  les  carrés  de  ces 
mêmes  rayons. 

Soit  AB  un  côté  de  l'un  des  polygones  dont  il  s'agit,  £ 
O  son  centre,  et  par  conséquent  OA  Se  rayon  du  cercle 
circonscrit ,  et  OD  ,  perpendiculaire  sur  Aiî ,  le  rayon  du 
cercle  inscrit;  soit  pareillement  ah  le  coté  d'un  autre  po- 
lygone semblable,  o  son  centre,  oa  et  od  les  rayons  des 
cercles  circonscrit  et  inscrit.  Les  périmètres  des  deux  poly- 
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gones  sont  entre  eus  comme  les  côtés  AB  et  ab;  mais  les 
angles  A  et  «  sont  égaux ,  comme  étant  chacun  moitié  de 
l'angle  du  polygone;  il  en  est  de  même  des  angles  B  et  l; 
donc  les  triangles  ABO,  abo,  sont  semblables,  ainsi  que 
les  triangles  rectangles  ADO,  ado;  donc  AB:  ab  :  :  AO  : 
ao:  :DO  :  do;  donc  les  périmètres  des  polygones  sont 
entre  eux  comme  les  rayons  AO,  ao ,  des  cercles  circons- 
crits, et  aussi  comme  les  rayons  DO,  do,  des  cercles  inscrits. 
Les  surfaces  de  ces  mêmes  polygones  sont  entre  elles 
comme  les  carres  des  cotes  homologues  AB,  ab  ;  elles  sont 
par  conséquent  aussi  comme  les  carrés  des  rayons  des 
cercles  circonscrits  AO,  ao,  ou  comme  les  carrés  des 
rayons  des  cercles  inscrits  OD,  od. 

MESURE  DU  CERCLE. 

DÉFINITIONS. 


On  appelle  ligna  courbe  convexe,  une  ligne  telle 
que  la  tangente,  en  chaque  point  laisse  foute  la  courbe 
d'un  même  eâtê  de  sa  direction. 

Une  ligne  courbe  convexe  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  droite  en  plus  de.  deux  points  : 


Car  si  une  droite  MN  rencontrait  une  courbe  aux  points 
A,  B,  C,  la  tangente  menée  par  l'un  des  points  intermé- 
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diaires  B ,  laisserait  évidemment  des  portions  de  la  courbe 
de  part  et  d'autre  de  sa  direction. 

La  circonférence  est  une  ligne  convexe. 

PROPOSITION  IX. 


Une  ligne  convexe  AMB  est  plus  courte  que  toute  li- 
gne enveloppante  terminée,  aux  mêmes  extrémités  ket^.    g"  *  3' 

En  effet,  si  la  ligne  AMB  n'est  pas  plus  petite  que  toutes 
celles  cpii  l'enveloppent,  il  existera  parmi  ces  dernières  une 
ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres,  laquelle  sera  plus 
petite  que  AMB ,  ou  tout  au  plus  égale  à  AMB. 

Soit  ACDEB  cette  ligne  enveloppante;  menez  par  un 
point  M  de  AMB,  non  commun  aux  deux  lignes  ,  la  tan- 
gente PMQ;  cette  droite  sera  comprise  entre  les  deux  li- 
gnes AMB,  ACDEB,  puisque  la  première  est  convexe.  Ofj 
la  droite  PQ  est  plus  courte  que  PCDEQ;  donc,  si  à  la 
partie  PCDEQ  on  substitue  la  ligue  droite  PQ,  on  aura  la 
Jigne  enveloppante  APQB,  plus  courte  que  APDQB.  Mais  , 
par  hypothèse ,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte  de  toutes  ; 
donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister  ;  donc  toutes  les 
lignes  enveloppantes  sont  plus  longues  que  AMB.  fig.  i63. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  qu'une  ligne 
convexe  fermée  AMB  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui 
l'envelopperait  de  toutes  parts. 


Avant  d'exposer  les  principes  de  la  théorie  des  limites, 
principes  que  nous  emploierons  pour  la  mesure  des  fi- 
gures circulaires,  nous  croyons  utile  de  fixer  le  sens  de 
quelques  dénominations  qui  seront  fréquemment  em- 
ployées. 

On  appelle  quantité  variable  une  quantité  qui  prend 
successivement  différents  états   de  grandeur. 
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On  appelle  limite  une  grandeur  fixe  dont  une  quantité 
variable  peut  approclier  d'aussi  près  qu'on  -veut  sans  pou- 
voir l'atteindre. 

L'arithmétique  et  la  géométrie  présentent  de  nombreux 
exemples  de  quantités  variables,  et  de  limites  vers  les- 
quelles tendent  ces  variables. 

On  sait,  par  exemple,  que  l'angle  d'un  polygone  régu- 
lier de  m  côtés  a  pour  valeur 


Or  si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  côtés  croisse  jus- 
qu'à l'infini,  on  voit  que  la  valeur  de  l'angle  augmentera, 
et  comme  on   peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  !a 

fraction  —  soît  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  on 

en  conclut  que  les  valeurs  successives  de  l'angle  du  poly- 
gone régulier  auront  pour  limite  deux  droits. 

De  même  si  l'on  prend  le  milieu  c  d'une  droite  AB, 
puis  le  milieu  c  de  cB,  et  ainsi  de  suite, 


îes  lignes  Ac,  Ac,  Ac" auront  pour  limite  AB. 

Et  l'on  pourrait  muhiplicr  les  exemples  à  l'infini. 

Il  est  bon  d'observer  toutefois  qu'une  quantité  peut  va- 
rier sans  avoir  de  limite.  Ainsi  la  somme  des  n  premiers 
termes  d'une  progression  géométrique,  augmente  lorsque 
n  croît,  mais  cette  somme  n'a  de  limite  que  dans  le  cas  où 
!a  progresion  est  décroissante;  si  la  progression  est  crois- 
sante, cette  somme  croît  jusqu'à  l'infini, 
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PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

Lorsque  deux  quantités  variables  A  et  B  sont  cons- 
tamment égales  en  Rapprochant  de  leurs  limites  L 
et  L',  ces  limites  sont,  égales. 

Supposons  que  les  variables  A  et  B  restent  au-dessous  de 
leurs  limites,  on  pourra  poser 

L  =  A  +  a,  IA^B  +  fi. 

(a  et  P  pouvant  devenir  plus  petits  que  toute  grandeur 
donnée.  } 

Retranchant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a 
L  —  L'  =  A  —  B  +  a  —  fj  —  a  —  J3  (  puisque  par  hypo- 
thèse A  =  B). 

Or ,  si  on  supposait  entre  L  et  L'  une  différence  d,  on 
aurait  :  </—#,—  fi  ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  a  et  fi, 
et  par  suite  leur  différence,  peuvent  devenir  moindres  que 
toute  quantité  donnée. 

La  démonstration  serait  toutà  fait  semblable,  si  les  va- 
riables décroissaient  en  s 'approchant  de  leurs  limites. 

PROPOSITION   XL 

THÉORÈME. 

Si  les  facteurs  A  et  B  d un  produit  tendent  vers 
les  limites  L  etU;  le  produit  A  X  B  cuira  pour  limite 
LxL\ 

En  effet,  posons  comme  ci-dessus, 

L=A  +  ct,         L'=rB  +  p, 

et  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 
L  x  L'  =  AB  +  I3K  +  Ap  +  «p. 
Or,  les  quantités  a,  fi  diminuant  indéfiniment,  à  mesure 
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que  A  et  B  s'approchent  de  leurs  limites,  les  termes  Ba  , 
Ap  ,  ap  ,  pourront  être  rendus  aussi  petits  qu'on  voudra  ; 
il  en  sera  doue  de  mi'inc  de  leur,  somme;  doue  enfin  ,  AB 
peut  s'approcher  de  LI/  d'aussi  près  qu'on  vent. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  un  produit  de  deux 
facteurs,  s'étendrait  sans  difficulté  à  un  produit  d'un  nom- 
bre quelconque  de  facteurs. 

Corollaire.  La  limite  du  quotient  de  deux  variables 
A  et  B,  est  égale  au  quotient  de  leurs  limites. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

i"  La  circonférence  est  la  limite  commune  vers 
laquelle  tendent  les  périmètres  des  polygones  réguliers 
semblables  inscrits  et  circonscrits  dont  le  nombre  des 
côtés  va  constamment  en  doublant. 

■i"  L'aire  au  cercle  est.  la  limite  vers  laquelle  ten- 
dent les  aires  des  mêmes  polygones. 


i°  Soit  abc  un  polygone  régulier  inscrit,  et  ABC  le  po- 
lygone régulier  semblable  circonscrit.  La  longueur  de  la 
circonférence  est  comprise  entre  les  périmètres  de  ces 
polygones;  et  si  l'on  double  le  nombre  de  leurs  côtés,  il 
résulte  évidemment  de  la  construction,  que  le  périmètre 
du  polygone  inscrit  va  en  croissant,  tandis  que  le  péri- 
mètre du  polygone  circonscrit  diminue. 
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Les  périmètres  de  ces  polygones  s'approchent  donc  de 
plus  en  plus  de  la  circonférence,  quand  on  double  indéfi- 
niment le  nombre  de  leurs  eûtes;  et,  pour  prouver  qu'ils 
s'en  approchent  d'aussi  près  qu'on  veut,  il  suffit  de  démon- 
trer que  leur  différence  peut  devenir  plus  petite  que  toute 
grandeur  donnée. 

Soient  P  et  p  les  périmètres  des  polygones  AGC,  abc  t 
on  a* 

P:/>::OM:OI,  d'où  P— p  :  P;:  OM— 01  ou  IM  :  OM. 
On  tire  de  là 


Or  IM  est  plus  petit  que  Mé  ;  Mb  est  plus  petit  que  l'arc 
qu'il  sous-tend  ;  et  les  arcs  sous-tendus  peuvent  décroître 
indéfiniment,  car  ils  suivent  les  termes  de  la  progression 
décroissante  i|  ï  s  ï%-  •  ■>  d'a»"eurs  1}  va  en  diminuant  , 
et  OM  est  constant;  donc  P — p  tend  indéfiniment  vers 
zéro;  donc,  etc 

1"  Soient  S  et  s  les  surfaces  des  mêmes  polygones ,  on 
ferait  voir,  comme  précédemment,  que  S  et  s  vont  en 
s'approchant  de  l'aire  du  cercle  quand  on  multiplie  le  nom- 
bre des  côtés  des  polygones,  et  l'on  aura  prouvé  que  les 
aires  de  ces  polygones  ont  pour  limite  le  cercle,  si  l'on  fait 
voir  que  S — >s  peut  être  rendue  pins  petite  que  toute 
quantité  donnée. 

Or  on  a* 

S:*::0M:Ô1)     d'où    S— s:S::  OM— ÔÏ  ou    lï'ÔM. 

On  tire  de  là 

S       ,-=Sx^' 
ÔM  ' 

et  il  est  évident  que  cette  différence  tend  indéli 
zéro;  car,  en  multipliant  le  nombre  des  côtés,  S  d, 
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U,  moindre  que  M£,  peut  devenir  aussi  petit  qu'on  yeut, 
et  OM  est  constant;  donc,  etc. 

IXe.inarqn.a,   Los  apothèmes    des  poiv«ones  inscrits  suc- 
cessifs ont  pour  limite  le  rayon  du  cercle. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME, 

i°  Les  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs 
i  -nyons. 

a"  Les  surfaces  îles  cercles  sont  comme  les  carrés 
des  rayons. 
iig.  i65.       i"  Inscrivons  dans  les   circonférences  dont  les   rayons 
sont  OB  et  CÀ,  deux  polygones  réguliers  semblables. 

Soient  P  et/î  les  périmètres  île  ces  polygones  ;  désignons 
parR  et  ries  rayons  OBetCA,  et  par  C  et  c  leurs  circon- 
*pr.8.  férences,  on  aura* 

Il        /■' 

Si  l'en  double   indéfiniment  le  nombre  des  côtés   des 

polygones  inscrits,  les  périmètres  P  et  p  s'approchent  in- 

•pr.ii.  définiment  de  C  et  c;  les  cpuolîents  — j  -  tendront   donc* 
C    c 

»pr.  10.  cint  celle  de  leurs  limites*  ;  donc 

{  J  R        r' 

2°  Soient  C,  c,  les  surfaces  des  mêmes  cercles  ;  S  et  * 
les  surfaces  de  deux  polygones  réguliers  semblables  ins 
*Pr.  8.    Crit-S  on  aura* 

S__  s_ 
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Or,  les  quantités   ^,  —  ont  pour  I 


il- 


Scolie.  De  l'égalité  (i)  on  déduit  aussi  : 

C  —  -1 
aR~~  a/-' 
Donc  le  rapport  d'une  circonférence  à  son  diamètre  est  le 
même  pour  toutes  les  circonférences.  Ce  rapport,  qu'on 
désigne  ordinairement  parir,  est  incommensurable,  et  ne 
peut  être  calculé  qu'approximativoinent.  Sa  valeur  en  déci- 
males est 

7T  =  3,  i4i5ga65358<)7()32  ,  etc 

Nous  donnerons  bientôt  une  métbode  élémentaire  pour 
calculer  approximativement  la  valeur  de  it. 

KÉFINITIONS. 

On  appelle  arcs  semblables ,  secteurs  semblables, 


segments  semblables,  cett.r  c/ui  répondent  à  des  angles 
au  centre  égaux. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

i"  les  arcs  semblables  AR,  DE  sont  entre  eux  comme  fig.  iflft 
(es  rayons  ÀC,  OD. 

a"  Les  secteurs  semblables  ECÀ,  DOE  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  de  ces  rayons. 

i°  On  a*  :     arc.  BA  :  cire.  AC  :  :  C  :  4"™,!-  V-  il, 

De  même:     arc.  DE  :  cire.  OD:  :  0:4*'  U'"'''' 

Et  à  eause  de  l'égalité  des  angles  C  et  O , 
arc.  BA  :  arc.  DE  :  :  cire.  AC  :  cire,  OD  :  :  AC  :  OD. 
a"  On  a  pareillement*  :  *pr.  tS, 

sect.  ACB  :  cerc.  AC  :  :  C  :  4"r'  '"■ 2" 

sect.  DOE:cerc.  D0::0:  4rtr'; 
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d'où 

sect.  ABC  :  sect.  DOE  :  :  cerc.  AC .  cerc.  DO  :  :  ÀC  :  DÔ. 
PROPOSITION   XV. 

L'aire  du  cercle,  est  égaie,  au  produit  de  sa  circonfé- 
rence, par  lu  moitié  du  rayon. 


Circonscrivons  au  cercle  OA  un  polygone  régulier.  Soit 
Pie  périmètre  de  ce  polygone  et  A  sa  surface.  Désignons 
par  Pi  le  rayon  OA  ;  on  a.  : 

!  =  PX!. 

Or,  en  doublant  le  nombre  des   côtés   du  polygone  cir- 
conscrit, le   produit  P  X  —     s'approche  indéfiniment  de 

cire.  R  x  —  j   en  même  temps  A  a  pour  limite  cerc.  R; 

«.»=*»»  x£. 

On  a  yu  que  cire.  R—  stvR;  on  en  conclut  : 
cerc.  R  =^  2îtR  x  —  =  tsTI*  . 

Application.  Soie  11=3™,  et  prenons  tt=:3,i4i5,  on  a 
cerc.  R.  =  a8m  r-,2735, 
fie.  16S,        Corollaire.  La  surface  d'un  secteur  est  égale  à  l'arc  de 
ce  secteur  multiplie  pur  la  moitié  du  rayon. 
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Car  le  secteur  ACB   est  au  cercle  entier  comme  l'are 

AMfi    est    à    lit   circonférence    entière  AI1D",   ou  comme  *pr.i8. 

AC  'iT-  * 

AMB  X  |AC    est    à    ABD  X  — .    Mais    le    cercle    entier 

=  ABD  X   -|AC;   donc  le  secteur  ACB  a    pour    mesure 
AMB  X  |AC. 

Application.  Soit  AC=ia"lJ  et  supposons  que  l'arc  AMB 
renferme  Go".  Pour  trouver  la  longueur  de  cet  arc,  en 
posera  la  proportion 

arc  AMB-.awR:  :6o:36o, 
2xRx6o        -iv. R        TC.12 


(i'où 


c  AMB  = 


■iGu 


ît.  ACB  =  4-rr  x  6'  =  a4Tr=75'n-'!-,3o.6o. 


PROBLEMES  SUR  1 


A'KOSES     iil'lGIil.ll'HS  ; 
CIRCONF 


;XEI[  MINAT  ION 


PROPOSITION  XVI, 


ïj:i'in.i:)iK. 


Connaissau  t  le  côté.  AB  d 'un  polygone  régit  lier  inscrit, 
et  le  rayon  OC  du  cercle,  calculer  le  coté  AC  du  po- 
li gain:  régulier  inscrit  d'un  nondire  de  côtés  double. 
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Soient  AR=a,  OC=R  et  AC=c;  tirons  AD  et  AO, 

on  a  dans  le  triangle  rectangle  CAD  : 

AC  =  CD  X  CI,     ou     c2=2R  x  CI; 
or,  CI  — CO— 01=11—01; 

d'ailleurs  on  a  dans  le  triangle  rectangle  AOI 

01=1/11*—  AI—  \/r*  —  -; 

'  4 

Jonc  CI  =  R-y/V  —  j, 

et  par  suite     c'z=2R  x  (R — y   R* — —  )•  (0 

Réciproquement,  on  peut  se  proposer  de  calculer  a 
connaissant  e;  et  il  faudra  alors  résoudre  l'équation  (i) 
par  rapport  à  a;  on  obtient  ainsi  : 

,_g*.(4R1—  g) 


\v< 


Pour  faire  application  de  la  formule  (i),  supposons  que 

zsoit  le  côté  de  l'hexagone  et  que  par  conséquent  a~R , 

a  pour  le  coté  du  dodécagone  n'huiler  inscrit  : 

Pour  appliquer  la  formule  (2},  prenons  c  égal  au  coté 

du  décagone ,  et  cherchons  le  coté  du  pentagone  régulier 

_K(|/Î-.) 


Pour  appliquer  la  formule  (2},  prenons  c  égala 
ie,  et  cherchoi 


On  a        c=  — -,      on  en  conclut: 

R-(6-a|/i)r,„,     Rf6— 3^m 

~~  ~"4 


d'où  «  =  5|/,o-:>^s. 


,GoosIe 


Remarque.  En  ajoutant  le  carré  du  rayon  avec  le  carré 
du  côté  du  décagone,  on  trouve  que  la  somme 

4 

,     ,     ,  Ra(io  —  a  1/5)     .        ,     ,.  ,  ,       ,    ,  , 

est  égale  a  — - — — — >  c  est-a-dire  nu  carre  du  cote  du 

pentagone  régulier.  Ainsi 

Le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  serait  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  qui  aurait,  pour  cotés  de  l'angle 
droit,  le  rayon  et  le  cote  du  décagone. 

PROPOSITION  XVII. 

PROBLÈME. 

Connaissant  le  côté,  d'un  polygone  régulier,  et  le,  fig.  1G9. 
rayon  du  cercle  circonscrit,  trouver  le  côté  du  poly- 
gone circonscrit  semblable. 

Soient  hB  —  a,   CA  =  R  et  EF=.z. 

La  similitude  des  triangles  ECF,  ACB,  donne  la 
proportion  EF  :  AB  :  :  CE  :  CA; 

mais  on  a  aussi     CE  :  CA  :  :  CM  :  CD; 
donc,  à  cause  du  rapport  commun, 

EF  :  AB  :  :  CM  :  CD 
ou  x    :    a    :  ;    R    :  CD  (1); 

on  a  d'ailleurs  dans  le  triangle  rectangle  ACD , 


CD  =  \/c A—  AD  '—  V  R1  —  -  ; 

y  4 


donc 

et  par  suite 


*:«=:*:  V/Ï^f, 


1/4R  — "' 


,GoosIe 


gbjitktiui;. 


PROPOSITION  XVIII. 


)"IU>r.l.l;.11.!!, 


Connaissant  le  côté  AB  d'un  polygone  régulier  de 
m  côtés,  et  le  rayon  CA  du.  cercle  circonscrit,  trou- 
ver la  surface  de  ce  polygone. 

Soient  AB  =  a,  CA=:R  et  S  la  surface  du  polygone. 
On  a*: 

S=ma  X  ™;       or       CD=\/r'— j  =  £|/4R'_  «- 


4 
Application.   Cherchons  la  surface  de  l'hexagone  régu» 
Uer.  On  a  a  =  K,  m  =  6;  donc 


4 

u  Remarque.  On  pourrait  aussi,  au  moyen  des  mêmes 
données,  calculer  la  surface  du  polygone  régulier  inscrit  de 
lia  eûtes. 

En  effet,  soit  M  le  milieu  de  l'arc  AB,  et  tirons  AM;  la 
surface  du  polygone  cherche  (que  nous  désignerons  par  S') 
se  compose  de  a?n  triangles  égaux  à  ACM. 


Cherchons  comme  application  la  surface  du  doi 


=  6,     d'o 
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PROPOSITION  XIX. 


Etant  donnés  le  rayon  CD  =  R,  et  Vapol.hè.ine 
CÀ  — r  d'an  polygone  régulier,  calculer  le  rayon  R 
et  l'apothème  r  d'un  polygone,  régulier  isopérimètre 
d'un  nombre  double  de  côtés. 


Soit  BD  le  côté  du  polygone  régulier  donné,  et  C  le 
centre  de  ce  polygone.  Prolongeons  l'a  no  thème  C  A  jusqu'à 
sa  rencontre  en  I  avec  la  circonférence  circonscrite,  et 
tirons  les  droites  BI,  1)1;  B1D  sera  l'angle  au  centre  du 
polygone  cherché;  car  il  est  la  moitié  de  BCD.  Si  de  plus 
on  abaisse  CK.  perpendiculaire  sur  BI ,  et  qu'on  mène  KE 
parallèle  à  BD  ;  KE  sera  la  moitié  de  BD  ,  et  représentera  le 
côté  du  nouveau  polygone;  IK  en  sera  le  rayon,  et  III 
l'apothème. 

IA        CI  +  CA 


Or, 


IH=  —  =  - 


R+7- 


(i) 


Enfin  dans  le  triangle  rectangle  CK.I,  on  a 

IK*=ICXIH,  où  R'=|/ÎT?=  \TBL  X  '^-^-    (a) 

Scolie.  Il  est  facile  devoir,  soit  par  la  figure,  soit  par 
les  formules,  que  /-'est  pins  grand  que  ;■,  et  qu'au  contraire 
R'  est  moindre  que  R;  de  sorte  que  dans  le  nouveau  po- 
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lygone  la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  est  moin- 
dre que  dans  le  premier. 

Si  l'on  transformait  de  la  même  manière  ]e  second  poly- 
gone en  un  troisième,  puis  le  troisième  en  un  quatrième, 
et  ainsi  de  suite,  onparvieudrait  à  un  polygone  dans  lequel 
la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  serait  moindre 
que  toute  grandeur  donnée. 

En  effet,  dans  le  triangle  DCA,  on  a 

BC  — CA  <  BA  ou  R  —  r  <  BA; 
mais  BA  est  la  moitié  du  côté  du  polygone,  et  ce  côté  peut 
être  rendu  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée,  quand 
on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés;  donc  aussi 
R  —  r  peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  assi- 
grmljle. 

PROPOSITION  XX. 

PROBLÈME. 

Trouver  une  valeur  approchée  du  rapport  de  la 
circonférence,  au  diamètre. 
On  a  vu  plus  haut  que  : 

cire.  R=2TC.R,  et  que  cerc,  R;=t:R'; 
on  en  déduit 

cire.  R  ,  ,  cerc.  R  ,  , 

*  =  -3T'         M         et         *  =  -ÎF-  M 

De  là  résultent  quatre  méthodes  pour  trouver  la  valeur 
de  77. 

Car  si  l'on  considère  la  formule  (i),  on  peut,  connais- 
sant la  longueur  de  la  circuiih-u'ence,  calculer  le  rayon  ,  ou 
bien,  connaissant  le  rayon,  chercher  la  circonférence.  Et 
si  l'on  emploie  la  formule  (2),  on  peut  se  proposer,  connais- 
sant le  rayon,  de  trouver  la  surface  du  cercie;  ou  bien, 
connaissant  l'aire  d'un  cercle,  de  calculer  le  rayon. 
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Nous  n'exposerons  ici  que  la  première  méthode  (*),  et 
nous  nous  proposerons,  par  exemple,  Recalculer  le  rayon 
d'une  circonférence  dont  la  longueur  serait  4. 

Construisons  un  carré,  et  prenons  le  cote  de  ee  carre 
pour  unité,  le  périmètre  sera  4. 

Soient  B.  et  r  le  rayon  et  l'apothème  de  ce  carré,  on  a  :  fi 

a  3 

Maintenant  ce  carré  peut  être  transformé  en  un  octogone 
régulier  de  même  périmèfie,  et  en  appliquant  les  formu- 
les du  problème  précédent,  on  trouvera  pour  le  rayon  et 
l'apothème  de  cet  ociogrme  : 

r  _  i/E±Zl    ,.  _  i±±5. 

8      '  4 

On  calculerait  de  même  les  rayons  R3,  ra  du  polygone 
régulier  isopérimètre  de  16  côtés  ;  et  en  continuant  ainsi, 
on  arriverait  à  un  polygone  dont  le  périmètre  serait  tou- 
jours 4,  et  dont  les  rayons  R„,  ?■„  différeraient  d'aussi  peu 
qu'on  voudrait. 

Or  les  circonférences  décrites  avec  R„  et  ra  sont  l'une 
plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  4  ;  le  rayon  de  la  cir- 
conférence égale  à  4)  est  donc  compris  entre  R„  et  r„,  et 
peut  être  ohtenu  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 

Si  les  rayons  R„,r„  sont  évalués  en  décimales,  il  est 
évident  que  les  décimales  communes  appartiendront  au 
rayon  cherché. 
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Voici  le  tableau  des  valeurs  successives  du  rayon  et  de 
l'apothème,  dans  les  polygones  de  4j  8,  i(ï. .  .  .8192  côtes. 


SOMBRE 

APOTHÈMES. 

RAYONS. 

, 

n  —  o,5oooooo 

R,  =0,7071068           | 

;               8 

rz  =  o,6o35534 

Rj  =  o 

6S3îSi5 

1              ifi 

r5=  o,6a84(74 

R3  =  o 

6407289 

3a 

n  =  o,634573i 

Rj  =  o 

6376435 

64 

î-s  =  o,636io83 

Rs  =  ° 

6^68754 

12S 

!-f.  =  0,6364919 

RB  =  o 

6366836 

a56 

r,=  o,G365S;S 

R;=0 

636635? 

5l2 

l'8=  o,6366ir7 

BB  =  o 

6366ï3j 

1014 

r9=  0,6366177 

RB  =  o 

6366ao7 

S04S 

T,t=  o,6366iga 

Ri^a 

6366199 

4096 

)■,,=  o,6366 195 

R,i=o 

6366  s.  97 

8191 

)'i2=  0,6366196 

Riî=o 

«366196           , 

Ainsi  une  circonférence  égale  à  4  a  pour  rayon 
0,6366196 d'où  il  résulte  que  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  vaut 

i!~f^3,i4i5926 

Ai'diirmVle  avah  trouvé  <27a-  pour  valeur  approchée  deir; 
Metius  a  trouvé  pour  le  même  nombre ,  la  valeur  beaucoup 
plus  approchée  :'{\''.. 
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I.  On  appelle  maximum  la  quantité  la  pli 
celles  <lela  m  Ame  espèce;  minimum  la  plu: 

Ainsi  le  diamètre  du  cercle  est  nr 
lignes  qui  joignent  deux  points  de  la  cîrci 
diculaire  est  un  minimum  entre  toutes  li 
point  donné  à  une  ligne  donnée. 

II.  On  appelle  figures  isopérimètres  cell 
Ires  égiiiix. 

PROPOSITION  I. 


De  tous  les  triangles  formés  avec  deux  cotés  donnés  faisant  en- 
tre  eux  un  angle  à  -nnlonlé  ,  le  injisiiiiimi  est  celui  dans  lequel  les 
deux  calés  donnés  font  un  angle  droit. 

Soient  les  deux  triangles  BAC ,  BAD,  qui  ont  le  côté  AB  com- 
mun,et  le  côté  AC  =  AD;  si  l'angle  BAC  est  droit,  je  dis  que 
le  triangle  BAC  sera  plus  grand  que  le  triangle  BAD,  dans  lequel 
l'angle  en  A  est  aigu  ou  obtus. 

Car  la  base  AB  étant  la  même  ,  les  deux  triangles  BAC ,  BAD , 
sont  comme  les  hauteurs  AC ,  DE  :  mais  !a  perpendiculaire  DE 
est  plus  courte  que  l'oblique  AD  ou  son  égale  AC  ;  donc  le 
triangle  BAD  est  plus  petit  que  BAC. 

PROPOSITION  II. 


Le  cercle  est  plus  grand,  qui:  tonte  figure  plane  isopérimètre. 
i°  Il  est  d'abord  évident  qu'il  y  a  une  infinité  de  figures  d'il 
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périmètre  donné,  qui  ont  diverses  formes  et  diverses  aires  ;  mais 
on  voit  aussi  que  ces  aires  ne  peuvent  croître  indrlininsful, 

I)  y  a  donc  parmi  les  figures  d'un  pi;  ri  m  être  donné  un  ou  plu- 
sieurs maximum. 

a°  Toute  figure  qui  renferme  une  aire  maximum  dans  un  pé- 
rimètre donné  esc  convexe. 


Car  soit  AMBN  une  ligne  fermée  non  convexe;  si  l'on  fail 
tourner  la  partie  rentrante  AME  autour  des  points  A  et  B,  dt 
manière  qu'elle  occupe  la  position  AM'B,  la  figure  ÀM'BN  aura 
même  périmètre  que  la  première,  et  renfermera  une  aire  plu; 
grande. 


3°  Soit  AMBN 
je  dis  que  toute  droite  AB 
tics  égales,  divisi 
car  si  la  portion  ANB  était  pli 
tourner  ANB  autour  de  AB,  de 


un  péi  imêlre  donné  ; 
■iuiètre  en  deux  par- 
>artios  équivalentes; 
tde  que  AMB,  en  faisant 
e  qu'elle  occupe  la  posi- 
tiouAN'B,  la  figure  AK'BN  aurait  ie  même  périmètre  que  AMBN, 
et  aurait  une  aire  plus  grande.  AMBN  ne  serait  donc  pas  un 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  si  AMBN  est  une  fi- 
gure maximum,  AN'BN  en  est  aussi  une;  et  l'on  voit  que  dans 
cette  dernière  figure,  toute  perpendiculaire  NN'  à  AB  est  divisée 
par  cette  ligne  en  deux  parties  égales,  de  sorte  que  les  triangles 
ANBj  AH'B  sont  égaux. 
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10 orrait  agrandir  s 


à  la  graudei 
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5  ANB,  AN'B  n'étaient  pas  droits ,  on 

nôment  l'aire  des  triangles  ANB,  AN'B' 

à  la  grandeur  des  côtés  AN,  NB,  AN',  N'B,  ni 

segments  APN,  NQB  ,  AP'N',  ïï'Q'B;  la  base 

deviendrait  plus  grande ,  sans  que  le  périmètre  changeât,  ce  qui 
est  contraire  à  L'hypothèse;  donc  les  angles  N,  N'  sont  droits; 
d'ailleurs  le  point  N  est  quelconque  sur  la  courbe  ANB;  donc 
celle  ligne  est  une  demi-circonférence. 

Ainsi  l'on  voit  que  si  une  droite  divise  la  figure  maximum  en 
deux  moitiés,  chacune  du  ces  moitiés  sera  un  demi-cercle;  donc 
la  ligure  entière  est  un  cercle. 

PROPOSITION  III. 


Parmi  toutes  les  fleures  planes  qui  ont  la  même  aire,  le  cercle 
a  le  plus  petit  périmètre. 

Car  si  une  ligure  quelconque  dont  l'aire  est  A,  avait  un  péri- 
mètre moindre  que  le  cercle  ayant  la  même  aire,  on  pourrait, 
d'après  le  théorème  précèdent,  la  transformer  en  un  cercle  de 
même  périmètre,  et  d'une  aire  B>  A. 

Ce  second  cercle  aurait  donc  une  aire  plus  grande  que  le  pre- 
mier, et  un  périmètre  moindre,  ce  qui  est  absurde. 

PROPOSITION  IV. 


Tout  jy.dygone  ABCDE  qui  contient  un 
être  transformé  en  un  polygone  connexe,  d'ur, 
ayant  le  même  périmètre  et  un  côté  de  moin; 


e  plus  grande 
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Car  si  l'on  prolonge  AB,  et  qu'on  joigne  tous  les  points  «le  ce 
prolongement  .111  point  D,  la  somme  BI  4-11)  croîtra  d'une  ma- 
nière continue  depuis  JÎD  jusqu'à  l'infini.  Il  y  a  donc  un  point 
I  où  l'on  a  BI  4-  ID  =  BC  +  CD. 

On  obtient  donc  un  polygone  ABIDK,  évidemment  plus  grand 
que  ARCDE,  qui  a  le  même  périmètre,  cl  un  côlé  de  moins. 

PROPOSITION  V. 

1  Hi-OTiJvJIJ'.. 

De  tous  les  polygones  i.mjiénmrtivs  rt  d'un  même  nombre  de 
côtés,  le  polygone  régulier  est  le  plus  grand. 

Nous  allons  prouver  successivement  que  si  un  polygone  n'a 
pas  tous  ses  côtes  égaux ,  et  ses  angles  égaux,  il  ne  peut  être 
maximum  pat-mi  lus  isopérimètres  d'un  mémo  nombre  de  côtés. 


10  Supposons  que  lu  polygone  ABCDE  ait  m  cotes;  et  soit 
AB  <  BC.  Prenons  sur  BC  le  point  M  assez  près  de  C  pour  qu'on 
ait  encore  AB<BM. Faisons  ensuite  l'angle ÀMB'=BÀM;  pre- 
nons MB'  =  AB  et  joignons  AB'.  Le  triangle  ABM  est  égal  an 
triangle  AB'M. 

On  conclut  de  là  que  l'on  pourrait  au  polygone  ÀTïCDE  subs- 
tituer le  polygoneAB'MCDE,satis  changer  le  périmètre  ni  la  sur- 
face; seulement  ce  nouveau  polygone  aurait  m+i  côtés,  et  de 
plus  un  angle  rentrant;  car  AB  étant  plus  petit  que  BM,  on  a 
l'angle  BMA<BAM  ou  B'MA. 

Or  ce  polygone  peut  être  transformé  en  un  autre  de  m  cotés , 
de  même  périmètre,  et  d'une  surface  plus  grande  ;  donc  ATÎCDE 
ne  serait  pas  le  plus  grand  parmi   les  iso périmé  1res  de  m   côtes. 

2°  Supposons  que  dans  le  polygone  ABCDH  de  m  côtes,  on 
ait  l'angle  A>B.  Prenons  un  point  M  assez  voisin  de  B  pour  que 
l'angle  M  AH  soit  plus  grand  que  AMC. 

Faisons  aussi  l'angle  MAB'=rAMB,  prenons  Alt'  — MB  et  joi- 
gnons MB';   le  triangle   MAB'   est  égal  à  ABM;  et  le   polygone 
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AB'MCDH  a  môme  surface  et  même  périmètre  que  ABCDH; 
mais  il  a  m+i  côtés,  et  un  angle  rentrant;  car  AMC  +  AMB 
étant  égal  à  a  droits,  oa  a  MAH  +  MAB'  >  a  droits. 


Donc  ee  polygone  pourrait  être  iransformé  en  un  antre  de  n 
côtés,  de  même  périmètre,  et  d'une  aire  plus  grande;  donc  enfit 
ABCDH  ne  serait  pas  maximum. 

PROPOSITION  VI. 


De  tous  les  polygone-,  d'égale,  stirjnve,  et  d'un  même  nombre  de 
côtés,  le  polygone  régulier  a  le  moindre  périmètre. 

Car  si  un  polygone  irrégulier  de  m  côtés,  dont  l'aire  est  A, 
avait  un  périmètre  moindre  que  le  polygone  régulier  de  même 
aire,  et  du  même  nombre  de  côtés,  on  pourrait  le  transformer 
en  un  polygone  régulier  iàouéiimétre.  de  m  côtés,  ayant  une 
aire  B>A;  ce  .second  polygone  régulier  aurait  donc  le  même 
nombre  de  côtés  que  le  premier,  avec  un  périmètre  moindre,  et 
une  aire  plus  grande ,  ce  qui  est  absurde. 

PROPOSITION  VII. 

■ri!i;.i'>iiK)]j:. 

De  deux  polygones  réguliers  d'égal  périmètre,  celui  qui  a  le 
plus  de  côtes  est  le  plus  grand. 
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En  effet  soit  ABCDEF  un  polygone  régulier  de  6  côtés.  Si 
l'on  prend  un  point  I  sur  l'un  des  côtés,  on  peut  considérer  ce 
polygone  comme  un  polygone  itT<:g;ilit.T  de  7  côtés,  dans  lequel 
les  côtés  IC,  ID  feraient  un  angle  égal  à  deux  droils;  or  ce  poly- 
gone est  moindre  que  le  polygone  régulier  de  7  côtés  et  <iu  même 
périmètre;  donc,  etc. 
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THÉORÈMES  A  DÉMONTRER, 

i.  La  figure  qui  a  pour  sommet?  les  milieux  des  côtés  d'un 
quadrilatère,  est  un  parallélogramme. 

a.  Si  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  équilaté- 
ral|  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  la 
ïommede  ces  perpendiculaires  cat  constante.  .'Examiner  ce  que 
devient  le  théorème  quand  le  point  est  extérieur  au  triangle.) 


3.  Par  le  point  de  contact  A  de  deux  cercles  tangents,  o 
deux  sécantes  quelconques  BB',  CC  :  prouver  que  les  dru 
B'C  sont  parallèles. 

4.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  la 
de  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  auti 
réciproque  est  vraie.) 
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5.  On  suppose  le  cercle  0  tangent  aux  deux  cotés  de  l'angle 
A,  puis  on  mène  uni;  tangente  l.iF.C  terminée  aux  deux  côtés  de 
l'angle  :  prouver,  i°  que  le  périmètre  du  triangle  ABC  est  cons- 
tant, quel  que  soit  le  point  de  l'arc  MEN  par  lequel  on  mène  la 
tangente;  2°  que  l'angle  BOC  est  constant. 

6.  Si  on  joint  deiiA  à  deux  les  pieds  des  trois  hauteurs  d'un 
triangle,  on  forme  un  nouveau  triangle  dans  lequel  les  bissectri- 
ces des  angles  sont  les  hauteurs  du  premier  triangle. 

7.  Les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  et  les  milieux  des 
trois  côtés  sont  sur  une  même  circonférence. 

8.  Étant  donné  un  quadrilatère,  si  Ton  mène  des  cercles  tan- 
gents à  trois  côtés  consécutifs,  les  centres  des  quatre  cercles 
qu'on  obtient  ainsi  forment  un  quadrilatère  inscriptible. 

9.  Les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  inscriptible  se  coupent  à  angle  droit. 

10.  Si  d'un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit  à  un  trian- 
gle, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne  droite. 

11.  On  construit  sur  les  deux  côtés  AB ,  BG  d'un  triangle 
ABC,  les  parallélogrammes  quelconques  AISFE.BCDL;  on  pro- 
longe EF  et  LD  jusqu'en  O,  et  on  tireOB;  enfin  on  construit  sur 
AC  un  parallélogramme  dont  le  côté  adjacent  est  égal  et  parallèle 
à  OB  :  démontrer  que  ce  parallélogramme  est  équivalent  à  la 
somme  des  deux  autres.  (En  déduire  comme  conséquence  le  carré 
de  l'hypoténuse.) 


12.  Les   trois  hauteur.;  d'un  triangle  se  eo 

apent  en  u 

a  méii 

»3.   Les  lignes  qui  joignent  les  sommets  d'i 

lieux  des  côtés  opposés  se  coupent  en  un  nié 

14.  Le  point  de  concours  des  bailleurs  d'i 

in  triangle 
me  point, 
n  triangle, 

le  poil 
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sont  en  ligne  droite;  et  la  distance 
double  de  la  distance  des  deux  de 

!  des  dei» 

•  premiers  poin 

tsest 

i5.  Si  d'un  point  donné  on   ra 
perpendiculaires   entre  elles,    la 

ène  à  un 
somme  dt 

s  carres  des  ci 

Z7s 

sera  constante. 

iG.  Lorsque  trois  cercles  se   et 
cordes  d'intersection  se  coupent  ai 

jITme  p. 

ux  à  deux,  les 

lint. 

trois 

/^7T 

17.  Si  du  point  A,  milieu  de  Tare  BC,  on  mène  les  deux  sécan- 
tes AFD,  AGE,  les  quatre  points  D,  F,  G,  E,  sont  sur  une  même 
circonférence. 

18.  Lorsque  trois  cercles  sont:  tangents  deux  à  deux  ,  les  tan- 
gentes menées  aux  points  de  contact  se  coupent  en  un  même 

ig.  La  somme  des  carrés  des  diagonales  d'un  quadrilatère  est 
double  de  la  somme  des  carres  des  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés. 

20.  Dans  un  triangle  on  mène  nue  suite  de  parallèles  à  la  base, 
et  on  mène  les  diagonales  de  chacun  des  trapèzes  qu'on  forme 
ainsi  :  prouver  que  les  points  de  concours  des  diagonales  de  ces  tra- 
pèzes sont  sur  une  droite  qui  va  du  sommet  au  milieu  de  la  base. 

ai.  Démontrer  que  si  Ton  a  un  quadrilatère  inscrit,  le  pro- 
duit des  perpendiculaires  «baissées  d'un  point  de  la  circonférence 
sur  deux  côtés  opposes,  est  égal  au  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  du  même  point  sur  les  deux  autres  côtes. 

2î.  Si  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  polygone  régulier 
de  m  côtés,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  tous  les  côtés,  la 
somme  de  ces  perpendiculaires  est  égale  à  m  fois  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

i3.  Si  de  tous  les  sommets  d'un  polygone  régulier  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  une  droite  quelconque  passant  par  le 
centre,  la  somme  des  perpendiculaires  qui  tombent  d'un  côté  de 
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cette  droite  est  égale  à  la  somme  des  perpeudiculai 
situées  de  l'autre  côté. 

î.'i.  Démontrer  que  si  l'on  fait  rouler  un  cercle  <1: 
cercle  fixe  de  position  et  de  rayon  double 
deux  cercles  soient   toujours  I  .ingrats,  un  point  queh 
premier  cercle  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne  < 


LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  A  TROUVER. 

i.  Trouver  le  lien  des  points  tels  ([lie  la  somme  des  distances 
de  chacun  d'eux  à  deux  droites  données  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

%.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  Sa  différence  des  dis- 
tances de  chacun  d'eux  à  deux  droites  soit  égale  à  une  ligne 
donnée. 

3.  Lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  passant  par  deux 
points  donnés. 

ii.  Lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  d'un  rayon  donné 
et  tangents  à  une  droite  donnée.' 

5.  Lieu  géométrique  des  (rentres  des  cercles  d'un  rayon  donné 
et  tangents  à.  un  cercle  donné. 

6.  Par  tous  les  points  d'une  circonférence  on  mène  des  droi- 
tes parallèles  entre  elles,  et  on  prend  sur  chacune  une  longueur 
donnée  :  trouver  le  lieu  des  extrémités  de  toutes  ees  droites. 

7.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  passant 
toutes  par  un  point  donné. 

8.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  un 
cercle  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

9.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  chacun  d'eux  sur  les  trois  côtés  d'un  trian- 
gle, soient  en  ligne  droite. 

10.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droi- 
tes sont  dans  un  rapport  donné. 

11.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  îa  diffé- 
rence  des   carrés  de  leurs   distances  à  deux  points   donnés  soit 


,Google 


.   l'tavit  donnés  tlcux  cercles,  trouver  le  lien  des  priiuts  tek 
es   tangentes  tirées   de   ces  points  aux  deux   cercle*  soient 


i3.  On  mène  par  un  point  A  une  droite  AM  terminée  à  la 
circonférence  O,  et  on  divise  cette  droite  au  point  N,  de  sorte 
qu'on  ait  AM  :  AN  :  :  m  :  n  :  trouver  le  lieu  des  points  N. 

14.  Ayant  mené  par  le  point  donné  A,  la  droite  AH  terminée 
ii  la  circonférence  O  ,  on  prend  sur  celte  droite  un  point  N  tel 
que   AMxAN=K*  :  trouver  ie  lieu  des  points  N. 

Résoudre  les  deux  problèmes  précédents  eu  remplaçant,  la 
circonférence  par  une  ligne  droite. 


i5.  Par  un  point  A,  on  mène  une  ligne  Alî  terminée  à  la 
droite  donnée  XY;  on  mène  AC  telle  que  l'angle  BAC  soit  égal 
à  un  angle  donné,  et  que  l'on  ait  :  AB  :  ACv.m'.n,  ou  bien 
AB  X  AC  =  K."  :  trouver  le  lieu  des  points  C, 


t  la  ligne  d 


XY  par  une 
cercles  donnés  sont 


Mêmes  problèmes  en  remplat 
circonférence. 

16.  Trouver  le  lieu  des  points  d'oi 
vus  sous  le  même  angle. 

17.  Sur  deux  droites  rectangulaire 
de  longueur  donnée,  on  demande  îe 
ténuses  des  triangles  ainsi  formés. 

18.  Étant  donné  un  triangle  équilatéral,  trouver  le  lieu  des 
points  tels  que  la  distance  de  l'un  d'eux  à  l'un  des  sommets  du 
triangle  équilatéral  soit  égale  a  la  somme  des  distances  du  même 
point  aux  deux  autres  sommets, 


n  fait  glisser  une  droite 
des  milieux  des  hypo- 
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19.  Par  un  point  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  0,  on  mène 
une  sécante  AC,  et  les  tangentes  aux  points  B  et  C ,  on  demande 
le  lieu  des  pointa  D.(Le  lieu  est  une  droite  DE,  perpendiculaire 
sur  lo  diamètre  passant  par  le  point  A  ;  cette  droite  est  appelée 
la  polaire  du  point  A,  et  ce  point  est  le  pèle  de  la  droite  DE.  ) 

20.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  soit  égale 
à  un  carré  donné. 

a  t  .  Même  problème ,  en  remplaçant  le  triangle  équilatéral  par 
un  polygone  régulier  quelconque. 

îa.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  leurs  distances  aux  côtés  d'un  polygone  régulier  soit  égale  à  un 


PROBLÈMES   A  RÉSOUDRE. 


e  droite  également  distante  de  deux 


2.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver,  sur  la  ligne  ST  , 
un  point  P  tel  que  les  angles  APS ,  BPT  soient  égaux. 

3.  Par  un  point  mener  une  droite  qui  coupe  deux  parallèles, 
et  telle  que  la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  ces  deux  pa- 
rallèles soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

4.  Construire  un  carré,  connaissant  la  différence  entre  la  dia- 
gonale et  le  eôté  du  carré. 

5.  Construire  un  triangle ,  connaissant  la  kise ,  l'angle  opposé 
et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 
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<",.   1  técri ri.'  lui  cercle  d'un  rayon  donne  : 

i°  Passant  par  deux  points; 

rj"  Passant  par  1111  point,  et  tangent  à  une  droite  ; 

3°  Tangent  à  deux  droites; 

.',"  Tangent  à  une  droite  et  à  un  cercle; 

5°  Passant  par  un  point,  et  tangent  à  un  cercle; 

6°  Tangent  à  deux  cercles. 

7.  Mener  dans  un  cercle  une  droite  passant  par  un  point 
donné,  et  telle  que   la  corde  interceptée  soit  égale  à  une   ligne 

8.  Décrire  lui  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  une  droite,  en 
un  point,  donne, 

g.  Construire  uii  cercle  tangent  à  un  cercle  en  un  point  donné, 
et  passant  par  un  point  dénué. 

10.  Construire  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné,  et  dont 
les  côtés  jiassenL  par  trois  points  donnés. 


n.  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent,  me- 
ner, par  un  de  leurs  points  d'intersection,  une  droite  MN,  telle 
que  la  distance  MN  ,  comprise  entre  les  deux  points  d'intersec- 
tion de  cette  droite  avec  les  deux  circonférences,  soit  égale  à  une 
droite  donnée. 

12.  Mener  par  le  point  A  la  droite  MAN,  de  sorte  qu'on  ait 
MA:  AN  :  ;  m  :  n. 

i3.  Mener  par  le  point  A  la  droite  MAN,  de  sorte  que 
A.M  =  AN. 

14.  Étant  données  deux  circonférences,  mener  une  sécante 
parallèle  à  une  ligne  donnée ,  telle  que  la  somme  des  cordes  soit 
égale  à  une  ligne  donnée. 

i5.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  deux  angles  op- 
posés,  les  diagonales  et  leur  angle. 

16.  Étant  donnés   deux  cercles,  trouver  un  point  tel  que  les 
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tangentes  menées  à  ce  cercle  soient  égales,  et  fassent  un  angle 
donné. 

17.  Étant  donnés  l'arc  CD  ,  et  le  diamètre  AB,  trouver  sur  la 
circonferen.ee  un  point  P,  tel  qu'en  tirant  les  droites  PD,PC, 
on  aitOM  =  ON. 


18.  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isocèle: 
somme  de  la  base  et  de  la  hauteur. 

10.   Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes. 

20.  Construire  un  triangle  ,  connaissant  les  trois  hauteurs. 

ai.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  le  péri- 
mètre, ou  bien  les  angles  et  la  surface. 

22.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  op- 
posé, et  le  rapport  îles  deux  autres  côtés. 

a 3.  Construire  un  triangle  ,  connaissant  la  base,  la  hauteur  et 
le  rectangle  des  deux  autres  côtés. 

24.  Deux  droites  étant  données,  qu'on  ne  peut  prolonger  jus- 
cju'à  leur  point  de  concours,  mener  par  un  point  donné,  une 
droite  qui  irait  à  ee  point  de  concours. 

25.  Trouver  dans  un  triangle  un  point  tel  qu'en  le  joignant 
aux  trois  sommets,  le  triangle  soit  partage  eu  trois  triangles 
équivalents. 

26.  Décrire  un  cercle  passant  par  un  point,  et  tangent  à  deux 
cercles  donnés. 

27.  Décrire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

28.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  angles  et  les  dia- 
gonales. 

29.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  cons- 
truire un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  ,  dont  les  trois 
sommets  reposent  sur  ces  circonférences. 

Même  problème,  en  remplaçant  les  circonférences  par  trois 
droites  parallèles. 

30.  Par  un  point  donné  dans  un  angle  mener  une  droite, 
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telle  que  le  produit  des  segments  i 
cône  des  droites  soit  égal  à  un  cai 

3i.  Par  un  point  donné  dans  1( 
droite,  telle  que  les  distances  de  c 
tion  de  la  droite  et  du  cercle,  soit 
de  m  an. 

3a.  Par  un  point  donné  et  pai 
passer  une  circonférence,  telle  qui 
à  une  ligne  doiini'e. 
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jmpris  entre  le  point  et  cha- 
é  donné, 

plan  d'un  cercle,  mener  une 
■  point  aux  points  d'intersec- 
it  entre  elles  dans  le  rapport 

le  centre  d'un  cercle,  faire 
la  corde  commune  soit  égale 
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LIVRE  V. 


DU  PLAN  ET  DE  LA  LIGNE  DROITE, 
DANS  L'ESPACE. 


DEFINITIONS, 


I.  TTtie  ligne  droite  est  perpendiculaire  h  implan,  lors- 
qu'elle est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui  passent 
par  son  pied  dans  le  plan",  Réciproquement  le  plan  est 
'   perpendieulaire  à  la  ligne. 

Lepied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette  ligne 
rencontre  le  plan. 

tf.  Une  ligne  est  parallèle  à  un  plan,  lorsqu'elle  ne 
peut  le  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge 
l'un  et  l'autre.  Réciproquement  le  plan  est  parallèle  à  la 
ligne. 

III.  Deux  plans  sont  parallèles  entre  eux,  lorsqu  ils  ne 
peuvent  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  pro- 
longe l'un  et  l'autre. 

IV.  Pour  représenter  les  plans  dans  les  figures  ,  on  est 
oblige  de  leur  donner  des  limites,  mais  il  faut  toujours  les 
concevoir  indéfinis. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


Une  ligne   droite  ne  peut  être  en  partie   dans  w 
plan,  en  partie  au-dehors. 

Car,  suivant  la   définition  du  plan,   dès    qu'une  lign 
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droite  a  deux  points  communs  avec  un  plan,  elle  est  tout 
entière  dans  ce  plan. 

Scolie,  Pour  reconnaître  si  une  surface  est  plane ,  il  faut 
appliquer  une  ligne  droite  en  différents  sens  sur  cette 
surface,  et  voir  si  elle  touche  la  surface  dans  toute  son 
étendue. 

PROPOSITION  II. 


Par  deux  droites  qui  se  coupent,  un  peut  faire  pas- 
ser un  plan,  et  on  n  en  peut  faire  passer  qu'un  seul. 


Soient  AB,  AC,  deux  droites  qui  se  coupent  :  on  peut 
concevoir  un  plan  où  se  trouve  la  ligne  AB;  si  ensuite  on 
fait  tourner  ce  plan  autour  de  AB,  jusqu'à  ce  qu'il  passe 
par  le  point  C,  alors  la  ligne  AC,  qui  a  deux  de  ses  points 
dans  ce  plan,  y  sera  tout  entière,  et  la  position  du  plan 
sera  déterminée  dans  l'espace. 

Je  dis  en  second  lieu  que  par  les  droites  AB,  AC,  il  ne 
peut  passer  qu'un  seul  plan. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  deux  plans  contenant 
ces  droites,  et  soit  M  un  point  de  l'un  de  ces  deux  plans; 
on  peut  toujours  par  le  point  M,  et  dans  le  plan  qui  con- 
tient ce  point  et  les  deux  droites  AB,  AC,  mener  une  ligne 
qui  rencontre  AB  et  AC  aux  points  D  et  E  ;  or  la  ligne 
DEM  ayant  deux  de  ses  points  sur  les  droites  AB,  AC  sera 
tout  entière  dans  les  deux  plans  passant  par  ces  deux 
droites;  donc  aussi  le  point  M  y  sera  contenu,  et  les  deux 
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plans  ayant  tous  leurs   points  communs  n'en  formeront 
qu'un  seul. 

Corollaire  I.  Un  triangle  ABC  ,  ou  trois  points  A,  B,  C, 
non  en  ligne  droite,  déterminent  la  position  d'un  plan. 

Corollaireïl.  Deux  parallèles  AB,  CD,  déterminent  aussi 
la  position  d'un  plan  ;  car  on  sait  déjà  que  deux  parallèles 
sont  dans  un  même  plan;  et  on  ne  peut  pas  supposer  que 
deux  plans  différents  renferment  ces  deux  droites,  puis- 
que chacun  d'eux  devrait  contenir  deux  points  de  AB  ,  et 
un  point  de  CD,  c'est-à-dire  trois  points  non  en  ligne 
droite, 

PROPOSITION  III. 
TnÉoniiMi-:. 

V intersection  de  deux  plans  est.  une  ligne  droite. 

Car,  si  dans  les  points  communs  aux  deux  plans  on  en 
trouvait  trois  qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite ,  les  deux 
plans  dont  il  s'agit,  passant  chacun  par  ces  trois  points, 
ne  feraient  qu'un  seul  et  même  plan*,  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME, 

Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à  deux  autres 
PB,  PC,  qui  se  croisent  à  son  pied  dans  le  plan  MN, 
elle  sera  perpendiculaire  à  une  divite  quelconque  PQ 
menée  pur  son  pied  dans  le  même  plan,  et  ainsi  elle 
sera  perpendiculaire  au  plan. 
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Menez, dans  le  plan  MN",  une  droite  BC  qui  coupe  les 
trois  droites  PB,  PQ,  PC  ;  prolongez  AP  d'une  longueur 
PA'—  AP,  et  joignez  les  points  A ,  A'  aux  points  B  ,  Q ,  C 

La  ligne  PC  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AA', 
les  obliques  CA,  GA'  sont  égales;  par  !a  même  raison 
BA  =  BA'.  On  conclut  de  là  que  les  triangles  BCA  ,  BGA' 
sont  égaux  comme  ayant  le  coté  BC  commun  ,  et  les  autres 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Si  donc  on  fait  tourner  le 
triangle  BCA'  autour  de  BC  pour  l'appliquer  sur  son  égal 
BCA ,  le  point  A'  tombera  en  A,  et  comme  le  point  Q  ne 
change  pas,  la  ligne  QA'  s'appliquera  exactement  sur  QA. 

La  droite  PQ  est  donc  perpendiculaire  sur  AA',  puisque 
deux  de  ses  points  P  et  Q  sont  également  distants  des  ex- 
trémités de  cette  droite. 

PROPOSITION  V. 


Par  un  point  donné  on  peut  mener  une  perpendicu- 
laire à  un  plan ,  et  on   n'en  peut  mener  qu'une. 


Supposons  d'abord  que  le  point  donné  0  soit  situé  dans 
le  plan  MN. 

Menez  dans  ce  plan  une  ligne  quelconque  AB,  et  abais- 
sez 01  perpendiculaire  sur  cette  droite;  par  la  ligne  AB 
concevez  un  plan  quelconque,  et  menez  dans  ce  plan  CI 
perpendiculaire  sur  AB;  enfin,  dans  le  plan  OIC,  élevez  OG 
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perpendiculaire  sur  01.  OC  sera  perpendiculaire  au  plan 
MN". 

Pour  le  démontrer,  tirons  ,  par  le  point  O,  une  droite 
quelconque  OB  dans  le  plan  MN;  prolongeons  CO  d'une 
longueur  OC'—  OC  ,  et  menons  les  lignes  CB,  C'B,  CI. 

La  ligne  AB  étant  perpendiculaire  aux  deux  droites  IC  , 
10  est  perpendiculaire  au  plan  CIO ,  et  par  suite  à  la  droite 
IC  qui  est  située  dans  ce  plan.  Les  triangles  CBI,  C'BI 
sont  donc  rectangles,  et  sont  égaux;  car  BI  est  commun, 
et  les  côtés  CI,  CI  sont  égaux  comme  obliques  également 
éloignées  du  pied  de  la  perpendiculaire  01. 

On  a  donc  CD  =  C'B;  donc  aussi  BO  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  CC' ;  et  cette  dernière  ligne  étant 
perpendiculaire  aux  deux  droites  OB,  01,  est  perpendi- 
culaire au  plan  MN. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  donné  C  soit 
situé  hors  du  plan  MN  (même  figure). 

Menez,  dans  le  plan,  une  droite  quelconque  AB,  abais- 
sez CI  perpendiculaire  sur  AB  ;  puis  élevez  dans  le  plan 
MN,  10  perpendiculaire  sur  AB  ;  enfin  abaissez  CO  per- 
pendiculaire sur  01  ;  CO  sera  perpendiculaire  au  plan. 

(La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le 
premier  cas.) 
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Par  un  point  O  donné  sur  le  plan  MN,  on  ne  peut 
élever  qu'une  seule  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  car  si  on 
pouvait  en  élever  deux  OA,  OB,  conduisez  par  ces  deux 
droites  un  plan  dont  l'intersection  avec  le  plan  MNsoit  OC, 
Alors  les  deux  droites  OA,  UB  seraient  perpendiculaires 
sur  OC  au  même  point  et  dans  le  même  plan,  ce  qui  est 
impossible. 
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Pareillement,    il    est  impossiblt 
hors  d'un  plan  ,  deux  perpendiculi 


d'abaisser   du 

i  ce  plan;  car  soient 


AP,  AQ  ces  deux  perpendiculaires  ;  le  triangle  APQ  aurait  fi 
deux  angles  droits,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION  VI. 


Par  un  point  on  peut  mener  un  plan  perpenrficu- 
laire  à  une  droite,   et  on.  n'en  peut  mener  qu'un  seul. 

f  Supposons  que  le  point  donné  G  soit  situé  sur  la 
droite  AB.  Menons  deux  plans  par  AB,  et  dans  ces  plans 
élevons  CD  et  CE  perpendiculaires  sur  la  ligne  AB.  Le 
plan  MD ,  conduit  suivant  ces  deux  droites  ,  sera  évidem- 
ment perpendiculaire  à  AB. 


Maintenant  aucun  autre  plan  MH,  passant  par  le  point  C, 
ne  peut  ètre^perpendiculaire  à  AB  ;  car  si  cela  pouvait  avoir 
lieu,  un  plan  quelconque  conduit  par  la  ligne  AB  coupe- 
rait MD  et  MH  suivant  deux  droites  CN,  CG  qui  seraient 
toutes  deux  perpendiculaires  à  AB,  au  môme  point  et  dans 
le  même  plan ,  ce  qui  est  : 
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a"  Supposons  le  point  donnéC  situe  hors  de  la  droite  AB. 

Abaissons  CD  perpendiculaire  sur  AB,  et  dans  un  plan 
passant  par  AB,  élevons  DE  perpendiculaire  sur  cette 
droite.  Le  plan  MN,  conduit  suivant  les  deux  lignes  CD, 
DE,  sera  perpendiculaire  à  AB, 

Enfin  aucun  autre  plan  MP,  passant  par  le  point  C,  ne 
peut  être  perpendiculaire  sur  AB;  car  si  cela  avait  lieu,  le 
plan  ABC  couperait  le  plan  31 P  suivant  une  droite  CG  dif- 
férente de  CD*;  on  pourrait  donc,  du  point  C,  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur   AB. 

Corollaire.  Toutes  les  perpendiculaires,  BC,  BD,  BE, 
élevées  en  un  point  B  de  la  ligne  AB,  sont  dans  un  même 
plan  perpenjiculaire  à  cette  droite. 


En  effet,  le  plan  MN  conduit  par  les  deux  lignes  BC, 
BD,  est  perpendiculaire  sur  AB;  il  suffit  donc  de  prouver 
que  ce  plan  contient  toutes  les  autres  perpendiculaires. 
Or  si  BE  n'était  pas  dans  le  plan  MN,  le  plan  mené  par  les 
deux  droites  AB,  BE,  couperait  MN  suivant  la  droite  BU; 
et  on  aurait  au  même  point  et  dans  un  même  plan  deux 
lignes  BE,  BH  perpendiculaires  sur  AB. 


•  Le  point  G  ho  peut  se  confondre  avec  le  point  D,  puisque,  d'après  le  pre- 

diculiiiro  à  cette  droite. 
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PROPOSITION  VII. 


Si  d'un  point  A,  hors  du  plan  MN,  on  mime  la  per- 
pendiculaire. AT  et  les  obliques  SX),  AC,  AE, 

i°  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute 
oblique. 

2°  Les  obliques  également,  éloignées  de.  la  perpen- 
diculaire,  sont  égales. 

3°  De  deux  obliques  inégalement  éloignées  du  pied 
de  la  perpendiculaire ,  celle  qui.  s'en  écarte  le  plus  est 
la  plus  grande. 

i°  Le  triangle  APC  est  rectangle    en  P,  et  par  suite,  fi; 
l'oblique  AC,  opposée  à  l'angle  droit,  est  plus  grande  que 
la  perpendiculaire  AP, 

2°  Les  angles  APC,  APD  étant  droits,  si  l'on  suppose 
PC=PD,  les  triangles  APC,  APD  auront  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont  égaux,  et  l'on 
auraAC  =  AD. 

3°  Si  la  distance  PE  est  plus  grande  que  PD;  prenons 
PB  —  PD  et  joignons  AB  ;  on  aura  AB  — AD.  Or  AB  est 
plus  petit  que  AE  *,  donc  AD  est  plus  petit  que  AE. 

Corollaire  Toutes  les  obliques  égales  AB,  AG,  AD,  etc., 
aboutissent  à  la  circonférence  BCD,  décrite  du  pied  de  la 
perpendiculaire  P  comme  centre;  donc  étant  donné  un 
point  A  hors  d'un  plan ,  si  on  veut  trouver  sur  ce  plan  le 
point  P  où  tomberait  la  perpendiculaire  abaissée  de  A,  il 
faut  marquer  sur  ce  plan  trois  points  B,  C,  D,  également 
éloignées  du  point  A,  et  chercher  ensuite  le  centre  du 
cercle  qui  passe  par  ces  points;  ce  centre  sera  le  point 
cherché  P. 
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PROPOSITION  VIII. 

TUKOUJ'lME. 

Soà  AP  une  perpendiculaire,  au  plan  MN  et  BC  une 
ligne  située  dans  ce  plan;  si  du  pied  P  de  la  perpendi- 
culaire on  abaisse '  PD  perpendiculaire  sur  BC,  et  qu'on 
/oigne  AD,y<?  dis  que  AD  sera  perpendiculaire  à  BC. 

Prenez  DBz^DC,  et  joignez  PB,  PC,  AB,  AC  :  puisque 
DB  — DG,  l'oblique  PB  — PC;et  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire AP,  puisque  PB=PC,  l'oblique  ABr=AC*; 
donc  la  ligne  AD  a  deux  de  ses  points  A  et  D  également 
distants  des  extrémités  B  et  C;  donc  AD  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  BC. 

Corollaire.  On  voit  en  même  temps  que  BC  est  perpen- 
diculaire au  plan  APD,  puisque  BC  est  perpendiculaire 
à  la  fois  aux  deux  droites  AD,  PD. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

;,  Si  la  ligne  AP  est  perpendiculaire  au  plan  MN , 
toute  ligne  DE  parallèle  à  A  P  sera  perpendiculaire  au 
me'-ne  plan. 

Suivant  les  parallèles  AP,  DE,  conduisez  un  plan  dont 
l'intersection  avec  le  plan  MN  sera  PD  ;  dans  le  plan  MN 
menez  BC  perpendiculaire  à  PD,  et  joignez  AD. 

Suivant  le  corollaire  du  théorème  précédent,  BC  est 
perpendiculaire  au  plan  APDE;  donc  l'angle  BDE  est 
droit:  mais  l'angle  EDP  est  droit  aussi,  puisque  AP  est 
perpendiculaire  à  PD,  ei  que  DE  est  parallèle  à  AP  ;  donc 
la  ligne  DE  est  perpendiculaire  aux  deux  droites  DP,  DB; 
donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur  plan  MN. 

Corollaire  I.  Réciproquement  si  les  droites  AP,  DE  sont 
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perpendiculaires  au  plan  MIS,  elles  seront  parallèles,  car 
si  elles  ne  l  étaient  pas,  conduisez  par  ie  point  D  une  pa- 
rallèle à  AP,  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan 
MN  ;  donc  on  pourrait  par  un  même  point  D,  élever  deux 
perpendiculaires  à  un  même  plan,  ce  qui  est  impossible*.  * 

Corollaire  II.  Deux  lignes  A  et  B,  parallèles  à  une  troi- 
sième C,  sont  parallèles  en  Ire  elles;  car  imaginez  un  pian 
perpendiculaire  à  la  ligne  C.  les  lignes  A  et  B,  parallèles  à 
cette  perpendiculaire,  seront  perpendiculaires  au  même 
plan;  donc  par  le  corollaire  procèdent,  elles  seront  paral- 
lèles entre  elles. 

Il  est  entendu  que  les  trois  lignes  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan  ,  sans  quoi  la  proposition,  serait   déjà  connue. 

PROPOSITION  X. 


Par  un  point  A  on  ne.  peut  mener  dans   l'espace  eg.  n 
qu'une  parallèle  à  la  ligne  CD. 

Car  une  parallèle  à  CD  menée  par  le  point  A,  est  située 
dans  le  plan  qui  passe  par  ce  point  et  par  la  droite  CD;  et 
l'on  sait  que  dans  un  plan  on  ne  peut  mener  parun  point 
donné  qu'une  seule  parallèle  à  une  droite. 

PROPOSITION  XI. 


Si  la  ligne  ÀB  est  parallèle  à  une  droite  CD  menée  %.i 
dans  le.  plan  MN,  elle  sera  parallèle  et  ce  plan. 

Car  si  la  ligne  AB,  qui  est  dans  le  plan  ABCD,  rencon- 
trait le  plan  MN,  ce  ne  pourrait  être  qu'en  quelque  point 
de  la  ligue  CD,  intersection  commune  des  deux  plans  :  or, 
AB  ne  peut  rencontrer  CD,  puisqu'elle  lui  est  parallèle; 
donc  elle  ne  rencontrera  pas  non  plus  le  pian  MN;  donc 
elle  est  parallèle  à  ce  plan  \  **■ 
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Corollaire  I.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  au  plan  MN, 
tout  plan  ABCD  mené  par  AB ,  coupera  MN  suivant  une 
droite  CD  parallèle  à  AB. 

En  effet,  les  droites  AB,  CD  étant  dans  le  même  plan 
ABCD,  si  la  ligne  AB  rencontrait  CD,  elle  rencontrerait 
le  plan  MN,  ce  qui  est  contre  V hypothèse. 

Corollaire  II.  Si,  par  un  point  C  d'un  plan  MN  parallèle 
à  la  droite  AB,  on  mène  une  ligne  CD  parallèle  à  cette 
droite,  cette  parallèle  sera  située  dans  le  plan  MN. 


\.U 


Car  s'il  en  était  autrement,  le  plan  mené  par  la  droite 
AB  et  le  point  C ,  couperait  MN ,  suivant  une  ligne  CE, 
parallèle  à  AB,  et  on  pourrait  par  un  point  mener  deux 
parallèles  à  une  droite. 

PROPOSITION   XII. 


Deux  plans  MN,  PQ,  perpendiculaires  à  une  mène 
droite  AB,  sont  parallèles  entre  eux. 

Car  s'ils  se  rencontraient  quelque  part,  soit  0  un  de 
leurs  points  communs  ,  et  joignez  OA  ,  OB;  la  ligne  AB  , 
perpendiculaire  au  plan  MN,  est  perpendiculaire  à  la  droite 
OA  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  par  la  même  raison 
AB  est  perpendiculaire  à  BO;  donc  OA  et  OB  seraient 
deux  perpendiculaires  abaissées  du  môme  point  0  sur  la 
même  ligne  droite,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  les  plans 
MN,  PQ,  ne  peuvent  se  rencontrer;  donc  ils  sont  paral- 
lèles. 
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PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

Les  intersections  EF ,  GH,  de  deux  plans  parallèles  %.i 
MN,  PQ,par  un  troisième  plan  FG,  sont  parallèles . 

Car  si  les  lignes  EF  ,  GH ,  situées  clans  un  même  plan , 
ne  sont  pas  parallèles,  prolongées  elles  se  rencontreront; 
donc  les  plans  MN,  PQ,  dans  lesquels  elles  sont,  se  ren- 
contreraient aussi  ;  donc  ils  ne  seraient  pas  parallèles. 

PROPOSITION  XIV. 


La  li'-'-iu:  AB,  perpendiculaire  au  plan  MN,  estper-  fig.188. 
pendiculaire  au  plan  PQ,  parallèle  à  MN. 

Ayant  tiré  à  volonté  la  ligne  BC  dans  le  plan  PQ ,  sui- 
vant AB  et  BC,  conduisez  un  plan  ABC  dont  l'intersection 
avec  le  plan  MN  soit  AD,  l'intersection  AD  sera  parallèle 
àBC;  mais  la  ligne  AB  perpendiculaire  au  plan  MN  *iî. 
est  perpendiculaire  à  la  droite  AD;  donc  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  sa  parallèle  BC;  et  puisque  la  ligne  AB 
est  perpendiculaire  à  toute  ligne  BC  menée  par  son  pied 
dans  le  plan  PQ,  il  s'ensuit  qu'elle  est  perpendiculaire  au 
plan  PQ. 

PROPOSITION  XV. 


:nrr.(i[;r.Mi:. 


Deux  plans  À,  B,  parallèles  à  un  troisième  C,  sont 
parallèles  entre  eux. 


a\ 

■     \ 

■\ 

*    \ 

<\ 
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Menez  DF  perpendiculaire  au  plan  C;  cette  droite  est 
perpendiculaire  aux  plans  A  et  B ,  en  vertu  du  théorème 
précédent;  donc  ces  plans  sont  parallèles  comme  étant 
perpendiculaires  à  une  même  droite. 

PROPOSITION  XVI. 


%-iSs. 


Les  parallèles  EG,  Fil,  comprises  entre  deux,  plans 
parallèles  MN,  PQ,  sont  égales. 

Par  les  parallèles  EG,  Fil,  faites  passer  le  plan  EGHF  , 
qui  rencontrera  les  plans  parallèles  suivant  EF  et  GH.  Les 
intersections  EF,  G II ,  sont  parallèles  entre  elles  *,  ainsi 
queEG,  FH;  donc  la  figure  EGHF  est  un  parallélogramme; 
doncEG^FH. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  plan.*  parallèles  .sont, 
partout  à  égale  distance;  car  si  EG  et  FH  sont  perpendi- 
culaires aux  deux  plans  MN,  PQ,  elles  seront  parallèles 
entre  elles*;  donc  elles  sont  égal  us. 

PROPOSITION  XVII, 


Si  deux  angles  CAE,  DBF,  non,  situés  dans  le  même 
plan  ,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  ces  angles  seront  égaux  et  leurs  plans 
seront  parallèles. 

Prenez  AC=BD,  AE=BF,et  joignez  CE,DF,  AB, 
CD,  EF.  Puisque  AC  est  égale  et  parallèle  à  BD,  la  figure 
ABCD  est  un  parallélogramme;  donc  CD  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB.  Par  une  raison  semblable  EF  est  égale  et  pa- 
rallèle à  AB;  donc  aussi  CD  est  égale  et  parallèle  à  EF ,  la 
figure  CEFD  est  donc  un  parallélogramme,  et  ainsi  le  côté 
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CE  est  égal  et  parallèle  à  DF;  donc  les  triangles  CAE, 
BDF  sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  l'angle  CAEizz 
DBF. 

En  second  lieu  je  dis  que  le  plan  ACE  est  parallèle  au 
plan  BDF;  car,  supposons  que  le  plan  parallèle  à  BDF, 
mené  par  le  point  A,  rencontre  les  lignes  CD,  EF,  en  d'au- 
tres points  que  C  et  E,  par  exemple  en  G  et  H  ;  alors,  sui- 
vant la  proposition  xvi,  les  trois  lignes  AB,  GD ,  FH, 
seront  égales  :  mais  les  trois  AB ,  CD  ,  EF ,  le  sont  déjà; 
donc  on  aurait  CD=GD,et  FH=EF,ce  qui  est  absurde; 
donc  le  plan  ACE  est  parallèle  à  BDF. 

Corollaire.  Si  deux  plans  parallèles  MX,  PQ,  sont  ren- 
contrés par  deux  autres  plans  CABD,  EABF ,  les  angles 
CAE,  BDF,  formés  par  les  intersections  des  plans  paral- 
lèles, seront  égaux;  car  l'intersection  AC  est  parallèle  à 
BD%  AE  l'est  à  BF,  donc  l'angle  CAE  =  DBF.  *&. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

Si  trois  droites  AB,  CD,  EF,  non  situées  dans  le  %,r. 
même  plan,  sont  égales  et  parallèles,   les  triangles 
ACF,,  BDF,  formés  de  part  et  d'autre  enjoignant  les 
extrémités  de  ces  droites,  seront  égaux ,  et  leurs  plans 
seront  parallèles. 

Car,  puisque  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD,  la  figure 
ABCD  est  un  parallélogramme  ;  donc  le  coté  AC  est  égal 
et  parallèle  à  BD,  Par  une  raison  semblable  les  côtés  AE , 
BF,  sont  égaux  et  parallèles  ainsi  que  CE,  DF;  donc  les 
deux  triangles  ACE  ,  BDF  ,  sont  égaux  ;  on  prouvera  d'ail- 
leurs, comme  dans  la  proposition  précédente,  que  leurs 
plans  sont  parallèles. 
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PROPOSITION  XIX. 


'j.il.i-:(ii;i:i]j-:. 


,jr.  Deux  droites  conquises  entre,  trois  plans  parallèles, 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles. 

Supposons  que  la  ligne  AB  rencontre  les  plans  paral- 
lèles MX,  PQ,RS,  en  A,E,B,  et  que  la  ligne  CD  ren- 
contre les  mêmes  plans  en  C,  F ,  D  ;  je  dis  qu'on  aura 
AE  :  G  F  D  :  :  B.:FE 

Tirez  AD  qui  rencontre  le  plan  PQ  en  G ,  et  joignez 
AC  ,    EG,  GF,  BD;  les  intersections  EG,  BD  ,  des  plans 

<l3.  parallèles  PQ,  RS ,  par  le  plan  ABD  sont  parallèles  *  ; 
donc  AE  :  EB  ::  AG  :  GD;  pareillement  les  intersections 
AC,GF,  étant  parallèles,  on  a  AG  :  GD  ::  GF  :  FD; 
donc,  à  cause  du  rapport  commun,  AG:GD,  ou  aura 
AE  :  EB  ::  CF  :  FD. 

PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

:âI>  Soit  ABCD  un  quadrilatère  fpwleonque.  .situé  ou  non 
situé  dans  un  même,  plan;  si  on  coupe,  les  cotés  oppo- 
sés proportion/tellement  par  deux  droites  EF  ,  GH,  de 
^rte?ii'ort«^ÂE:EB::DF:FC,^BG:GC-.AH:HD; 
je  dis  que  les  droites  EF,  GH,  se  couperont  en  un 
point  M,  de  manière  qu'on  aura  HM:MG  ::  AE:EB, 
e*EM:MF:.ÀH:HD. 

Conduisez  suivant  AD  un  plan  AMÏeD  qui  ne  passe  pas 
suivant  GH;  par  les  points  E,  B  ,  C,  F,  menez  à  GH  les 
parallèles  Ee ,  B&,  Ce,  F/,  qui  rencontrent  ce  plan  en 
e,  b,  c,  /.  A  cause  des  parallèles  B6,  GH  ,  Ce  ,  on  aura 
4H:He::BG:GC::AH:HD;donc  les  triangles  AH6,  DHc, 
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sont  semblables.  On  aura  ensuite  Ae  :  eb  ::  AE  :  ED  ,  et 
Df:  cf  ::  DF:  FC;  donc  Ae:eb  ::  "Ùf;fc,  ou,  cornponendo, 
Ae  :  Df  ::  Ah  :  De;  mais,  à  cause  des  triangles  semblables 
AH£,DHc,on  a  Ab:~Dc::  AH:  DH;  donc  Ae  :  D/::  AH  :DH: 
d'ailleurs  les  triangles  AH&,  eHD,  étant  semblables,  l'angle 
HAc=HD/;  donc  les  triangles  AHe,  DH/,  sont  sembla- 
bles, donc  l'angle  ÀIIe:=DH/.  Il  s'ensuit  d'abord  que 
elïf  est  une  ligne  droite,  et  qu'ainsi  les  trois  parallèles  Ee, 
GH,  F/,  sont  situées  dans  un  même  pian,  lequel  contien- 
dra les  deux  droites  KF,  GH;  donc  celles-ci  doivent  se  cou- 
per en  un  point  M.  Ensiiùe,  à  cause  des  parallèles  Ee,  M  H, 
F/,  on  aura  EM  :  MF  ::  eH  :  H/  :  :  AH  :  HD. 

Par  une  construction  semblable,  rapportée  au  côte  AB, 
on  démontrerait  que  HM  :  MG  ::  AE  .  EB. 

DÉFINITIONS. 

On  appelle  projection  d'un  point  sur  un  plan,  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan. 


La  projection  d'une  ligne  AMB  sur  un  plan ,  est  la  ligne 
amb  formée  par  les  projections  de  tous  les  points  de  la  ligne 
AMB. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

La  projection  et  une  ligne  évite  sur  un  plan  est  une 
ligne  droite. 


,GoosIe 
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D'un  point  A  de  la  ligne  AB,  abaissons  la  perpendicu- 
laire Aa  sur  le  plan  RS,  et  menons  par  les  droites  AB,  Aa 
un  plan  qui  coupera  RS  suivant  ab. 

Si  par  les  points  M,  N....  de  la  ligne  AB  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  le  plan  RS,  elles  seront  toutes  paral- 
lèles à  Aa,  et  seront  situées  dans  le  plan  BA.a-  elles  ne 
pourront  donc  rencontrer  le  plan  RS  que  sur  la  ligne  ab, 

PROPOSITION  XXII. 

TlIiî'lîl.lUI^. 


L'angle  aigu  ABa  formé  par  la  droite  AB  avec  sa 
projection  Ba  sur  le  plan  MN,  est  moindre  que  l'angle 
ABD,  que  fait  la  même  droite,  avec  toute  autre.  BD, 
passant  par  son  pied  dans  le  plan. 


Prenons  BDr=;B(î,  et  joignons  AD;  les  deux  triangles 
ABa,  ABD  ont  le  côté  AB  commun  ;  déplus  Ba  =  BD  pat 

construction;  mais  le  troisième  côte  Aa  du  premier  trian- 
gle, est  plus  petit  que  le  troisième  côté  AD  du  second 
triangle,  puisque  A  a  est  perpendiculaire  au  plan  MN" ,  et 
que  AD  est  une  oblique;  donc  l'angle  ABs  est  moindre  que 
l'angle  ABD. 
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Scolie  I.  L'angle  aigu  que  fait  une  droite  avec  sa  projec- 
tion sur  un  plan,  étant  l'angle  minimum,  l'angle  obtus  est 
maximum. 

Scolie  IL  L'angle  aigu  que  fait  une  droite  avec  sa  pro- 
jection sur  un  plan ,  en  raison  de  la  propriété  qui  vient 
d'être  démontrée,  est  appelé  angle  de  la  droite  avec  le 
plan. 

PROPOSITION  XXIII. 

Tl-ïmRÈME. 


Étant  données  deux  droites  AB,  CD  non  situées 
dans  un  même  plan;  i°  on  peut  leur  mener  une  per- 
pendiculaire commune;  i°  on  n'enpeut  mener  qu'une; 
3°  die  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 

i"  Par  un  point  A  de  la  droite  AB  ,  menons  AL  paral- 
lèle à  CD;  et  conduisons  par  les  deux  droites  AB ,  AL,  le 
pian  MX  parallèle  à  CD. 


ST 


D'un  point  quelconque  D  pris  sur  CD  abaissons  DH 
perpendiculaire  au  plan  MN,  et  par  le  point  H  menons 
HF  parallèle  à  CD;  enfin  par  le  point  F  tirons  FC  paral- 
lèle à  DH:FC  sera  une  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites. 

Car  FC  étant  parallèle  à  DH  est  perpendiculaire  au  plan  * 
MN*;  elle  est  donc  perpendiculaire  sur  AB  et  surFH;  elle 
l'est  donc  aussi  sur  CD  parallèle  à  FH. 

a"  FC  est  la  seule  perpendiculaire  commune;  car  si  l'on 
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supposait  qu'une  autre  droite  IK  fût  perpendiculaire  sur 
AB  et  sur  CD;  elle  serait  aussi  perpendiculaire  sur  la  droite 
KP  parallèle  à  CD  ;  donc  elle  serait  perpendiculaire  au  plan 
MN;  d'ailleurs  la  ligne  IG  parallèle  à  DH  est  perpendicu- 
laire au  même  plan  ;  on  pourrait  donc  d'un  point  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur  un  plan. 

3"  FC  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites;  car 
soit  IK  une  autre  droite  qui  rencontre  AB  et  CD;  si  l'on 
mène  IG  parallèle  à  DH;  IG  sera  perpendiculaire  à  MN,  et 
sera  plus  petit  que  IK;  or  IG  =  FC;  donc  on  a  FC  <  IK. 

ANGLES  FORMÉS  PAR  LES  PLANS. 

DÉFINITIONS. 

I.  L'inclinaison  plus  ou  moins  grande  de  deux  pians 
qui  se  rencontrent  s'appelle  angle  dièdre. 

L'intersection  des  deux  plans  se  nomme  IWte  de  l'angle 
dièdre  ;  les  deux  plans  qui  îe  forment  en  sont  les  faces. 

On  désigne  un  angle  dièdre  au  moyen  de  quatre  lettres; 
deux  d'entre  elles  servent  à  désigner  l'arête,  et  les  deux 
autres  représentent  les  deux  faces.  On  a  soin  de  mettre  au 
milieu  les  deux  lettres  qui  désignent  l'arête. 

II.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  égaux,  lorsqu'on  peut 
faire  coïncider  leurs  faces. 

III.  L'angle  NAP,  formé  parles  perpendiculaires  NA 
AP,  menées  dans  les  deux  faces  de  l'angle  dièdre  PMAN, 
en  un  même  point  de  l'arête  MA,  est  l'angle  rectiligne 
correspondant  à  l'angle  dièdre. 

L'angle  rectiligne,  ainsi  formé,  est  le  même  en  tous  les 
points  de  l'arête;  car  si  au  point  M,  on  forme  de  même 
l'angle  rectiligne  CMB  ;  les  droites  MC,  AN  seront  parallèles 
comme  étant  situées  dans  un  même  plan ,  et  de  plus  per- 
pendiculaires à  MA,  de  même  MB  est  parallèle  àAP;  donc 
CMB  =  NAP. 
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Lorsqu'un  plan  PB  en  rencontre  un  autre  MN,  il  forme 
avec  celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABM,  PABN. 
Si  ces  angles  adjacents  sont  égaux,  le  plan  PB  est  dit  per- 
pendiculaire sur  MN;  et  les  angles  dièdres  égaux  s'appel- 
lent angles  dièdres  droits.  (Il  sera  démontré  que  tous  les 
angles  dièdres  droits  sont  égaux.) 


PROPOSITION  XXIV. 


THEOHEHE, 


Par  une  droite.  AB  située  dans  le  plan  MN  on  peut 
mener  un  plan  perpendiculaire  à  MN",  et  on  n'en  peut 
mener  çu'un  seul. 

Corollaire.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 


La  démonstration  de  ce  théorème  et  du  corollaire  étant 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  (liv.  ier  pr.  i), 
nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  donner  lui-même. 
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PROPOSITION  XXV. 


TIlIiOliJiMK. 


Tout  plan  qui  en  rencontre  un  autre,  forme  avec  lui 
lieux  angles  dièdres  adjacents  dont  la  somme  vaut 
deux  angles  dièdres  droits. 

Corollaire.  Si  un  plan  est  perpendiculaire  sur  un  autre, 
ce  second  plan  est  perpendiculaire  sur  le  premier.  (Voyez 


PROPOSITION  XXVI, 


■TJlI--.OHi-.llK. 


Si  deux  angles  dièdres  G  A  TU'),  GEFH  sont  égaux, 
leurs  angles  rectilignes  CED,  GFH  seront  égaux. 


En  effet,  pnrti 

nière  que  EF  tombe  sur  AB,  le  point  F  en  B,  et  que  le 
plan  EFG  s'applique  sur  le  plan  ABC;  les  angles  EFG, 
ABC  étant  droits,  FG  prendra  la  direction  BC;  mainte- 
nant, à  cause  de  l'égalité  des  angles  dièdres,  le  plan  EFH 
s'appliquera  sur  ABD,  et  comme  les  angles  EFH,  ABD 
sont  droits,  FH  coïncidera  avec  BD. 

Corollaire  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  rectiligne 
un  angle  droit. 
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Car  quand  un  plan  est  perpendiculaire  sur  un  autre, 
les  angles  dièdres  adjacents  sont  égaux;  les  angles  recti- 
ligues  qui  leur  correspondent  sont  donc  aussi  égaux;  or 
ceux-ci  sont  adjacents,  donc  ils  sont  droits. 

PROPOSITION  XXVII. 

THÉORÈME. 

Deux  angles  dièdres  CABD,  GEFH  sont  entre  eux 
dans  le  même  rapport  que  leurs  angles  rectilignes 
CBD,  GFH. 


ïr 


Supposons  que  les  deux  angles  dièdres  aient  une  com- 
mune mesure,  et  qu'en  divisant  CABD  en  trois  parties 
égales,  GEFH  renferme  4  &e.  ces  parties,  on  aura 

CABD:GEFH::3:4. 

Menons  les  plans  CBD  ,  GFH.  respectivement  perpendi- 
culaires aux  arêtes  AB,  EF;  ces  plans  couperont  les  faces 
de  divisions  suivant  des  droites  BC,  BM,...  FG,  FP,  FR... 
respectivement  perpendiculaires  sur  AB  et  sur  EF;  or  tes 
angles  rectilignes  CBM,  MBN...  GFP,  PFR...  sont  égaux 
comme  correspondants  à  des  dièdres  égaux;  d'ailleurs  CBD 
contient  trois  de  ces  angles ,  et  GFH  en  contient  4  ;  on  a 
donc  aussi:  CBD  :  GFH  :  :  3  :  4. 

donc  enfin         CABD  ;  GEFH  :  :  CBD  :  GFH. 

Si  les  deux  angles  dièdres  n'avaient  pas  de  commune 
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mesure,  on  ferait  voir,  par  le  raisonnement  connu,  que  la 
proportion  subsiste  encore. 

Scoîie.  Il  résulte  île  ce  théorème,  que  si  l'on  veut  me- 
surer un  angle  dièdre  D,  c'est-à-dire,  trouver  le  rapport  de 
D  à  un  angle  dièdre  pris  pour  unité  (le  dièdre  droit,  par 
exemple),  il  suffira  de  chercher  le  rapport  de  l'angle  recti- 
tigne  de  D  à  un  angle  droit. 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉORÈME. 

£g.  t94.  La  ligne  AI'  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  tout 
plan  A  PB,  conduit  suivant  AP,  sera  perpendiculaire 
au  plan  MN. 

Soit  BG  l'intersection  des  plans  AB,  MN  ;  si  dans  le  plan 
MN  on  mène  DE  perpendiculaire  à  BP,  la  ligne  AP,  étant 
perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpendiculaire  à  cha- 
cune des  deux  droites  BG,  DE:  mais  l'angle  APD,  formé 
par  les  deux  perpendiculaires  PA,  VT),  à  l'intersection  com- 
mune BP,  mesure  l'angle  des  deux  plans  AB,MN;  donc, 
puisque  cet  angle  est  droit,  les  deux  plans  sont  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Scolie.  Lorsque  trois  droites,  telles  que  AP,  BP,  DP, 
sont  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  de  ces  droites 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  et  les  trois 
plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

PROPOSITION  XXIX. 

THÉORÈME, 

fis.  10/  S*1  le  plan  A$  est  perpendiculaire  au  plan  MN,  et  que 
dans  le  plan  AB  on  mène  la  ligne  P 'A  perpendiculaire 
à  l'intersection  commune  VRfj'e  dis  que  PA  sera  per- 
pendiculaire au  plan  MN. 
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Car  si  dans  le  plun  MN  on  mène  PD  perpendiculaire  à 
PB,  l'angle  APD  sera  droit,  puisque  les  plans  sont  perpen- 
diculaires entre  eux;  donc  la  ligne  AP  est  perpendiculaire 
aux  deux  droites  PB,  PD;  donc  elle  est  perpendiculaire  à 
leur  plan  MIT. 

Corollaire.  Si  le  plan  ÀB  est  perpendiculaire  au  plan 
MN,  et  que  par  un  point  P  de  l'intersection  commune  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan  MN;  je  dis  que  celte 
perpendiculaire  sera  dans  le  plan  AB  ,  car ,  si  elle  n'y  était 
pas,  on  pourrait  mener  dans  le  plan  AB  une  perpendicu- 
laire AP  à  l'intersection  commune  BP ,  laquelle  serait  en 
même  temps  perpendiculaire  au  plan  MN  ;  donc  au  même 
point  P  il  y  aurait  deux;  perpendiculaires  au  plan  MN;  ce 
qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XXX. 

TJIÉOICÉIIIÎ. 

Si  deux  plans  A  fi  ,  AD ,  sont  perpendiculaires  à  un  %•  '94. 
troisième  MN,  leur  intersection  commune  M' sera  per- 
pendiculaire à  ce  troisième  plan. 

Car  si  par  le  point  P  on  élève  une  perpendiculaire  au 
plan  MN,  cette  perpendiculaire  doit  se  trouver  â  la  fois 
dans  le  plan  AB  et  dans  le  plan  AD  *;  donc  elle  est  leur  *Sy  cor. 


DEFINITIONS. 

I.  On  appelle  angle  solide  ou  polyèdre. ,  la  figure  forr 
par  plusieurs  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

II.  Les  intersections  des  plans  sont  les  arêtes  de  Van 
solide;  le  point  de  concours  des  arêtes  en  est  le  somme 

Les  angles  formés  parles  arêtes  sont  appelés  les  faces 
les  aiijjli  s  plans  dr  l'angle  solide. 


,Google 


j^0  GEOMETRIE. 

III.  Lorsque  le  nombre  des  plans  est  égal^à  trois,  l'angle 
solide  s'appelle  angle  Irièdre. 

IV.  Nous  ne  considérerons  que  des  angles  solides  con- 
vexes, c'est-à-dire,  qui  sont  situés  entièrement  d'un  même 
côté  d'une  de  leurs  laces  prolongées. 


V.  Un  angle  solide  SABCD  étajit  donné,  si  l'on  prolonge 
les  arêtes  SA,  SB...,  au  delà  du  point  S,  on  forme  un 
nouvel  angle  solide  S'A'B'C'D'  qui  est  dit  symétrique  du 
premier. 

Il  est  évident  que  ce  nouvel  angle  solide  a  les  mêmes 
angles  plans,  et  les  mêmes  angles  dièdres  que  le  premier. 
Néanmoins  ces  deux  angles  solides  ne  pourront  pas  en  gé- 
néral être  superposés;  car  si  l'on  fait  coïncider  la  face  D'S'  A' 
sur  son  égale  ASI)  de  manière  que  les  arêtes  des  deux  an- 
gles solides  soient  situées  d'un  même  côté  de  la  face  com- 
mune, on  voit  qu'en  partant  de  l'arête  SD,  et  faisant  le  tour 
des  deux  angles  solides,  les  angles  plans  et  les  angles  diè- 
dres se  présenteront  dans  un  ordre  inverse. 

PROPOSITION  XXXI. 

THKOllKMK. 

Deux  angles  trièdres  sont  égaux  dans  toutes  leurs 
parties^  lorsqu'ils  on!,  an  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune. 
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Soit  ASB  =  DTE,  BSC  =  ETF,  et  le  dièdre  SB  égal  au 
dièdre  TE. 

Faisons  coïncider  l'angle  ASB  sur  son  égal  DTE;  à  cause 
de  l'égalité  des  angles  dièdres  SB  ,  TE  ,  le  plan  ETF  s'ap- 
pliquera sur  le  plan  ESC ,  et  comme  les  angles  ETF ,  BSG 
sont  égaux,  l'arête  TF prendra  la  direction  SC;les  deuxtrîè- 
dres  coïncideront  donc  et  auront  toutes  leurs  parties  égales. 

Si  les  faces  égales  des  deux  trièdrt's  étaient  inversement 
disposées  par  rapport  aux  dièdres  égaux,  on  superposerait 
le  trièdre  T  sur  le  symétrique  de  SABC ,  et  on  serait  con- 
duit à  la  même  conclusion. 

PROPOSITION  XXXII. 

THÉORÈME. 

Deux  trièdre x  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties 
lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  a  deux  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  ASC  =  DTF,  le  dièdre  SA  —  TD,  et  le  dièdre  SG 
=  TF. 

Faisons  coïncider  la  face  DTF  sur  son  égale  ASC;  a 
cause  de  l'égalité  des  dièdres  SA  et  TD,  SC  et  TF,  les  plans 
DTE,  FTE  s'appliquent  respectivement  sur  les  faces  ASB, 
CSB;  donc  l'arête  TE  coïncidera  avec  SB,  et  les  deux  triè- 
dres  coïncidant  auront  toutes  leurs  parties  égales. 
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Si  les  dièdres  égaux  étaient  inversement  placés  par  rap- 
port aux  faces  égales ,  on  superposerait  le  trièdre  T  sur  le 
symétrique  du  trièdre  S,  et  on  arriverait  ainsi  au  même 
résultat. 

PROPOSITION  XXXIII. 

ÏHKORÈME. 

Si  deux  angles-  trièdres  on!,  les  faces  ('gales  chacune 
à  chacune,  las  angles  dièdres  opposés  aux  faces  égales 
seront  égaux  entre  eux. 


Soit:     ASB=DTE,  ASC— DTF,  BSG=ETF. 

Prenons  les  sis  longueurs  égales  SA,  SB,  SC,  TD,  TE, 
TF;  et  tirons  les  lignes  AB,  AC,  BC,  DE,  DF,  EF.  Les 

triangles  isocèles  SAB,  DTE,  sont  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  ;  iî  en  sera  de  même 
des  triangles  SBC,  TEF,  et  aussi  des  triangles  SAC,  TDF. 
Enfin ,  de  l'égalité  de  ces  triangles  ,  résulte  celle  des  trian- 
gles ABC,  DEF,  car  ils  sont  équilatéraux  entre  eux. 

Cela  posé;  par  un  point  M  de  l'arête  SA,  menons  dans 
les  faces  SAB,  SAC,  les  droites  MN,  MP  perpendiculaires 
sur  SA  ;  ces  droites  rencontreront  les  côtés  AB  et  AC,  puis- 
que les  triangles  SAB,  SAC  étant  isocèles,  les  angles  à  la 
base  SAB,  SAC  sont  aigus;  enfin,  tirons  la  droite  NP. 

Maintenant,  prenons  DG  =  A.M,  et  répétons  dans  le  se- 
cond trièdre  la  construction  précédente. 

Les  triangles  rectangles  AftlN,  DG-K  sont,  égaux  comme 
ayant  le  côté  AM  =  DG  et  l'angle  aigu  MANr—GDK;  on 
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en  conclut  AN  =  DK  et  MN  =  GK.  On  verrait  île  même 
que  MP=GH  et  AP— DH. 

On  reconnaît  aussi  que  les  triangles  PAN,  HDK,  sont 
égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux  ;  d'où  l'on  conclut  :  NP=KH.  Donc  enfin,  les  trian- 
gles jVMP,  KGH,  ont  les  trois  côtés  égaux  cliacun  à  chacun; 
donc  l'angle  NMP,  qui  mesure  le  dièdre  SA  ,  est  égal  à 
l'angle  KGH  qui  mestire  ie  dièdre  TD. 

Scolie.  Si  les  deux  angles  solides  ont,  en  outre,  leurs 
faces  sembiablemem  disposées,  ils  seront  égaux  par  super- 
position ;  dans  le  cas  contraire,  ils  seront  symétriques. 

PROPOSITION  XXXIV. 

THÉORÈME. 

i  °  Tout,  point  pris  sur  le  plan,  bis  sac  leur  d'un  angle 
dièdre  est  également  distant  des  deux  faces  de  l'angle 
die  die. 

ia  Tout  point  pris  dans  l'intérieur  d'an  angle,  dièdre, 
hors  du  plan  bissecteur,  est.  inégalement  éloigné  des 
deux  faces. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  taire  la  démonstra- 
tion de  ce  théorème,  qui  est  analogue  à  la  proposition  ar, 
liv.  I. 

Corollaire.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteurs 
des  angles,  dièdres  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

PROPOSITION  XXXV. 

THÉORÈME. 

Si  d'un  point  0,/>ri.s  dans  l'intérieur  d'un  angle  diè- 
dre, on  abaisse  des  perpendiculaires  OA ,  OB  sur  les 
deux  faces,  l'angle  AOB  formé  pur  ces  deux  droites 
sera  le  supplément  de  l'angle  diè.are. 
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En  effet,  le  plan  AOB  est  perpendiculaire  aux  deux  faces 
CDF,  CDE,  et  par  suite  à  leur  intersection  CD;  il  coupera 
donc  les  deux  faces  de  l'angle  dièdre  suivant  deux,  droites 
AI,  BI  perpendiculaires  à  CD;  et  l'angle  AIB  sera  la  me- 
sure de  l'angle  dièdre.  D'ailleurs  le  quadrilatère  OAIB  ren- 
ferme deux  angles  droits  A  et  B;  donc  AOB+AIB^2rtl. 

Remarque.  Si  l'angle  dièdre  était  obtus,  il  pourrait  arri- 
ver pour  certaines  positions  du  point  O,  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  l'une  des  faees  vint  la  rencontrer  sur 
son  prolongement.  Mais  on  peut  facilement  étendre  la  dé- 
monstration précédente  à  ce  cas,  en  remarquant  que  tous 
les  angles  ainsi  formés  en  donnant  au  point  O  différentes 
positions  sont  tous  égaux,  comme  ayant  les  côtés  parallè- 
les et  dirigés  dans  le  même  sens.  Or  si  l'on  place  le  point  O 
dans  le  plan  bissecteur,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
ce  point  sur  les  faces  ne  sauraient  les  rencontrer  dans 
leurs  prolongements.  La  démonstration  précédente  peut 
donc  s'appliquer;  donc  le  théorème  est  vrai  pour  toute 
autre  position  du  point  O. 

PROPOSITION  XXXVI. 

THÉORÈME. 

Se  (Tan point  M  pris  dans  rinl.eri.cur  d'un  angle  triè- 
dre  S,  on  abaL.se  des  perpendiculaires  MP,  MQ,  MB. 
sur  les  faces  ASB,  ESC,  ASC ,  ces  perpendiculaires  for- 
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ment  un  second  irièdre  dont  les  faces  seront  les  sup- 
pléments des  angles  dièdres  du  premier,  et  récipro- 
quement les  faces  du  premier  seront  les  suppléments 

dus  dièdres  du  second. 


En  effet,  d'après  le  théorème  précèdent,  i' angle  PMR, 
formé  par  les  droites  MP,  MB.  perpendiculaires  aux  deux 
faces  ASB,  ASC,  est  le  supplément  de  l'angle  dièdre  SA.  On 
verrait  de  même  que  l'angle  RMQ  est  le  supplément  de 
l'angle  dièdre  SC ,  et  que  l'angle  PMQ  est  le  supplément 
de  l'angle  dièdre  SB. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  de  la  proposition,  re- 
marquons d'abord  que  l'angle  solide  MP11Q  est  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans  l'angle  solide  S. 
Car  tous  les  angle.-!  trièdres  ainsi  formés  auraient  leurs 
faces  égales  et  sernblabiement  placées. 

Cela  posé,  le  plan  P. M  11  perpendiculaire  aux  faces  ASP, 
ASC  est  perpendiculaire  à  leur  intersection  SA;  on  voit  de 
même,  SB  es  t  perpendiculaire  sur  le  plan  PMQ,  et  SC  sur  le 
plan  RMQ.  Enfin  si  le  point  M  a  été  pris  sur  l'intersection 
des  plans  bissecteurs  des  dièdres  SA,  SB,  SC,  les  perpendi- 
culaires MP,  MR.,  MQ  tomberont  dans  l'intérieur  des  angles 
ASB,  ASC,  BSC;  le  point  S  sera  donc  dans  l'intérieur  de 
l'angle  solide  MPRQ;  de  plus  les  droites  SA,  SB,  SC  sont 
perpendiculaires  sur  les  faces  PM.R,  PMQ,  RMQ;  donc, 
d'après  la  première  partie  du  théorème,  les  angles  ASB , 
BSC,  ASC,  sont  les  suppléments  des  dièdres  MP,  MQ,  MR. 
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PROPOSITION  XXXVII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  trièdres  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  cha- 
cun à  chacun, ,  ils  ont  aussi  leurs  faces  égales. 

Soient  S  et  S'  les  doux  trièdres  donnés;  T  et  ï"  leurs 
trièdres  supplémentaires. 

Puisque  S  et  S'  ont  leurs  dièdres  égaux,  les  trièdres  T  et 
T'  auront  leurs  faces  égaies  chacune  à  chacune,  et  par 
suite  leurs  anyles  flièdros  égaux.  Enfin,  les  trièdres  T  et  T' 
ayant  leurs  dièdres  égaux,  Ses  trièdres  S  et  S'  auront  leurs 
faces  égaies. 

Scolie,  Si  les  faces  égales  des  deux  trièdres  sont  sem- 
blablement  disposées,  les  trièdres  seront  égaux  par  super- 
position; autrement,  ils  seront  symétriques. 

PROPOSITION  XXXVIII. 

THÉORÈME. 

fig.195.  Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois  angles  plans 
la  somme  de  deux  quelconques  de  ces  angles  sera  plus 
grande  que  le  troisième. 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  que  lorsque 
l'angle  plan  qu'on  compare  à  la  somme  des  deux  autres 
est  plus  grand  que  chacun  de  ceux-ci.  Soit  donc  l'angle 
solide  S  formé  par  trois  angles  plans  ASB ,  ASC ,  BSC ,  et 
supposons  que  l'angle  ASB  soit  le  plus  grand  des  trois  ;  je 
dis  qu'on  aura  ASB  <  ASC+CSB. 

Dans  le  plan  ASB  faites  l'angle  BSD=BSC  ,  tirez  à  vo- 
lonté la  droite  ADB  ;  et,  ayant  pris  SC:=SD,  joignez 
AC,BC. 

Les  deux  côtés  BS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  BS,  SC  , 
l'angle  BSD  =  BSC;  donc  les  deux  triangles  BSD,  BSC  sont 
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égaux;  donc  BDz=BC.  Maison  a  AB<AG  +  BC;  retran- 
chant d'un  côté  BD,  et  de  l'autre  son  égale  BC,  il  restera 
AD  <  AC.  Les  deux  côtés  AS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  AS, 
SC,  le  troisième  AD  est  plus  petit  que  le  troisième  AC  ; 
donc  l'angle  ASD  <  ASC.  Ajoutant  BSD  =  BSC  ,  on  aura 
ASD  -h  BSD  ou  ASB  <  ASC  +  BSC. 

PROPOSITION  XXXIX. 

THÉORÈME, 

La  somme  des  angles  plans  qui  forment  un  angle 
solide  convexe,  est  toujours  moindre  ([lie  quatre  angles 
droits. 

Coupez  l'angle  solide  S  par  un  plan  ABCDE  qui  rencon-  *&*& 
tre  toutes  les  arêtes;  d'un  point  O  pris  dans  ce  plan  menez 
à  tous  les  angles  les  lignes  OA,  OB,  OC,  OD,  OE. 

La  somme  des  angles  des  triangles  ASB.  I>SC,  etc.,  for- 
més autour  du  sommet  S,  équivaut  à  la  somme  des  angles 
d'un  pareil  nombre  de  triangles  AOB,  BOC,  etc.,  formés 
autour  du  sommet  O.  Mais  au  point  B  les  angles  ABO, 
OBC,  pris  ensemble,  font  l'angle  ABC  plus  petit  que  la 
somme  dus  angles  AJïS ,  SBC  *;  de  même  au  point  C  on  a  *33- 
BCO-f-OCD<BCS  +  SCD;  et  ainsi  à  tous  les  angles  du 
polygone  ABCDE.  Il  suit  de  là  que  dans  les  triangles  dont 
le  sommet  est  en  O,  la  somme  des  angles  à  la  base  est 
moindre  que  la  somme  des  angles  à  la  base  dans  les  triangles 
dont  le  sommet  est  en  S;  donc,  par  compensation,  la 
somme  des  angles  formés  autour  du  point  O  est  plus  grande 
que  la  somme  des  angles  autour  du  point  S.  Mais  la 
somme  des  angles  autour  du  point  O  est  égale  à  quatre 
angles  droits;  donc  la  somme  des  angles  plans  qui  forment 
l'angle  solide  S  est  moindre  que  quatre  angles  droits. 
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PROPOSITION  XL. 

THÉOUÈME. 

i  °  Dans  tout  angle  trièdre.  la  somme  des  trois  dièdres 
est  comprise  entre  a  droits  et  6  droits;  20  le  plus  petit 
(initie,  dièdre,  augmenté  de  deux  droits,  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres. 

1°  Soient  «,&,  c,  les  trois  dièdres  de  l'angle  trièdre  donné, 
et  A,  B,  C,  les  faces  du  trièdre  supplémentaire. 

On  a:        a=n'<  —  A     é^a'1— B     c—s.''— C; 
d'où ,  en  ajoutant 

o  +  J  +  e^ff  —  (A+B  +  C). 

D'ailleurs,  la  somme  A+B  +  C  est  plus  grande  que  zéro, 
et  moindre  que  4Jr;  donc  la  somme  (ï  +  i+c  est  moindre 
que  6  droits,  et  plus  grande  que  2  droits. 

2"  a,  b,  c  étant  les  dièdres  du  trièdre  donné,  et  a  le  plus 
petit;  21'  — a,  2J  —  £,  id  —  c  seront  les  faces  du  trièdre  sup- 
plémentaire, et  2'1  —  a  la  plus  grande;  on  aura  donc,  en 
vertu  du  théorème  38, 

d'où  en  ajoutant  de  part  et  d'autre£  +  e+  a,  et  retran- 
chant 2Sl 

b  +  c  <  i*  +a, 

PROPOSITION  XLI. 

THÉOUÈME. 

Pour  qu'on  puisse  former  un  angle  solide  trièdre 
avec  trois  faces  données ,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  4  droits,  et 
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que  la  plus  grande  soit  plus  petite  que  la  somme  des 
deux  autres. 

Nous  avons  déjà  reconnu  que  ces  conditions  sont  néces- 
saires; il  reste  donc  à  démontrer  qu'elles  sont  suffisantes, 


Soient  BSC,  ASB,  DSC  les  trois  faces  données  que  nous 
supposons  placées  dans  un  même  plan ,  et  soit  BSC  la  plus 
grande. 

Du  point  S  comme  centre  avec  un  rayon  arbitraire  SA, 
décrivons  une  circonférence,  i-x  abaissons  des  points  A  et  D 
les  droites  An,  l.W  perpendiculaires  sur  SB  et  sur  SC. 

L'angle  BSC  étant  le  plus  grand  des  trois,  BC  sera  plus 
grand  que  cbacun  des  arcs  B  A,  CD,  et  comme  B«  =  BA, 
on  voit  que  le  point  a  est  entre  iï  et  C,  et  il  en  est  de  même 
de  d. 

De  plus,  on  a  par  hypothèse     BSC  <  ASB  +  CSD, 
et  par  suite  BC  <  AB  +  CD. 

Donc  puisque     B«~BÀ     et     Gd  =  CD,      le  point  a  est 
sur  l'arc  BC  à  la  droite  de  d. 

Enfin  la  somme  des  trois  faces  données  étant  moindre 
que  4  droits,  le  point  D  sera  placé  à  la  droite  du  point  A, 
sur  Sa  circonférence  parcourue  à  partir  du  point  B,  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche. 

Il  résulte  de  là  que  les  cordes  A  a,  Bd  se  couperont  dans 
l'intérieur  de  la  circonférence. 

Cela  posé,  élevons  au  point  0  une  perpendiculaire  OM 
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au  plan  BSC ,  et  dans  le  plan  IOM,  décrivons  du  pointl 
comme  centre  avec  Al  comme  rayon,  une  circonférence 
qui  coupera  OM  en  un  point  M,  et  joignons  MSj  l'angle 
trièdre  SBMC  sera  formé  avec  les  trois  faces  données. 

En  effet,  joignons  MI  et  MK  ;  les  triangles  AS.I,  MIS  sont 
rectangles  en  I  ;  ils  ont  SI  commun,  et  AI  =:  1M,  donc  ils 
sont  égaux;  etronafangleASI— ISM.  De  même  les  triangles 
rectangles  MSK,  DSK  sont  égaux;  car  le  côté  SK.  est  com- 
mun, et  les  côtés  Sî),  S_M  éj;;iiix  tous  deux  à  SA,  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc  l'angle  MSK.  —  DSK. 

Scolie-  Pour  former  un  angle  trièdre  avec  trois  angles 
dièdres  donnés  a,  b,  c,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme 
soit  comprise  entre  i  droits,  et  6  droiis,  et  que  le  plus  petit, 
augmenté  de  a  droits,  soit  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  autres. 

On  sait  déjà  que  ces  conditions  sont  nécessaires,  et  de 
plus  elles  sont  suffisantes:  r.ar  on  peut  fttciloment  recon- 
naître que  quand  ces  conditions  sont  remplies,  on  peut 
construire  le  trièdre  supplémentaire  avec  les  faces  2a  —  a, 
2d  —  b,  3,"  —  c;  donc,  on  petit  aussi  construire  un  trièdre 
avec  les  angles  dièdres  a.  b.  c. 
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LIVRE  VI. 

LES  POLYÈDRES. 


DEFIMTIOSS. 


I.  On  appelle  solide  polyèdre,  ou  simplement  polyèdre , 
tout  solide  terminé  par  des  plans  ou  des  faces  planes.  (Ces 
plans  sont  nécessairement  terminés  eux-mêmes  par  des  li- 
gnes droites.)  On  appelle  en  particulier  tétraèdre  le  solide 
qui  a  quatre  faces;  hexaèdre  celui  qui  en  a  six  ;  octaèdre 
celui  qui  en  a  huit  ;  dodécaèdre  celui  qui  en  a  douze  ;  ico- 
saèdre  celui  qui  en  a  vingt,  etc. 

Le  tétraèdre  est  le  plus  simple  des  polyèdres;  car  il  faut 
au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  solide  ,  et  ces 
trois  plans  laissent  un  vide  qui,  pour  être  fermé,  exige  a» 
moins  un  quatrième  plan. 

II.  L'intersection  commune  de  deux  faces  adjacentes 
d'un  polyèdre  s'appelle  côté  ou  arête  du  polyèdre. 

III.  On  appelle  polyèdre  régulier  celui  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont  tous 
les  angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  polyèdres 
sont  au  nombre  de  ciim\.( Forez  l'appendice  aux  livres  Vï 
et  Fil.) 

IV.  Le  prisme  est  un  solide  compris  sous  plusieurs  plans 
parallélogrammes,  terminés  de  part  et  d'autre  par  deux 
plans  polygones  egaux  et  parallèles. 

Pour    construire  ce  solide  ,   soit  AIÎCDE  un  polygone  s 
quelconque;  si,  dans  un  plan  parallèle  à  ABC,  on   mène 
les  lignes  FG-,  GH,  HI,  etc.,  égales  et  parallèles  aux  côtés 
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AB,  BC,  CD,  etc.,  ce  qui  formera  le  polygone  FGHIK  égal 
à  ABCDE  ;  si  ensuite  on  joint  d'un  plan  à  l'autre  les  som- 
mets des  angles  homologues  parles  droites  AF,  BG,  CH, 
etc.  ,  les  faces  ABGF  ,  BCHG,  etc. ,  seront  des  parallélo- 
grammes, et  le  solide  ainsi  formé  ABCDEFGH1K  sera  un 
prisme. 

V.  Les  polygones  égaux  et  parallèles  ABCDE,  FGHIK, 
s'appellent  les  bases  du  prisme  ;  les  antres  plans  parallélo- 
grammes pris  ensemble  consument  la  surface  latérale  ou 
convexe  du  prisme.  Les  droites  égales  AF  ,  BG  ,  CH  ,  etc. , 
s'appellent  les  cotés  du  prisme. 

VI.  La  hauteur  d'un  prisme  est  la  distance  de  ses  deux 
bases,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  base 
supérieure  sur  le  plan  de  la  base  inférieure. 

VIL  Un  prisme  est  droit  lorsque  les  côtés  AF,  BG,  etc., 
sont  perpendiculaires  aux  plans  des  bases:  alors  chacun 
d'eux  est  égal  à  la  hauteur  du  prisme.  Dans  tout  autre  cas 
le  prisme  est  oblique ,  et  la  hauteur  est  plus  petite  que  le 
côté. 

VIII.  Un  prisme  est  triangulaire ,  qu.ru!  raugniaire ,  pen- 
tagonal,  hexagonal,  etc.,  selon  que  la  base  est  un  triangle, 
un  quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc. 
i  IX.  Le  prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme,  a 
toutes  ses  faces  parallélo^rammiques  ;  ii  s'appelle  parallé- 
lipipède. 

Le paralléiipipèrh;  est  droit,  lorsque  les  arêtes  sont  per- 
pendiculaires sur  la  base. 

Si  en  outre  la  base  est  un  rectangle,  le  parallélépipède 
est  rectangle  ;  et  l'on  voit  que  dans  ce  cas  toutes  les  faces 
sont  des  rectangles. 

S.  Parmi  les  narylîélipïpède»  rectangles  ,  on  distingue  le 

cube  ou  hexaèdre  régulier,  compris  sous  six  carrés  égaux. 

XL   La  pyramide   est  le  solide   formé  en  joignant  un 

même   point  S    à  tous  les  sommets  d'un    polygone  plan 

ABCDE. 
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Le  polygone  ABGDE  s'appelle  la  basa  de  la  pyramide  , 
le  point  S  en  est  le  .sommai,,  et;  l'ensemble  des  triangles 
ASD,  BSC,  etc.,  forme  la  surface  convexe  ou  latérale  de  la 
pyramide. 

SU.  La  hauteur  de  la  pyramide  est  la  perpendiculaire 
abaissée  dit  sommet  sur  le  plan  de  la  base,  prolongé  s'il 
est:  nécessaire. 

XIII.  La  pyramide  est.  tii.anguh.dre,  qncilratigulaire,  etc., 
selon  que  la  base  est  un  triangle,  un  quadrilatère,  etc. 

XIV.  Une  pyramide  est  régulière,  lorsque  la  base  est 
un  polygone  régulier  ,  et  qu'en  même  temps  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  delà  base  passe  par 
le  centre  de  cette  base  :  celte  ligne  s'appelle  alors  l'axe  de 
la  pyramide. 

XV.  Diagonale  d'un  polyèdre  est  la  droite  qui  joint  les 
sommets  de  deux  angles  solides  non  adjacents. 

XVI.  Nous  appellerons  surface  convexe  une  surface 
courbe  ou  polyédrale,  telle  que  par  chacun  de  ses  points 
on  peut  mener  un  plan  qui  la  laisse  tout  entière  d'un 
même  côté. 

Les  polyèdres  que  nous  considérerons  sont  tels  que  le 
plan  prolongé  d'une  face  quelconque  laisse  tout  le  solide 
d'un  même  côté;  les  surfaces  de  ces  polyèdres  sont  donc 
convexes,  d'après  la  définition  ci-dessus  ,  et  ces  polyèdres 


PROPOSITION  PREMUNI::. 


Deux  polyhlres  convexes  nu  peuvent  avoir  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre  sans  coïncider  l'un  avec. 
l'autre. 

Car  supposons  l'un  des  polyèdre.-;  déjà  construit,  si  on 
veut  en  construire  un  autre  qui  ait  les  mêmes  s 
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en  même  nombre,  il  faudra  que  les  pians  de  celui-ci  ne 
passent  pas  tous  par  les  mêmes  points  que  dans  le 
premier,  sans  quoi  ils  ne  différeraient  pas  l'un  de  l'autre: 
mais  alors  il  est  clair  que  quelques-uns  des  nouveaux 
plans  couperaient  le  premier  polyèdre;  il  y  aurait  des  som- 
mets au-dessus  de  ces  plans,  et  des  sommets  au-dessous, 
ce  qui  ne  peut  convenir  à  un  polyèdre  convexe  :  donc,  si 
deux  polyèdres  ont  les  mêmes  sommets  et  en  même 
nombre,  ils  doivent  nécessairement  coïncider  l'un  avec 
l'autre. 

PROPOSITION  IL 

'JlUÎORli.MK. 

Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  so- 
lide compris  entre  trois  plans  égaux  chacun  à  chacun, 
et  setnblabicment  placés. 

Soit  la  base  ABCDE  égale  à  îa  base  abcde,  le  parallélo- 
.,  gramme ABGF égal  au  parallélogramme abgf,  elle  parallé- 
logramme BCHG  égal  au  parallélogramme  bdig ;  je  dis  que 
le  prisme  ABOI  sera  égal  au  prisme  abci. 

Car  soit  posée  îa  base  ABCDE  sur  son  égale  abcde,  ces 
deux  bases  coïncideront  :  mais  les  trois  angles  plans  qui 
forment  l'angle  solide  B  sont  égaux  aux  trois  angles  plans 
qui  forment  l'angle  solide  b,  chacun  à  chacun,  savoir, 
ABC  =  abc,  ABG  —  abg,  et  GBC  —  gbc;  de  plus  ces  angles 
sont  semblablement  placés  :  donc  les  angles  solides  B  et  b 
sont  égaux,  et  par  conséquent  le  côté  BG  tombera  sur  son 
égal  bg.  On  voit  aussi  qu'à  cause  des  parallélogrammes 
égaux  ABGF,  abgf,  le  côté  GF  tombera  sur  son  égal  gf, 
et  semblablement  GH  sur  gh  ;  donc  la  base  supérieure 
FGHIK  coïncidera  entièrement  avec  son  égale  fghîk,  et 
les  deux  solides  seront  confondus  en  un  seul,  puisqu'ils 
auront  les  mêmes  sommets  *. 
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Corollaire.  Deux  prtsmex  droits  qui  ont  des  base.1;  égales 
et  des  hauteurs  égales  sont  égaux.  Car  avant  le  côté  AB 
égal  à  a!>,  et  la  hauteur  BG  égale  à  bg,  le  rectangle  ABGF 
sera  égal  au  rectangle  abgf;  il  en  sera  de  même  des  rec- 
tangles BGHC,  bghc;  ainsi  les  trois  plans  qui  forment 
l'angle  solide  B  sont  égaux  aus  trois  qui  forment  l'angle 
solide  £.  Donc  les  deux  prismes  sont  égaux. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME, 

Dans  tout  paraUélipiphlc  les  plans  opposés  sont 
ëgau.%  et  parallèles. 

Suivant  la  définition  de  ce  solide,  les  bases  ABCD  ,  V  *>6, 
EFGH,  sont  des  parallélogrammes  égaux,  et  leurs  côtés 
sont  parallèles  :  il  reste  donc  à  démontrer  que  la  même 
chose  a  lieu  pour  deux  faces  latérales  opposées, telles  que 
AEHD,  BFGC.  Or,  AD  est  égale  et  parallèle  à  BC,  puisque 
la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme;  par  une  raison  sem- 
blable AE  est  égale  et  parallèle  à  B  F  :  donc  l'angle  DAE 
est  égal  à  l'angle  CBF  *,  et  le  plan  DAE  parallèle  à  CBF  ;  *  '7,  5. 
donc  aussi  le  parallélogramme  DAEH  est  égal  au  paral- 
lélogramme CLU'G.  On  dcmontrerademêmequeles parallé- 
logrammes opposés  Alil'E.  DCGli.  sont  égaux  et  parallèles. 

Corollaire.  Puisque  le  parallélipipède  estun  solide  com- 
pris sous  six  plans  dont  les  opposés  sont,  égaux  et  paral- 
lèles, il  s'ensuit  qu'une  face  quelconque  et  son  opposée 
peuvent  être  prises  pour  Ses  bases  du  parallélipinède. 

Scolie.  Étant  données  trois  droites,  AB,  AE,  AD,  pas- 
sant par  un  même  point  A,  et  faisant  entre  elles  des  angles 
donnés ,  on  peut  sur  ces  trois  droites  construire  un  paral- 
lélipipède;  il  faut  pour  cela  mener  par  l'extrémité  de  chaque 
droite  un  plan  parallèle  au  plan  des  deux  autres  ;  savoir  , 
par  le  point  B  un  plan   parallèle  à  DAE,   parle  point  D 


,Google 


(86  GÉOMÉTRIE, 

un  plan  parallèle  à  BAE ,  et  par  le  point  E  un  pian  paral- 
lèle à  BAO.  Les  rencontres  mutuelles  de  ces  plans  forme- 
ront le  parallélépipède  demandé. 

PROPOSITION  IV. 


Dans  tout  paralUlijiipe.de.,  les  diagonales  sa  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  imaginons  deux  diagonales  EC,  AG,  menées 
l'une  et  l'autre  par  des  sommeLs  opposés  :  puisque  AE  est 
égale  et  parallèle  à  CG,  la  figure  AEGC  est  un  parallélo- 
gramme ;  donc  les  diagonales  EC ,  AG  ,  se  couperont  mu- 
tuellement en  deux  parties  égaies.  Ou  démontrera  de  même 
que  la  diagonale  EC  et  une  autre  DF  se  couperont  aussi 
en  deux  parties  égales  ;  donc  les  quatre  diagonales  se  cou- 
peront mutuellement  en  deux  pailies égales,  dans  un  même 
point  qu'on  peut  regarder  comme  le  centre  du  paralléii- 
pipède. 

PROPOSITION  V. 


Dans  tout  pris/ne  ABCT  ,  les  sections  NOPQR, 
STVXY,  faîtes  par  des  plans  parai 'lèlrs,  sont  des  poly- 
gones égaux. 

Car  les  côtés  NO,  ST,  sont  parallèles,  comme  étant  les 
in  tersec Lions  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  plan 
ABGF  ;  ces  mêmes  côtés  NO,  ST,  sont  compris  entre  les 
parallèles  NS,  OT,  qui  sont  des  côtés  du  prisme  ;  donc  NO 
est  égal  à  ST.  Par  une  semblable  raison,  les  côtés  OP,  PQ, 
QR,etc,  delà  section  IVOPOJ.l,  soist.égEuix  respectivement 
aux  cotés  TV,VX,XY,eic,  de  la  section  STVXY.  D'ail- 
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leurs  les  côtés  égaux  ct.au t  en  mêrnelcmps  parallèles,  il  s'en- 
suit que  les  angles  NOP,  OPQ,  etc. ,  de  la  première  sec- 
tion, sont  égaux  respectivement  aux.  angles  STV,TVX,  etc.. 
delà  seconde.  Donc  les  deux  sections  KOPQR ,  STVXY, 
sont  des  polygones  égaux. 

Corollaire.  Tonte  section  faite  dans  un  prisme  parallè- 
lement à  sa  base  ,  est  égale  à  cette  base. 

PROPOSITION  VI. 


Le  plan  qui  passe  par  deux  arêtes  o/iposécsFb,  1VH,  fig.  5 
duparallélipipèdc  A  G- ,  décompose  ce.  parall.tdipijie.de en. 
deux  prismes  triangulaires  équivalents. 

Par  les  sommets  B  et  F  menez  perpendiculairement  au 
côté  BF  ,  les  plans  Bade,  Fegji,  qui  rencontreront  d'une 
part  en  a,  d,  c ,  de  l'autre  en  e,  h,  g,  les  trois  autres  cotés 
AE  ,  DIS,  CG,  du  mêineparaliélipipcde;  les  sections  Badc} 
Fekg,  seront  des  parallélogrammes  égaux.  Ces  sections  sont 
égales  ,  parce  qu'elles  sont  faites  par  des  plans  perpendi- 
culaires à  une  même  droite  et  par  conséquent  parallèles  *  ;  «5. 
elles  sont  des  parallélogrammes  ,  parce  que  deux  côtés 
opposés  d'une  même  section  aB,  de,  sont  les  intersections 
de  deux  plans  parallèles  AÏS l''E .  DCGH  ,  par  un  même  plan. 

Par  une  raison  semblable,   la  figure  BofF  est  un  parai  - 
élogramme,  ainsi  que  les  autres  faces  latérales  BFgc,  cdkg, 
adAe,du  solide  )i':dcl:el/.g  :  donc:  c:e  solide  est  un  prisme  *  j  >dil, 
et  ce  prisme  est  droit,   puisque  le  côté  BF   est  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  base. 

Gela  posé  ,  si  par  le  plan  BFHD  on  divise  le  prisme  droit 
B/i  en  deux  prismes  triangulaires  droits  alid/d'h,  BdcFhg; 
je  dis  que  le  prisme  triangulaire  oblique  A1SDEFH  sera 
équivalent  au  prisme  triangulaire  droit  a'ùdeFk. 

En   effet  ces  deux  prismes  ayant,  une  partie  commune 
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ABD/icF,  il  suffira  deprouver  que  les  parties  restantes,  sa- 
voir, les  solides  B&ADc/,  FcEHA  sont  équivalents  entre  eux. 

Or,  à  cause  des  parallélogrammes  ABFE,aBFe,  les  côtés 
AE,  ae,  égaux  à  leur  parallèle  BF,  sont  égaux  entre  eux; 
ainsi,  en  ôtant  la  partie  commune  Ae,  il  restera  Aa  —  Fe. 
On  prouvera  de  même  que  De/— H/<. 

Maintenant,  pour  opérer  la  superposition  (les  deux  so- 
lides BaADd,  FeEHA,  plaçons  la  baseFeAsursonégaleBe^; 
alors  le  pointe  tombant  en  a  ,  et  le  point  h  en  d,  les  côtés 
eE,  hH ,  tomberont  sur  leurs  égaux  «A,  e/D,  puisqu'ils  sont 
perpendiculaires  au  même  plan  Bad.  Donc  les  deux  solides 
dont  il  s'agit  coïncideront  entièrement  l'un  avec  l'autre  ; 
donc  le  prisme  oblique  BADFEH  est  équivalent  au  prisme 
droit  BadFeh. 

On  démontrera  semblablement  que  le  prisme  oblique 
BDCFHG  est  équivalent  au  prisme  droit  BdcFhg.  Mais  les 
deux  prismesdroîts  BadFeh,  Be/t.'F/^sont  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  même  hauteur  BF,  et  que  leurs  bases  Bad, 
Bdc,  sont  moitiés  d'un  même  parallélogramme  *.  Donc 
■  les  deux  prismes  triangulaires  BADFEH,  BDCFHG,  équi- 
valents à  des  prismes  égaux,  sont  équivalents  entre  eux. 
Corollaire.  Tout  prisme  triangulaire  ABDHEF  est  la 
moitié  duparallélipipède  AG,  construit  sur  le  même  angle 
solide  A ,  avec  les  mêmes  arêtes  AB  ,  AD ,  AE, 

PROPOSITION   VII. 


'"  Si  deux  paralUUpipèdes  AG,  AL,  ont  une  base,  corrt' 
muncABCD,  et  que  leurs  bases  supérieures  EFGH  , 
IRLM,  soient  comprises  dans  un  même  plan  et  entre. 

les  mêmes  parallèles  EK,  ML,  ces  deux  pa  rai Iclip'pcdcs 
seront  équivalents  entre  eux. 

Il  peut  arriver  trois  cas,  selon  que  El  est  plus  grand, 
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plus  petit  ou  égal  àEF;  mais  la  démonstration  est  la  même 
pour  tous  :  et  d'abord  je  dis  que  le  prisme  triangulaire 
AEIDHM  est  égal  au  prisme  triangulaire  BFKCGL. 

En  effet,  puisque  AE  est  parafièle  à  BF  et  HE  à  GF, 
l'angle  AEI=BFK,HEI=GFK, et  HEA=:GFB.  De  ces 
sis  angles  les  trois  premiers  forment  l'angle  solide  E,  les 
trois  autres  forment  l'angle  solide  F  ;  donc,  puisque  les  an- 
gles plans  sont  égaux  chacun  à  chacun ,  et  semblablement 
disposés,  il  s'ensuit  que  les  angles  solides  E  et  F  sont 
égaux.  Maintenant,  si  ou  pose  le  prisme  AE  M  sur  le  prisme 
BEL,  et  d'abord  la  base  AEI  sur  la  base  BFK,  ces  deux 
bases  étant  égales  coïncideront;  et  puisque  l'angle  solideE 
est  égal  à  l'angle  solide  F ,  le  côté  Eli  tombera  sur  son 
égal  FG  :  il  n'en  faut  pas  davantage  pour  prouver  que  les 
deux  prismes  coïncideront  dans  toute  leur  étendue  ,  caria 
hase  AEI  et  l'arête  Fil  déterminent  le  prisme  AEM,  comme 
la  base  BFK  et  l'arête  FG  déterminent  le  prisme  BFL  *  ; 
donc  ces  prismes  sont  égaux. 

Mais  si  du  solide  AL  on  retranche  le  prisme  AEM,  il  restera 
le  parallélipipède  AIL;  et  si  du  même  solide  AL  on  retran- 
cheleprismeBFL, il  restera  le  parallélipipède  AEG,  donc  les 
deux  parallélipipèdes  AIL,  AEG,  sont  équivalents  entre  eux. 

PROPosrnoN  vin. 

THÉORÈME. 

Deux  parallélipipèdes  de  même  baseet.de  nicine  hau- 
teur sont  équivalents  entre  eux. 

Soit  ABCD  la  hase  commune  aux  deux  parallélipipèdes 
AG,  AL  ;  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  leurs  hases  supé- 
rieures EFGH ,  IKLM,  seront  sur  le  même  plan.  Déplus  ÉB- 
les  côtés  EF  et  AB  sont  égaux  et  parallèles  ,  il  en  est  de 
même  de  IK  et  AB  ;  donc  EF  est  égal  et  parallèle  à  IK  : 
par  une  raison  semblable  GF  est  égal  et  parallèle  à  LK. 
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Soient  prolonges  les  côtes  EF ,  HG  ainsi  que  LK,  IM 
jusqu'à  ce  que  les  uns  et  les  autres  forment  par  leurs  inter- 
sections le  parallélogramme  NOPQ,  il  est  clair  que  ce  paral- 
lélogramme sera  égal  à  chacune  des  bases  EFGH,  IKLM. 
Or  si  on  imagine  un  troisième  parallélipipède  qui,  avec  la 
même  base  inférieure  A.BCD,  ait  pour  base  supérieure 
NOPQ,  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent  au 
'■  parallélépipède  AG*,puisqueayant  même  base  inférieure  , 
les  bases  supérieures  sont  comprises  dans  un  même  plan 
et  entre  les  parallèles  GQ,  FN.  Par  la  même  raison  ce 
troisième  parallélépipède  serait  équivalent  au  parallélipipède 
AL  ;  donc  les  deux  pandlelipipedcs  AG  ,  AL  ,  qui  ont  même 
base  et  même  hauteur,  sont  équivalents  entre  eux. 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

Joui  parallélipipèdi ■petit  être  changé  en  un  parai! é- 
Upipède  rectangle  équivalent  (jtd  aura  même  hauteur  et 
une  base  équivalente. 

Soit  AGle  piiraliélipipède  proposé;  des  points  A,  B,  C,  D, 
menez  AI,  BK,  CL,  DM,  perpendiculaires  au  plan  de  la 
base  ,  vous  formerez  ainsi  le  parallélépipède  AL  équivalent 
au  parallélipipède  AG ,  et  dont  les  faces  latérales  AK, 
BL,  etc.,  seront  des  rectangles.  Si  donc  la  base  ABGD  est 
un  rectangle,  AL  sera  le  parallélipipède  rectangle  équi- 
valent au  parallélipipède  proposé  AG.  Mais  si  ABCD  n'est 
pas  un  rectangle  ,  menez  AO  et  BN  perpendiculaires  sur 
CD  ,  ensuite  OQ  et  NP  perpendiculaires  sur  la  base  ,  vous 
aurez  le  solide  ABNOIKPQ  qui  sera  un  parallélipipède 
rectangle  :  en  effet,  par  construction  ,  la  base  ABNO  et 
son  opposée  ïKPQ  sont  des  rectangles  ;  les  faces  laté- 
rales en  sont  aussi ,  puisque  les  arêtes  AI ,  OQ ,  etc.,  sont 
perpendiculaires  au  plan  de  la  base  ;  donc  le  solide  AP  est 
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un  parallélipipède  rectangle.  Mais  les  deux  parallélipipèdes 
AP,  AL,  peuvent  èt.ie  censés  avoir  nu'  nu;  base  ABKI  et  même 
hauteur  AO  :  donc  ils  sont  équivalents  ;  donc  le  parallélipi- 
pède AG,  qu'on  avait  d'abord  change  en  un  parallélipipède  fig.2 
équivalent  AL,  se  trouve  de  nouveau  changé  en  un  parai-  Btal 
lélipipècle  rectangle  équivalent  AP,  qui  a  la  même  hauteur 
AI ,  et  dont  la  hase  ABKO  est  équivalente  à  la  hase  ABCD. 

PROPOSITION    X. 

THÉOBÈME. 

Deux parallélipipèdes  rectangles  AG,  AL,  qui  ont  £g.î 
la  même  base.  ABCD,  sont  entre,  eux  comme  leurs  hau- 
teurs AE,  Aï. 

Supposons  d'abord  que  les  hauteurs  AE  ,  AI,  soient  en- 
tre elles  comme  deux  nombres  entiers  ,  par  exemple,  com- 
me i5  est  à  8.  On  divisera  AE  en  i5  parties  égales,  dont 
AI  contiendra  8  ,  et  par  les  points  de  division  x,  y,  z,  etc., 
on  mènera  des  plans  parallèles  à  la  base.  Ces  plans  par- 
tageront le  solide  AG  en  i5  parallélipipèdes  partiels  qui 
seront  tous  égaux  entre  eux ,  comme  ayant  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales  ;  des  hases  égales,  parce  que  toute 
section  comme  MIKL,  faite  dans  un  prisme  parallèlement 
à  sa  hase  ABCD  ,  est  égale  à  cette  base  *  ;  des  hauteurs  *s. 
égales,  parce  que  ces  hauteurs  sont  les  divisions  mêmes 
Ax,  xy ,  72,  etc.  Or,  de  ces  i5  parallélipipèdes  égaux, 
huit  sont  contenus  dans  AL;  donc  le  solide  AG  est  au  so- 
lide AL  comme  iSesl  à  8  ,  ou  en  général  comme  la  hauteur 
AE  esta  la  hauteur  AI. 

Si  les  hauteurs  AE  et  AI  étaient  incommensurables,  on 
prouverait,  comme  il  a  été  dit  (Liv.  II,  pr.  18) ,  que  leur 
rapport  serait  toujours  égal  à  celui  des  parallélipipèdes. 

Remarque.  Dans  un  parallélépipède  rectangle,  si  a,  h  ,  c 
sont  trois  arêtes  contiguès  ,  et  qu'on  prenne  l'une  d'elles 
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pour  la  hauteur,  les  deux  autres  forment  ies  deux  dimen- 
sions de  la  base. 


PROPOSITION  XI. 


Deux  parallêlipipedes  rectangles  P  et  P'  qui  ont  une 
dimension  commune  sont  entre  eux  comme  les  produits 
de  leurs  autres  dimensions ,  ou  autrement  deux  parai- 
lélipipèdes  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases. 

Soient  a,  b,  clés  trois  dimensions  du  parallélépipède 
P  ;  a,  b' ,  c'  celles  de  P', 

Formons  un  troisième  parallélépipède  rectangle  P"  dont 
les  dimensions  soient  a  ,  b,c'. 

Les  parallêlipipedes  Pet  P"  ayant  deux  dimensions  com- 
munes a  et  b  sont  entre  eux  comme  les  hauteurs  c  et  c  ; 


P  :  P"  :  :  c  :  c'. 

Par  la  même  raison  on  a  : 

P"  :  P'  :  :  b  :  V. 
Multipliant  par  ordre  ,  et  divisant  par  P"  les  deux  ter- 
mes du  premier  rapport ,  il  vient: 

P  :  P'.  :  :  b-  X  c  :  b'  X  c\  (i) 

On  sait  d'ailleurs  que  les  bases  B,  B'  des  deux  paralleli- 
pidèdes  sont  entre  elles  comme  les  produits  b  X  c,  b'  X  c'; 
donc ,  aussi  : 

P  :  P'  :  :  B  :  B'.  (a) 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Deux  parallêlipipedes  rectangles  P  et  P'  sont  entre 
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eux  comme,  les  produits  de  leurs  hases  par  leurs  hau- 
teurs ,  ou  comme  les  produits  de  leurs  trois  dimen- 
sions. 

Soient  H  la  hauteur  du  parallélépipède  P,  a  et  b  les  deux 
dimensions  de  la  base  B. 

Soient  de  même    H'  la  hauteur  du    parallélépipède  P' 
a  et  b  les  deux  dimensions  du  la  base  B'. 

Suit  P"  un  troisième  parallélipipède  ayant  pour  hauteur 
H,  et  B'  pour  base. 

Les  parallélipipèdes  P  et  P"  ayant  même  hauteur,  on  a 
d'après  le  théorème  précèdent  : 

P:P"  ::B;  B'. 
Les  parallélipipèdes  P"  et  P'  ayant  même  base,  on  a*: 

P"  :  P'  ::H:  H'. 
Multipliant  par  ordre   et  divisant  les  deux  ternies    du 
premier  rapport  par  P",  il  vient  : 

P  :  F  :  :  B  x  H  :  B'  x  H'  (i). 

On  sait  d'ailleurs  que  les   bases  B  et  B'  sont  entre  elles 
comme  les  produits  a  X  b  ,  a    X  b'. 

On  a  donc  :  BxH  :  B'xH'  :  :  aXixH  :  Xa'xi'xH'; 
d'où  l'on  conclut,  à  cause  du  rapport  commun, 

P  :  F  :  :  axJxH  :  fl'xi'xfl'.  (a> 

MESURE  ru  pAiiAr.î.èr.[i'iri:nE  rectangle. 


Mesurer  un  par;ill(;lipij)èdc  rectangle  P,  c'est  trouver  son 
rapport  à  un  certain  parallélipipède  rectangle  P'  pris  pour 
unité. 

Or  la  proportion  (2)  montre  que  pour  obtenir  ce  rap- 
port, il  faut  évaluer  a,  b,  H,  a',  h'  H'  avec  une  même 
unité  linéaire,  et  diviser  le  produit  des  trois  premiers 
nombres  par  le  produit  des  trois  autres. 
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Le  calcul  se  simplifie  beaucoup  en  prenant  pour  unité 
de  volume  P',  le  cube  dont  le  côté  est  l'unité  linéaire;  car 
alors  les  nombres  qui  représentent  a,  b' ,  H'  se  réduisent 
à  l'unité,  et  la  proportion  (a)  devient  : 

P:  P':  :  axby.   II  :  i  ; 
d'où  l'on  voit   que  la.  mesure  du  parallélipipède  rectangle 
est  égale  au  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Remarquons  que  le  produit  «  X  &  indique  combien  de 
fois  la  base  B  du  parallélipipède  P  contient  le  carré  fait 
sur  l'unité  linéaire. 

La  mesure  du  parallélipipède  rectangle  est  donc  aussi 
égale  au  produit  de  su  base  par  sa  bailleur  (en  prenant  pour 
unité  de  surface  le  carré  fait  sur  l'unité  de  longueur,  et 
pour  unité  de  volume  le  cube  construit  sur  cette  même 
unité). 

Applications.  —  i"  Soient  «  =  2n,,5r,  £r=3m,25  , 
H=am,45j  la  mesure  du  parallélipipède  sera 
2,5ix3,25x2,45  ou  19,985875. 
Le  volume  du  parallélipipède  contiendra  donc  19  met.  eub., 
plus  985875  millionièmes  de  mètre  cube;  ou  bien 
ig  mètres  cubes,  y 8 5  décimètres  cubes,  8j5  centim.  cubes. 
Car  le  décimètre  cube  est  la  millième  partie  du  mètre 
cube ,  et  le  centimètre  cube  en  est  la  millionième  partie. 

2°  Soit  B  — a5,5i,  et  H—  12, 5;  la  mesure  du  parallé- 
lipipède sera     25, 5i  X  12, 5,    ou  318,875;  le  volume  du 

parallélipipède  rectangle  sera  donc  318,875. 

PROPOSITION  XIII. 

TinioniiMiï. 

La.  solidité {*)  d'un  parulléUpipèdc ,  et.  eu  général,  la 
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solidité  d!  un  pri sine  (jurlconque,  est  éqafn  au  produit  de 
sa  base,  par  sa  hauteur. 

Car  i"  un  parallélipipède  quelconque  est  équivalent  à  un 
parallélipipède  rectangle  de  même  hauteur  et  de  base  équi- 
valente*.  Or,  la  solidité  de  celui-ci  est  égale  à  sa  hase* 
multipliée  par  sa  hauteur;  donc  la  solidité  du  premier  est 
pareillement  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur, 

2°  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  parallélipi- 
pède  construit  de  manière  qu'il  ait  la  même  hauteur  et 
une  hase  double*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est  égale  à  sa  * 
base  multipliée  par  sa  hauteur;  donc  celle  du  prisme  trian- 
gulaire est  égale  au  produit  de  sa  hase,  moitié  de  celle  du 
parallélipipède,  multipliée  par  sa  hauteur. 

3"  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  autant  de 
prismes  triangulaires  de  même  hauteur  qu'on  peut  former 
de  triangles  dans  le  polygone  qui  lui  sert  de  hase.  Mais  la 
solidité  de  chaque  prisme  triangulaire  est  égale  à  sa  base 
multipliée  par  sa  hauteur;  et  puisque  ta  hauteur  est  la 
même  pour  tous  ,  il  s'ensuit  que  la  somme  de  tous  les 
prismes  partiels  sera  égale  à  la  somme  de  tous  les  triangles 
qui  leur  servent  de  bases,  multipliée  par  la  hauteur  com- 
mune. Donc  la  solidité  d'un  prisme  polygonal  quelconque 
est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  on  compare,  deux  prismes  qui  ont  même 
hauteur,  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs  seront 
comme  les  bases  ;  donc  deux  prismes  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases;  par  une  raison  semblable, 
deux  prismes  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

Si  une  pyramide  SABCDE  est  coupée  par  un  plan  fi 
abd  parallèle  à  sa  base , 
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i°  Les  côtés  SA,  SE,  SC,....  et  la  hauteur  SO,  se- 
ront  divisés  proportionnellement  en  a,  b,   c,..  et  o; 

a"  La  section  abcde  sera  un  polygone  semblable  à 
la  base  A  ISCDE. 

Car  i°  ies  plans  ABC,  abc,  étant  parallèles  ,  leurs  inter- 
sections AB,  ab,  pSr  un  troisième  plan  SAB,  seront  paral- 
;.  lèles  *j  donc  les  triangles  SAB,  Sab,  sont  semblables,  et  on 
a  la  proportion  SA  ;  Sa:  :  SB  :  Sb  ;  on  aurait  de  même  SB; 
Sb  :  :  SC  :  Se,  et  ainsi  de  suite.  Donc  tous  les  côtés  SA, 
SB,  SC,  etc.,  sont  coupés  proportionnellement  en  «,  h  , 
c  ,  etc.  La  hauteur  SO  est  coupée  dans  la  même  proportion 
au  point  o;  car  BO  et  bo  sont  parallèles,  et  ainsi  on  a 
SO  :  So  :  :  SB  :  Sb. 

2°  Puisque  ab  est  parallèle  à  AB,  bc  à  BC,  cd  à  CD,  etc., 
l'angle  aie  =  ABC,  l'angle  Acrf=BCD,  et  ainsi  de  suite.  De 
plus,  à  cause  des  triangles  semblables  SAB,  Sab,  ou  a  AB  : 
ab:  :SB:Sb;  et  à  cause  des  triangles  semblables  SBC, 
Sic,  on  a  SB  :  SA  :  :  BC  :  bc;  donc  AB  :  ab  :  :  BC  :  bc;  on 
aurait  de  même  BC  :  bc  :  :  CD  :  cd,  et  ainsi  de  suite.  Donc 
les  polygones  ABCDE,  abcde. ,  ont  les  angles  égaux  chacun 
à  chacun  et  les  eûtes  homologues  proportionnels;  donc  ils 
sont  semblables. 

Corollaire.  Soient  SABCDE,  SXYZ,  deux  pyramides 
qui  ont  même  hauteur,  et  dont  les  bases  sont  situées 
dans  un  même  plan  ;  si  on  coupe  ces  pyramides  par 
un  même  plan  parallèle  au  plan  des  bases,  et  qu'il  en 
résulte  ies  sections  abcde,  xyz,  je  dis  que  les  sections 
abcde,  syz,  seront  entre  elles  comme  les  bases  ABCDE, 
XYZ. 

Car  les  polygones  ABCDE,  abcde,  étant  semblables, 
leurs  surfaces  sont  comme  les  carrés  des  côtés  homolo- 
gues AB,  ab;  mais  AB  :  ab:  :  SA  :  Sa;  donc  ABCDE: 

abcde  :  :  SA  :  Sa.  Par  la  même  raison,  XYZ  :  xyz  :  :  SX  :  Sx. 
Mais 'puisque  abcxyz  n'est  qu'un  même  plan,  on  a  aussi 
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SA  :  Sa  :  :  SX  :  &r;  donc  ABCDE  :  abcde  :  :  XYZ  :  xyz\ 
donc  les  sections  abcde,  xyz,  sont  entre  elles  comme  les 
bases  ABCDE,  XYZ.  Donc  si  les  bases  ABCDE,  XYZ  sont 
équivalentes,  les  sections  faites  à  égale  hauteur  sont  pareil- 
lement équivalentes. 

PROPOSITION  XV. 

théorème. 

Deux  py rai n  ides  triangulaires  qui  ont  des  bases 
équivalentes  et  des  hauteurs  égales  ,  sont  équiva- 
lentes. 

Soient  SABC,  sale  les  deux  pyramides  dont  les  bases  H- 5 
ABC,  abc,  que  nous  supposons  placées  sur  un  même  plan, 
sont  équivalentes  et  qui  ont  même  hauteur  TA;  si  ces  py- 
ramides ne  sontpas  équivalentes  ,  soit  sabc  la  plus  petite, 
et  soit  Ax  la  hauteur  d'un  prisme  qui,  étant  construit  sur 
la  base  A.BC  ,  serait  égal  à  leur  différence. 

Divisez  la  hauteur  commune  AT  en  parties  égaies  plus 
petites  que  Ax,  et  soit  &  une  de  ces  parties;  par  les  points 
de  division  de  la  hauteur,  faites  passer  des  plans  parallèles 
au  plan  des  bases;  les  sections  laites  par  chacun  de  ces 
plans  dans  les  deux  pyramides,  sero ni:  équivalentes  *,  telles  * 
que  Dl'.'S  et  de/',  GïîT  et  %!d,  etc.  Cela  posé,  sur  les  trian- 
gles ABC,  DEF,  GUI,  etc.,  pris  pour  bases,  construisez 
des  prismes  extérieurs  qui  aient  pour  arêtes  les  parties 
AD,  DG,  GK,  etc.,  du  coté  SA;  de  même  sur  les  triangles 
def ,  ghi,  Mm,  etc.,  pris  pour  hases,  construisez  dans  la  se- 
conde pyramide  des  prismes  intérieurs  qui  aient  pour 
arêtes  les  parties  correspondantes  du  côté  .ra;tous  ces 
prismes  partiels  auront  pour  hauteur  commune  k. 

La  somme  des  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC 
est  plus  grande  que  cette  pyramide;  la  somme  des  prismes 
intérieurs  de  la  pyramide  sabc  est  plus  petite  que  cette  py- 
ramide; donc  par  ces  deux  raisons  la  différence  entre  les 
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deux  sommes  cîe  prismes  devra  être  plus  grande  que  la 
diifi-li'oiici;  nurii  les  deux  pyramides. 

Or  à  partir  des  hases  ABC,  abc,  le  second  prisme  exté- 
rieur DEFG  est  équivalent  au  premier  prisme  intérieur 
defa  ,  puisque  leurs  bases  DEF,  de/,  sont  équivalentes  et 
qu'Us  ont  une  même  hauteur  k  ;  sont  équivalents  par  la 
même  raison  le  troisième  prisme  extérieur  GHIK  et  le  se- 
cond intérieur  ghid,  le  quatrième  extérieur  et  le  troisième 
intérieur;  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  des  uns  et  des 
autres.  Donc  tous  les  prismes  extérieurs  île  la  pyramide 
SABG,  à  l'exception  du  premier  ABCD,  ont  leurs  équiva- 
lents dans  les  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc.  Donc 
le  prisme  ABCD  est  la  différence  entre  la  somme  des  pris- 
mes extérieurs  de  la  pyramide  SABC  et  la  somme  des 
prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc  ;  mais  la  différence 
de  ces  deux  sommes  est  plus  grande  que  la  différence  des 
deux  pyramides;  donc  il  faudrait  que  le  prisme  ABCD  fût 
plus  grand  que  le  prisme  ABCX;  or  au  contraire  il  est  plus 
petit,  puisqu'ils  ont  une  même  hase  ABC,  et  que  la  hau- 
teur k  du  premier  est  moindre  que  la  hauteur  Ax  du  se- 
cond. Donc  l'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir 
lieu  ;  donc  les  deux  pyramides  SABC,  .iabc,  de  bases  équi- 
valentes et  de  hauteurs  égales,  sont  équivalentes. 

PROPOSITION  XVI. 


Toute  pyramide  triangulaire  est  le  tiers  du  prisme 
triangulaire  de  même  base  et  de  même  hauteur. 
i_       Soit  SABC  une  pyramide  triangulaire,  ABCDES un  prisme 
triangulaire  de  même  hase  et  de  même  hauteur  ;  je  dis  que 
la  pyramide  est  le  tiers  du  prisme. 

Retranchez  du  prisme  la  pyramide  SABC,  il  restera  le 
solide  SACDE,  qu'on  peut  eonsidérer  comme  une  pyra- 
mide quadrangulaire  dont  le  sommet  est  S,  et  qui  a  pour 
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base  !e  parallélogramme  ÂCDE;  tirez  la  diagonale  CE  et 
conduisez  le  plan  SCE  qui  partagera  la  pyramide  qnadran- 
gulaire  en  deux  pyramides  triangulaires  SÀCE,  SDCE, 
Ces  deux  pyramides  ont  pour  hauteur  commune  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  S  sur  le  plan  ACDE: 
elles  ont  des  bases  égales,  puisque  les  triangles  ACE,  DCE, 
sontles  deux  moitiés  du  même  parallélogramme;  donc  les 
deux  pyramides  SACE,  SDCE,  sont  équivalentes  entre 
elles;  maïs  la  pyramide  SDCE  et  la  pyramide  S  ARC  ont  des 
bases  égales  ABC,  DES;  elles  ont  aussi  même  hauteur, 
car  celte  hauteur  est  la  distance  des  plans  parallèles  ARC. 
DES.  Donc  les  deux  pyramides  SA1ÏC  ,  SDCE,  sont  équiva. 
lentes  ;  mais  on  a  démontré  que  la  pyramide  SDCE  est 
équivalente  à  la  pyramide  SACE;  donc  les  trois  pyramides 
SARC,SDCE,  SACE,  qui  composent  le  prisme  ABDsont 
équivalentes  entre  elles.  Donc  la  pyramide  SABC  est  le  tiers 
du  prisme  ABD  qui  a  même  base  et  même  hauteur. 

Corollaire.  La  solidité  d'une  pyramide  triangulaire  est 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

PROPOSITION  XVII. 

THjiOKÈME. 

Toute  pyramide  SA  BCDE    a  pour   mesure  le  tiers  B 
du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  AO. 

Car  en  faisant  passer  les  plans  SER ,  SEC,  par  les 
diagonales  EB ,  EC ,  on  divisera  la  pyramide  polygonale 
SABCDE  en  plusieurs  pyramides  triangulaires  qui  auront 
toutes  !a  même  hauteur  SO.  Mais  par  le  théorème  précé- 
dent chacune  de  ces  pyramides  se  mesure  en  multipliant 
chacune  des  bases  ABE,  BCE,  CDE,  par  le  tiers  de  sa  hau- 
teur SO;  donc  la  somme  des  pyramides  triangulaires,  ou 
la  pyramide  polygonale  SABCDE,  aura  pour  mesure  la 
somme  des  triangles  ABE,  RCE,  CDE,  ou  le  polygone 
ABCDE,  multiplié  par  i  SO  ;  donc  toute  pyramide  a  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur. 
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Corollaire  I.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de 
même  hase  et  de  même  hauteur, 

Corollaire  II.  Deux  pyramides  de  même  hauteur  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases,  et  deux  pyramides  de  même 
base  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Scolie.  On  peut  évaluer  la  solidité  de  tout  corps  po- 
lyèdre en  le  décomposant  en  pyramides,  et  cette  décom- 
position peut  se  faire  de  plusieurs  manières  :  une  des  plus 
simples  est  de  faire  passer  les  plans  de  division  par  le 
sommet  d'un  même  angle  solide;  alors  on  aura  autant  de 
pyramides  partielles  qu'il  y  a  de  faces  dans  le  polyèdre, 
excepté  celles  qui  forment  l'angle  solide  d'où  partent  les 
plans  de  division. 

Ces  pyramides  elles-mêmes  pourront  être  décomposées 
eu  tétraèdres,  en  divisant  leurs  hases  en  triangles. 

PROPOSITION  XVIII. 


Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle 
à  sa  base,  le  tronc  qui  reste  en  étant  la  petite  pyra- 
mide, est  égala  la  somme  de  trois  pyramides  qui  au- 
raient pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc  , 
et  dont  les  bases  seraient  la  base  inférieure  du  tronc, 
sa  base  supérieure,  et  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  bases. 

Soit  ABCDE  une  pyramide  coupée  par  le  plan  abd  pa- 
rallèle à  la  hase;  soit  TFGII  une  pyramide  triangulaire 
dont  la  hase  et  la  hauteur  soient  égales  ou  équivalentes  à 
celles  de  la  pyramide  SABCDE.  On  peut  supposer  les  deux 
bases  situées  sur  un  même  plan  ;  et  alors  le  plan  abd,  pro- 
longé,déterminera  dans  la  pyramide  triangulaire  une  section 
fgh,  située  à  la  même  hauteur  au-dessus  du  plan  commun 
des  bases  :  d'où  il  résulte  que  la  section  fgh  est  à  la  sec- 


,Google 


LIVRE    VI. 


tion  abd  comme  la  base  FGH  est  à  la  base  ÀBD*;  et  puis-  * 
que  les  bases  sont  équivalentes,  les  sections  le  seront 
aussi.  Les  pyramides  Sabcde  ,  1/gh,  sont  donc  équiva- 
lentes, puisqu'elles  ont  même  hauteur  et  des  bases  équi- 
valentes. Les  pyramides  entières  SABCDE,  TFGH,sont 
équivalentes  par  la  même  raison;  donc  les  troncs  kSDdab, 
YGlUifg,  sont  équivalents,  et  par  conséquent  il  suffira  de 
démontrer  la  proposition  énoncée,  pour  le  seul  cas  du 
tronc  de  pyramide  triangulaire. 

Soit  FQH/ifg  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases 
parallèles  :  par  les  trois  points  F,g-,  H  ,  conduisez  le  plan 
Fg"H,  qui  retranchera  du  tronc  la  pyramide  triangulaire 
gFGÏL.  Cette  pyramide  a  pour  base  la  base  inférieure  FGH 
du  tronc;  elle  a  aussi  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc, 
puisque  le  sommet  g  est  dans  le  plan  de   la  base  supé- 

Après  avoir  retranché  celte  pyramide,  il  restera  la  py- 
ramide quadrangu taire  gfhHF,  dont  le  sommet  est  g  et  la 
base/MtF.  Parles  trois  poins/j  g,  H,  conduisez  le  plan 
fgH,  qui  partagera  la  pyramide  quadranpulaïre  en  deux 
triangulaires  gY/U,  gf/i.\L  Cette  dernière  a  pour  base  la 
base  supérieure  gj'k  du  tronc,  et  pour  hauteur  la  hauteur 
du  tronc,  puisque  son  sommet  TI  appartient  à  la  base  in- 
férieure :  ainsi  nous  avons  déjà  deux  des  trois  pyramides 
qui  doivent  composer  le  tronc. 

Il  reste  à  considérer  la  troisième  gFfH.  :  or,  si  on  mène 
gK  parallèle  à  f¥,  et  qu'on  imagine  une  nouvelle  pyramide 
/FHK,  dont  le. sommet  est  K,  et  la  hase  F/H,  ces  deux 
pyramides  auront  même  hase  F /"H;  elles  auront  aussi 
même  hauteur,  puisque  les  sommets  g  et  K  sont  situés 
sur  une  ligne  ^K  parallèle  à  F/,  et  par  conséquent 
parallèle  au  plan  de  la  hase;  donc  ces  pyramides  sont  équi- 
valentes. Mais  la  pyramide  yFKH  peut  être  considérée 
comme  ayant  son  sommet  en  y,  et  ainsi  elle  aura  même 
hauteur  que  le  tronc;  quant  à  sa  base  FKH,  je  dis  qu'elle 
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est  moyenne  proportionnelle  entre  les  hases FGH, fgh.  En 
effet,  les  triangles  FHK,  fgh,  ont  un  angle  égal  F=/,  et 
un  côté  égal  FK==/£;  on  a  donc  FHK  :fgh  :  :  FH  :  fh. 
On  a  aussi  FHG  :  FHK  :  :  FG  :  FK  oafg.  Mais  les  trian- 
gles semblables  FGH,fgh,  donnent  FG  :Jg:  :  FH  :fh: 
donc  FGH  :  FHK  :  :  FHK  :  fgh;  et  ainsi  la  base  FHK  est 
moyenne  proportionnelle  outre  les  deux  bases  ¥Glï,Jgh. 
Donc,  un  tronc  de  pyramide  triangulaire ,  à  bases  paral- 
lèles ,  équivaut  à  trois  pyramides  qui  ont  pour  hauteur 
commune  la  hauteur  du  tronc,  et  dont  les  hases  sont  la 
base  inférieure  du  tronc,  sa  hase  supérieure,  et  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

PROPOSITION  XIX. 

THÉORÈME. 

;.  Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  dont  ABC  est  la 
base,  par  un  p/an  .DES  incliné  à  cette  base,  le  solide 
ABCDES,  qui  résulte  de  cette  section,  sera  égal  à  la 
somme  des  trois  pyramides  dont  les  sommets  sont 
D,  E,  S,  et  lu  base  commune  ARC. 

Par  les  trois  points  S ,  A  ,  G,  faites  passer  le  plan  SAC, 
qui  retranchera  du  prisme  tronqué  ÀBCDES  la  pyramide 
triangulaire  SABC:  cette  pyramide  a  pour  base  ABC  et  pour 
sommet  le  point  S. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide,  il  restera  la  py- 
ramide quadrangolairo  SACHE,  dont  S  est  le  somm 
ACDE  !a  base.  Par  les  trois  points  S,  E,  C,  menez  t 
un  plan  SEC,  qui  divisera  la  pyramide  quadrangulaire  en 
deux  pyramides  triangulaires  SAGE,  SCDE. 

La  pyramide  SAEC,  qui  a  pour  base  le  triangle  AEC 
et  pour  sommet  lepointS,  est  équivalente  aune  pyramide 
EABC,  qui  aurait  pour  base  AEC  et  pour  sommet  le  point  B. 
Car  ces  deux  pyramides  ont  même  base;  elles  ont  aussi 
même  hauteur,  puisque  la  ligue  BS,  étant  parallèle  à  cha- 
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cune  des  lignes  AE,  CD,  est  parallèle  à  leur  plan  ACE; 
donc  la' pyramide  SAEC  est  équivalente  à  la  pyramide 
EABC  ,  laquelle  peut  être  considérée  comme  ayant  pour 
base  ABC  et  pour  sommet  le  point  E. 

La  troisième  pyramide  SCDE  peut  être  changée  d'abord 
en  ASCD  ;  car  ces  deux  pyramides  ont  la  môme  base  SCD; 
elles  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  AE  est  parallèle 
au  plan  SCD  ;  donc  la  pyramide  SCDE  est  équivalente  à 
ASCD.  Ensuite  la  pyramide  ASCD  peut  être  changée  en 
ABCD,  car  ces  deux  pyramides  ont  la  base  commune  ACD; 
elles  ont  aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  S 
et  B  sont  situés  sur  une  parallèle  au  plan  de  la  base.  Donc 
la  pyramide  SCDE,  équivalente  à  ASCD,  est  aussi  équi- 
valente à  ABCD;  or,  celle-ci  peut  être  regardée  comme 
ayant  pour  hase  ABC,  et  pour  sommet  le  point  D. 

Donc  enfin  le  prisme  tronqué  ABCDES  est  égal  à  la 
somme  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  commune 
ABC,  et  dont  les  sommets  sont  respectivement  les  points 
D,  E,  S. 

Corollaire.  Si  les  arêtes  AE,  BS,  CD,  sont  perpendicu- 
laires au  plan  de  la  base,  elles  seront  en  même  temps  les 
hauteurs  des  trois  pyramides  qui  composent  le  prisme 
tronqué;  de  sorte  que  la  solidité  da  prisme  tronqué  sera 
exprimée  par  i  ABC  x  AE  +  f  ABC  x  BS+  \  ABC  X  CD, 
quantité  qui  se  réduit  à  {ABC  X  (AE+BS+CD). 

DE  LA  SYMÉTRIE. 

Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan  , 
lorsque  ce  plan  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points.  — Ce  plan  est  appelé  plan 
de  symétrie. 

Deux  ligures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan, 
lorsque  chaque  point  de  l'une  d'elles  a  son  symétrique  sur 
r.mln.'  figure. 
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PROPOSITION  XX. 


lIILOli;.''!!'.. 


fJne  ligne  droite  AB  a  pour  ligne  symétrique  une 

autre  ligne  droite. 


Prenons  sur  la  droite  donnée  deux  points  A  et  B,  et 
déterminons  leurs  symétriques  A'  et  B'  en  abaissant  des 
points  A  et  B  des  perpendiculaires  sur  MN",  et  prolongeant 
ces  perpendiculaires  de  longueurs  égales  à  elles-mêmes; 
tirons  A'B'  et  CD. 

Pour  démontrer  que  tout  point  0  de  la  droite  AB  a  son 
symétrique  sur  A'B',  abaissons  01  perpendiculaire  sur  MN, 
et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  avec  A'B'. 

Si  nous  faisons  tourner  le  quadrilatère  ACBD  autour 
de  CD  pour  l'appliquer  sur  le  plan  CA'B'D,  les  angles 
ACD,  A'CD  étant  droits,  CA  prendra  la  direction  CA'  ;  et 
comme  CA^CA',  le  point  A' tombera  en  A.  Par  la  même 
raison  BD  s'appliquera  surDB';  de  sorte  que  AB  coïncidera 
avec  A'B'.  Déplus,  à  cause  des  angles  droits  OIC,  O'IC,  01 
prendra  la  direction  10',  et  le  point  O  devant  tomber  à  la 
fois  sur  A'B'  et  sur  10',  tombera  en  O'.  On  aura  donc  01  = 
10';  donc  enfin  O'  est  symétrique  du  point  0, 

Corollaire,.  La  même  démonstration  prouve  que  la  ligne 
AB  qui  réunit  deux  points  A  et  B,  est  égale  à  la  droite  A'B' 
quijoint  leurs  symétriques. 
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PROPOSITION  XXI. 

Tin-.oni'Mi-:. 


l'angle  de  deux  droites  AB,  AC,   est  égal  à  l'angle 
forme:  par  leurs  symétriques  A'B',  A  C. 


Remarquons  d'abord  que  le  point  de  concours  A  des 
deux  droites  AB,  AC,  a.  pour  symétrique  le  point  A'j  puis- 
que le  symétrique  du  point  A  doit  se  trouver  à  la  fois  sur 
A'B''  et  sur  A'C. 

Cela  posé ,  prenons  sur  AB  et  AC  deux  points  B  et  C  ; 
soient  B'  et  C  leurs  symétriques  ;  cl  menons  BC,  IV(J'. 

Les  triangles  ABC,  A'BC'  sont  équilatéraux  entre  eux;  • 
donc  l'angle  BAC=B'A'C'. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

Un  pian  a  pour  figure  symétrie  pie  un  autre  plan,  e 
ces  deux  plans  forment,  des  angles  égaux  avec  le  plan 
de  symétrie. 
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Soit  AD  l'intersection  du  plan  MAB  avec  le  plan  de  sy- 
métrie ABC,  et  conduisez  par  AB  un  plan  ABM'  qui  forme 
avec  le  plan  de  symétrie  le  même  angle  que  le  plan  MAB. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  tout  point  P  du  plan  ABM  a 
son  symétrique  sur  ABM'. 

Pour  cela,  abaissez  Pp  perpendiculaire  sur  ABC,etpro- 
Songez  celte  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  P' avec  le  plan  ABM' 
puis,  menez  pi  perpendiculaire  sur  AB,  et  joignez  PI,  P'I 

Les  deux  droites  PI,  P'I  sont  perpendiculaires  sur  AB 
et  les  angles  PI/),  P'1/J  sont  égaux  comme  mesurant  les  die 
dres  égaux  MABC,  M'ABG.  Les  triangles  rectangles  P1/j 
P'ip  sont  donc  égaux  comme-  ayant  le  côté  Ip  commun 
et  un  angle  aigu  éga!  ;  donc  Vp^=P'j?  j  donc  P'  est  le  symé- 
trique de  P. 

Remarqua.  Si  le  plan  dont  il  s'agit  était  parallèle  au  plan 
de  symétrieABC,  il  estévident  qu'il  aurait  pour  symétrique 
un  autre  plan  parallèle  à  ABC,  et  à  la  même  distance  de  ce 
plan. 

PÏIOPOSITION  XXIII. 

THÉORÈME. 

L'angle  dièdre  formé  par  deax  plans  ABC,  ARD , 
est  égal  à  l'angle  jormé  par  leurs  symétriques  A'E'C, 
A'B'D'. 
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Remarquons  d'abord  que  la  droite  AB,  intersection  des 
deux  plans  ABC,  ABD,  a  pour  symétrique  A'B',  intersec- 
tion des  plans  A'B'C,  A'B'D'. 

Cela  posé,  au  point  B  formons  l'angle  rectiligne  CBD 
qui  mesure  l'angle  dièdre  AB. 

Formons  de  même  au  point  B',  symétrique  de  B,  l'angle 
rectiligne  C'B'D'  qui  mesure  le  dièdre  A'B'. 

La  droite  BD,  située  dans  le  plan  ABD,  aura  pour  symé- 
trique une  droite  passant  par  le  point  B'  et  située  dans  le 
plan  A'B'D'.  De  plus,  comme  BD  est  perpendiculaire  sur 
AB,  la  droite  symétrique  de  BD  sera  perpendiculaire  sur 
A'B'*;  ce  sera  doneB'D'.  On  verra  de  même  queB'C  est  * 
symétrique  de  BC  ;  donc  l'angle  CBD^C'B'D'  \ 

PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 

Deux  polyèdres  symétriques  par  rapport  à  un  plan, 
ont  i°  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune;  i°  leurs 
angles  solides  homologues,  symétriques  ".  t 


i°  Soient  A  ,  B,  C,  D,  les  sommets  d'une  face  de  l'un  des 
polyèdres";  on  sait  déjà  que  leurs  symétriques  A',  B  ,  G',  D  , 
sont  dans  un  même" plan*.  De  plus,  les  polygones  ABCD,  * 
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A'B'C'D'  sont  égaux,  car  ils  ont  les  angles  égaux  et  les 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  *. 

20  Deux  angles  solides  homologues  B  et  li',  ont  leurs 
faces  égales";  en  outre,  leurs  dièdres  sont  égaux  chacun  à 
chacun;  enfin,  si  l'on  fait  coïncider  la  face  A'B'E'  sur  sou 
égale  ABE,  de  manière  que  les  autres  arêtes  des  deux  an- 
gles solides  tombent  d'un  même  côté  de  la  face  commune , 
on  reconnaît  que  les  autres  angles  plans  des  deux  angles 
solides  sont  disposés  dans  un  ordre  inverse;  donc  l'angle 
solide  B'  est  le  symétrique  de  B. 

Corollaire!.  On  conclut  delà  qu'un  polyèdre  P  n'a  qu'un 
seul  symétrique.  Car  soient  P'  et  P"  deux  polyèdres  symé- 
triques de  P  construits  par  rapport  à  des  plans  de  symétrie 
différents.  Les  faces  de  ces  polyèdres  sont  égales  entre  elles 
comme  étant  respectivement  égales  aux  faces  du  polyèdre  P. 
De  plus,  leurs  angles  solides  étant  symétriques  des  angles 
solides  de  P,  seront  égaux  entre  eux  ;  donc  les  polyèdres  P' 
et  P"  seront  superposables. 

Corollaire  IL  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  P  en  py- 
ramides triangulaires  qui  aient  toutes  pour  sommet  com- 
mun un  des  sommeis  du  polyèdre  ;  à  chacune  de  ces  pyra- 
mides correspondra,  dans  le  polyèdre  symétrique  P',  une 
pyramide  symétrique. 

On  voit  donc  que  deux  polyèdres  symétriques  sont  dé- 
composâmes en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétri- 
ques chacun  à  chacun. 

Scolie.  Deux  polyèdres  qui  ont  leurs  faces  égaies  clin- 
Cime  à  chacune,  et  leurs  angles  solides  symétriques,  sont 
toujours  dits  symétriques,  quelle  que  soit  la  position  qu'ils 
aient  l'un  par  rapport  à  l'autre  ;  mais  il  y  a  lieu  de  remar- 
quer que  la  symétrie  n'existe  plus  que  quanta  la  forme 
des  solides. 

S.  E.  Les  angles  sii'.nlos  liiJiu-rjliiïiii'B  smt  et:u\  Jod!  les  sommeis  sont  symu- 
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PROPOSITION  XXV. 

TIIl'iOKKME. 


?.Og 


Deux  polyèdres  sjoiclriques  sont  équivalents. 

En  effet,  deux  polyèdres  symétriques  pouvant  se  décom- 
poser en  un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques,  il 
suffit  de  prouver  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 


Soit  donc  SABC  un  tétraèdre,  et  construisons  son  sy- 
métrique en  prenant  pour  plan  de  symétrie  l'une  desfaces 
ABC*;  les  deux  tétraèdres  SABC,  S'ABC  sont  équivalents  ,  -, 
car  ils  ont  même  base  ABC ,  et  les  hauteurs  SO,  S'O  sont  Cl 
égales. 


Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
troisième  O,  appelé  centre  de  symétrie  ,  lorsque  3a  droite 
qui  joint  ces  deux  points  est  divisée  par  le  point  O  en  deux 
parties  égides. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point  O, 
lorsque  chaque  point  de  lune  a  son  symétrique  sur  l'autre. 

On  peut  établir  pour  la  symétrie  par  rapport  à  un  point, 
des  théorèmes  semblables  à  ceux  qui  viennent  d'être  ex- 
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au  lecteur  le  soin  d'en  chercher  le-, 


DE  LA  SIMILITUDE. 

Nous  appellerons  polyèdres  semblables,  ceux  qui  sont 
compris  sous  Tin  même  nombre  de  faces  semblables  chacune 
à  chacune,  et  dont  les  angles  solides  homologues  sont 
égaux.  (On  entend  par  angles  solides  homologues  ceux 
qui  sont  formés  par  les  faces  semblables.) 

Les  droites  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  celles  qui  joignent  les  sommets  homologues. 

PROPOSITION  XXVI, 

THÉORÈME. 

SI  l'on  divise  dans  un  même  rapport  aux  points  f,  g,  h 
les  arel.es  TF,  TG,  TH  du  tétraèdre  TFGH,  et  qu'on 
joigne  fg,  fh,  gh,  le  tétraèdre  Tfgh  ainsi  formé  est 
semblable  au  premier. 

En  effet,  les  triangles  TJg, TFG  sont  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels;  par 
\a  même  raison  Tgh  est  semblable,!  TGH,  et  TJTi  à  TFH. 
De  plus,  les  droites  fg,  gh  étant  parallèles  à  FG,  GH,  le 
■p\anfgh  est  parallèle  au  plan  FGH ,  et  le  triangle  fgh  est 
semblable  à  FGH*. 

Eniin  deux  angles  solides  homologues  quelconques  G,  g 
sont  égaux;  car  à  cause  de  la  similitude  des  faces,  ils  ont 
leurs  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  et  l'on  voit  en 
outre  que  ces  ;m:;les  plans  -ouf  semblablemeni. placés.  Donc 
les  tétraèdres  ont  leurs  faces  semblables  et  les  angles  solides 
homologues  égaux,  donc  ils  sont  semblables. 
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Scolie.  On  peut  remarquer  que  deux  tétraèdres  sembla- 
bles ont  toutes  leurs  arêtes  homologues  proportionnelles. 

Réciproquement  deux  tétraèdres  qui  ont  leurs  arêtes  pro- 
portionnelles et  semblabtement  placées,  sont  semblables: 
car  delà  proportionnalité  des  où  tés  on  conclut  immédiate- 
ment la  similitude  des  faces  ;  et  les  faces  étant,  semblables 
et  semblableinent  disposées,  les  angles  solides  homologues 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  angles  plans  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  placés. 

PROPOSITION  XXVII. 

THÉORÈME. 

Deux  tétraèdres  SABC,  TDEF  qui  ont  un  angle  diè- 
dre égal  compris  entre  deux  faces  semblables  et  sem- 
blablement placées,  sont  semblables. 

Supposons  l'angle  dièdre  SB    égal   au  dièdre  TE;  le  fi 
triangle  SAB  semblable  à  TDE,  et  SBC  semblable  à  TEF.    S'' 

Les  angles  solides  S  et  T  sont  égaux,  connue  ayant  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  et  semblable- 
ment placées.  Donc  l'angle  ASC  est  égal  à  DTF.  De  plus, 
à  cause  de  la  similitude  des  triangles  ASB  et  DTE,  SBC  et 
TEF,  on  a 

SB:TE::AS:DT 
et  SB:TE::SC:TF; 

d'où  ASrDT::SC:TF. 

Les  triangles    ASC,   DTF   sont  donc  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  les  angles  solides  E 
et  E  sont  égaux,  et  que  ABC  est  semblable  à  DEF.  Enfin 
les  angles  solides  A  et  C  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  D  et  F,  comme  ayant  les  angles  plans  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  placées;  donc  les  tétraèdres 
sont  semblables. 
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PROPOSITION  XXVIII. 


Deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  décompo- 
sés en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables,  et 
se  m  blablement  plac  es. 


Déco  m  pus  uns  en  triangles  les  faces  du  polyèdre 
SEFGDABC  ,  non  adjacentes  au  sommet  S  ;  ces  triangles 
seront  les  bases  de  tétraèdres  qui  auront  pour  sommet 
commun  le  point  S,  et  dont  la  somme  composera  le  pre- 
mier polyèdre. 

Décomposons  aussi  en  triangles  et.  delà  même  manière 
les  faces  du  polyèdre  .wfgdtibc ,  non  adjacentes  au  sommet 
s  homologue  de  S,  et  joignons  le  points  aux  sommets  de 
ces  triangles  ;  ce  second  polyèdre  sera  décomposé  en  té- 
traèdres, et  il  s'agit  de  montrer  que  ces  tétraèdres  sont 
respectivement  semblables  à  ceux  qui  forment  le  premier 
polyèdre, 

Si  nous  comparons  les  tétraèdres  SDCA,  sdea ,  nous 
voyons  que  les  triangles  SDA,  CDA  ,  sont  respectivement 
semblables  aux  triangles  sd,n,  cela,  à  cause  de  la  similitude 
des  faces  EDAS,  edas,  d'une  part,et  des  laces  CDÀB,  cdaè, 
de  l'autre  ;  de  plus,  l'angle  dièdre  DA  est  égal  au  dièdre 
rfa,  puisque  les  faces  des  deux  polyèdres  sont  également 
inclinées  :  donc  les  de  us.  tétraèdres  SDCA,  .ïdca,  sont  sera- 
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blables  comme  ayant  un   dièdre  égal   compris   sous  deux 
faces  semblables  et  semblable  ment  disposées. 

Si  nous  passons  aux  tétraèdres  SDCF,  sdcj\  nous  voyons 
que  les  triangles  SDG,sdc,  sont  semblables  comme  faces 
homologues  de  tétraèdres  semblables;  de  même  FDC  est 
semblable  à  /de  ,  à  cause  de  la  similitude  des  polygones 
fEDC,fedc.  D'ailleurs  les  dièdres  FDCA  ,  fdca,  sont  égaux: 
par  hypothèse,  et  les  dièdres  SDCA,  sdca,  sont  égaux,  à 
cause  de  la  similitude  des  tétraèdres  SDCA.,  sdca;  donc 
Ses  dièdres  FDCS,  fdes,  sont  égaux  comme  différences  de 
dièdres  égaux;  donc  enfin  *,  les  tétraèdres  SDCF,  sdej, 

sont  semblables,  et  ainsi  de  suite 

Remarque  I.  Il  faut  remarquer  que  la  décomposition 
précédente  peut  s'effectuer  en  partant  de  deux  sommets 
homologues    quelconques. 

Remarque  II.  On  conclut  encore  du  théorème  qui  vient 
d'être  démontré,  que ,  dans  deux  polyèdres  semblables, 
deux  droites  A,  o,  qui  joignent  des  sommets  homologues, 
sont  proportionnelles  à  deux  arêtes  homologues,  B,  f>,  des 
deux  polyèdres. 

En  effet,  les  droites  A,  a  seront  les  arêtes  homologues 
de  deux  tétraèdres  semblables  faisant  partie  des  deux  po- 
lyèdres; et  ces  tétraèdres  renfermeront  nécessairement 
deux  arêtes  homologues  C,  c,  des  deux  polyèdres;  on  aura 
donc 

A:a:Cc, 
D'ailleurs,    dans  les  polyèdres    semblables,  les    arêtes 
homologues  sont  proportionnelles  à  cause  de  la  similitude 
des  faces. 

On  a  donc  aussi 
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PROPOSITION  XXIX. 


Deux  polyèdres  composes  d'un  m/nu:  nombre  de  té- 
traèdres semblables  et  sembla  hh'.mtml.  disposés,  ont  les 
jaces  semblables  chacune  à  chacune,  et  les  angles 
solides  homologues   égaux,   et  par   conséquent   sont 

semblables . 


Soient  SABC ,  SADC  ,  SCDF ,....  les  pyramides  qui  com- 
posent le  premier  polyèdre  ;  sabc ,  sade,  sedf,  les  pyrami- 
des qui  forment  le  second. 

i°  Les  triangles  DCA,  CAB,  qui  forment  une  face  du 
premier  polyèdre,  sont  respectivement  semblables  aux 
triangles  dea,  cab,  situes  à  la  surface  du  second  polyèdre, 
à  cause  de  Sa  similitude  des  tétraèdres.  De  plus,  !es  trian- 
gles DCA,  CAD,  étant  dans  un  même  plan,  je  dis  qu'il  en 
est  de  même  des  triangles  dea,  cab. 

En  effet,  à  cause  de  la  similitude  des  tétraèdres  SC AD 
etscad,  SABC  et  sabc,  les  dièdres  SCAD  ,  SCAB  ,  son 
respectivement  égaux  aux  dièdres  scad,  scab  ;  or,  la  somme 
des  deux  premiers  est  égale  à  deux  droits;  donc  la  somme 
des  deux  derniers  vaut  deux  droits;  donc  enfin,  les  poly- 
gones DCBA,  deba,  sont  semblables,  comme  étant  com- 
posés d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  et  sem- 
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et  il  en  est  de  même  des  a 
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blablement  dispi 
prises  deux  à  deux. 

2°  Ou  voit  encore  que  l'angle  dièdre  SA 
dièdres  CSAD  ,  CSAB,  est  égal  au  dièdre  sa,  somme  des 
dièdres  csad,  csab,  respectivement  égaux  aux  premiers  ;  et 
qu'en  général  deux  angles  dièdres  homologues  des  deux 
polyèdres  sont  égaux  comme  étant  les  sommes  d'angles 
dièdres  homologues  de  tétraèdres  semblables. 

Il  en  résulte  que  deux  angles  solides  homologues  A  et  a 
sont  égaux,  car  ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune, semblablemem  disposées  et  également  inclinées. 

Scolie.  La  démonstration  qui  vient  d'être  exposée  justifie 
la  définition  qui  a  été  donnée  des  polyèdres  semblables; 
car  on  peut  toujours  former  des  polyèdres  composés  d'un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  et  semblablemem 
placés. 


/l 
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En  effet,  décomposons  le  polyèdre  SABDEFG  en 
pyramides  triangulaires,  qui  aient  toutes  leur  sommet  en 
S  ;  et  soient  SÛDC ,  SADB,  SDAE,....  les  tétraèdres  dont  la 
somme  compose  le  polyèdre, 

Si  nous  divisons  dans  le  même  rapport  toutes  les  arêtes 
partant  du  point  5,  aux  points  a,  b,  a,  d,....  les  tétraèdres 
Sbdc,S</db...,  seront  respectivement  semblables"  aux  létraè-  * 
dres  SBDC,  SADB...,,  et  seront  semblablement  disposés; 
leur  somme  composera  donc  un  second  polyèdre,  qui, 
d'après  le  théorème  précédent,  sera  semblable  au  premier. 
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Ce  second  polyèdre  pourra  ensuite  être  placé  dans  une 
position  quelconque  par  rapport  au  premier. 

PROPOSITION    XXX. 


Deux  tétraèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  de  leurs  arêtes  homologues. 


Puisque  les  tétraèdres  .sont  semblables,  on  peut  porter 
le  plus  petit  sur  le  plus  grand  ,  de  manière  qu'ils  aient 
l'angle  solide  S  commun,  et  alors  les  bases  abc,  ABC,  seront 
parallèles,  puisque  les  arêtes  SA,  SB,  SC,  sont  divisées  dans 
un  même  rapport  aux  points  a,  b,  c. 

Soit  encore  SO  perpendiculaire  sur  ABC. 

T,es  triangles  ABC,  abc  ,  sont  semblables  ;  on  a  donc  : 

ABC:  abc::  ÂB  :  aT{i). 
D'ailleurs  on  a  aussi: 

AB  :ab:;  SA:  sa 
et  SO:*o::SA:  sa; 

d'où  il  résulte ,  à  cause  du  rapport  commun  , 
SO  :  so  :  :  AB  :  ah  (a). 
Multipliant  par  ordre  les  proportions  (i)  et  (a),  et  divi- 
sant les  termes  du  premier  rapport  par  3  ,  il  vient: 

ABC  X?:^Xt  ::ÀBJ;^6; 
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ABC  X  -£   est   la   mesure   du  tétraèdre    SABC  ,     et 
X  V"  est  la  mesure  (lu  tétraèdre  Sabc  ;  donc,  etc. 


PROPOSITION  XXXI. 

THIÎOBÈME. 

Deux  polyèdres  semblables  sont  comme  les  cubes  de 
leurs  arêtes  homologues. 

On  sait  que  deux  polyèdres    semblables  sont  décompo- 
sables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables. 

Soient  T,  ï',  T"...  les  tétraèdres  qui  forment  le  polyèdre 
P;  t,  t',  t"„.  les  tétraèdres  qui  composent/?. 

Soient    encore,     A,  A',  A",  des     arêtes    des    tétraèdres 
T,  T",  T'....  a,  a\  a" '...;  leurs  homologues  dans  les  tétraè- 
dres t,  t,  t"...,  on  aura  : 
T    :    t 
T'  :  t' 

T"  :  t"  :  :  A"5 

et  comme  les  lignes  homologues  des  polyèdres  semblables 
sont  proportionnelles  ,  on  en  conclut  : 

T  :  t  :  :  T  :  i  :  :  T"  :  ("... 
d'où      T  +  T'  +  T'...  :  t  +  1  +  t"...  :  :  T:  (  :  A"  :  o3, 
ou  P:  p  ::   A5  :  a3. 
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LIVRE  VII. 


I.  La  sphère  est  un  solide  termine  par  une  surface  courbe, 
dont  tous  les  points  sont  également  distants  d'un  point  in- 
térieur qu'on  appelle  centre. 

On  peut  imaginer  que  la  sphère  est  produite  par  la  ré- 
volution du  demi-cercle  DAE  autour  du  diamètre  DE  :  car 
la  surface  décrite  dans  ce  mouvement  par  la  courbe  DAE 
aura  tous  ses  points  à  distances  égales  du  centre  C. 

II.  Le  rayon  de  la  sphère  est  une  ligne  droite  menée  du. 
centre  à  un  point  de  la  surface;  le  diamètre  ou  axe  est  une 
ligne  passant  par  le  centre,  et  terminée  de  part  et  d'autre 
à  la  surface. 

Tous  les  rayons  de  îa  sphère  sont  égaux  ;  tous  les  dia- 
mètres sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

III.  Lin  plan  est  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a  qu'un 
point  commun  avec  sa  surface. 

IV.  Deux  sphères  sont  tangentes ,  lorsque  leurs  surfaces 
n'ont  qu'un  point  commun. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


Toute  section,  de.  la  sphère,  faite  par  un  plan,  est 
un  cercle. 
:.       Soit  AMB  la  section  faite   par  un  plan  dans  la  sphère 
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dont  le  centre  est  C.  Du  point  C  menez  la  perpendiculaire 
CO  sur  Je  plan  AMB ,  et  différentes  lignes  CM ,  CM ,  à  dif- 
férents points  de  la  courbe  AMB  qui  termine  la  section. 

Les  obliques  CM,  CM,  CB,  sont  égales,  puisqu'elles  sont 
des  rayons  de  la  sphère;  elles  sont  donc  également  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire  CO;  donc  toutes  les  lignes 
OM,  OM,  OB,  sont  égales;  donc  la  section  AMB  est  un 
cercle  dont  le  point  0  est  le  centre. 

Corollaire.  I.  Si  la  section  passe  par  le  centre  de  la 
sphère,  son  rayon  sera  le  rayon  de  la  sphère;  donc  tous 
les  grands  cercles  soin:  égaux  entre  eux, 

II.  Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours  en  deux 
parties  égales;  car  leur  intersection  commune,  passant 
par  le  centre,  est  un  diamètre. 

III.  Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface  en 
deux  parties  égaies;  car  si,  après  avoir  séparé  les  deux  hé- 
misphères, on  les  applique  sur  la  hase  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  du  même  côté,  les  deux  surfaces  coïn- 
cideront l'une  avec  l'autre,  sans  quoi  il  y  aurait  des  points 
plus  près  du  centre  les  uns  que  les  autres. 

IV.  Le  centre  d'un  petit  cercle  et  celui  de  la  sphère 
sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  du  petit 
cercle. 

V.  Les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits  qu'ils  sont 
plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère;  car  plus  la  distance 
CO  est  grande,  plus  est  petite  la  corde  AB,  diamètre  du 
petit  cercle  AMB. 

VI.  Par  deux  points  donnés  sur  la  surface  d'une  sphère, 
on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle;  car  les  deux 
points  donnés  et  le  centre  de  la  sphère  sont  trois  points 
qui  déterminent  la  position  d'un  plan.  Si  cependant  les 
deux  points  donnés  étaient  aux  extrémités  d'un  diamètre, 
alors  ces  deux  points  et  le  centre  seraient  en  ligne  droite, 
et  il  y  aurait  une  infinité  de  grands  cercles  qui  pourraient 
passer  par  les  deux  points  donnés. 
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VII.  la  position  d'un  petit  cercle  sur  la  surface  de  la 
sphère  serait  déterminée  par  trois  points  de  sa  circonfé- 
rence. 

PROPOSITION  II. 


Tout  plan,  perpendiculaire,  à  V extrémité  d'un  rayon 
est  tangent  à  la.  sphère. 
lig.  226.  g0;t  ]f_\_G  un  plat)  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
OA;  si  Ton  prend  un  point  quelconque  M  sur  ce  plan  ,  et 
qu'on  joigne  OM  et  A  M,  l'angle  OAM  sera  droit,  et  ainsi 
la  distance  OM  fiera  plus  grande  <jue  OA.  Le  point  M  est 
donc  hors  de  la  sphère;  et,  comme  il  en  est  de  même  de 
tout  autre  point  du  plan  FAG,  il  s'ensuit  que  ce  plan  n'a 
que  le  seul  point  A  commun  avec  la  surface  de  la  sphère  ; 
'dcf.  3.  donc  il  est  tangent  à  cette  surface'. 

Réciproquement,  tout  plan  tangent  FAG  est  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  OA  qui  va  au  point  de  contact. 

Car  si  on  joint  au  centre  un  point  quelconque  M  de  ce 
pian,  OM  sera  plus  grand  que  le  rayon  OA,  puisque  le 
point  M  est  extérieur  à  ïa  sphère.  OA  est  donc  la  ligne  la 
plus  courte  qu'on  puisse  mener  du  point  0  au  plan  FAG; 
donc  OA  est  perpendiculaire  sur  ce  plan. 

Corollaire.  Par  un  point  de  la  sphère  on  ne  peut  mener 
qu'un  seul  plan  tangent. 

PROPOSITION  III. 


L'intersection  de  deux  sphères  est  un  cercle  dont 
le  plan  est  perpendiculaire,  à.  la.  ligne  qui  joint  leurs 
centres,  et.  dont  le  centre,  est  situé  sur  cette  ligne. 

Par  la  ligne  OC  qui  joint  les  centres  des  deus  sphères, 
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menons  un  plan  quelconque.  Ce  plan  coupe  les  deux 
sphères  suivant  deux  grands  cercles  qui  se  rencontrent 
aux  points  A  et  A'  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  OC. 


Si,  maintenant,  nous  faisons  tourner  les  deux  demi- 
cercles  DAE,  GAH,  autour  de  OC,  ces  deux  demi-cercles 
engendreront  les  surfaces  des  deux  sphères,  et  le  point  A 
décrira  leur  ligne  d'intersection.  D'ailleurs,  dans  ce  mou- 
vement, la  droite  AI  ne  changera  pas  de  grandeur  et  sera 
constamment  perpendiculaire  à  OC;  donc  l'intersection  des 
deux  sphères  est  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  I, 
dont  le  rayon  est  AI,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  OC. 

'^'Remarque.  Suivant  que  les  deux  cercles  DAA'S  GAA', 
seront  extérieurs  ou  intérieurs,  tangents  extérieurement  ou 
intérieurement,  ou  bien  sécants,  les  deux  sphères  seront 
extérieures  ou  intérieures,  tangentes  extérieurement  ou 
intérieurement,  ou  enfin  sécantes. 

Il  y  aura  donc  pour  chacune  de  ces  positions  des  deux 
sphères,  les  mêmes  relations  entre  la  distance  des  centres 
et  les  rayons  des  sphères,  que  pour  les  positions  corres- 
pondantes de  deux,  cercles. 


1.  L'angle  de  deux  arcs  de  grands  cercles  est  l'angle 
dièdre  formé  par  leurs  plans.  Les  arcs  de  grands  cercles 
en  sont  les  côtés,  et   leur  point  de 

sommet. 
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If.  Un  triangle  sphérique  est  une  portion  de  la  surface 
de  la  sphère  comprise  entre  trois  arcs  de  grands  cercles. 

Ces  arcs,  qui  s'appellent  les  côtés  des  triangles,  sont  tou- 
jours supposés  moindres  qu'une  de  rai-circonférence  ;  les 
angles  formes  par  ces  arcs  de  cercles  sont  les  angles  du 
triangle. 

III.  Un  triangle  sphérique  est  rectangle,  isocèle,  équi- 
latéral,  dans  les  mêmes  cas  qu'un  triangle  reetilîgne. 

IV.  Un  polygone  sphérique  est  une  portion  de  la  sur- 
face sphérique  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grands 
cercles. 

Nous  ne  considérerons  que  des  polygones  spliériques 
convexes,  c'est-à-dire  tels  que  le  plan  de  chaque  côté  laisse 
toutîe  reste  du  polygone  d'un  même  côté  de  sa  direction. 

PROPOSITION   IY. 


Dans  tout  triangle  sphérique.  ABC  ,  un  côté  quel- 
conque est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  au- 
tres. 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère  ,  et  soient  menés  les  rayons 
'  OA ,  OB ,  OC.  Si  on  imagine  les  plans  AOB ,  AOC ,  COB; 
ces  plans  formeront  au  point  O  un  angle  solide,  et  les 
angles  AOB,  AOC,  COB,  auront  pour  mesure  les  côtés 
AB,  AC,  BC,  du  triangle  sphérique  ABC.  Or,  chacun  des 
trois  angles  plans  qui  composent  l'angle  solide  est  moindre 
que  la  somme  des  deux  autres*;  donc  un  côté  quelcon- 
que du  triangle  ABC  est  moindre  que  la  somme  des  deux 

PROPOSITION    V. 


La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique  est. 
moindre  que  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
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Soit  ABC  un  triangle  .sphénqite  quelconque;  prolongez  fig.s: 
les  eûtes  AB  ,  AC  ,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent  de  nou- 
veau en  D.  Les  arcs  Ai.iD  ,  A  CI)  .  seront  dV's  demi-circonfé- 
renées,  puisque  deux  grands  cercles  se  coupent  toujours 
en  deux  parties  égales";  mais  dans  le  triangle  BCD  on  a  '  i. 
le  côtéBC  <  BD+CD  *  ;  ajoutant  de  part  et  d'autre  AB+AC,  *  4. 
on  aura  AB+AC+BC<  ABD+ACD  ,   c'est-à-dire,  plus 
pelii.  qu'une  circonférence. 

Remarque.  Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  splté. 
rique  avec  trois  cotés  donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  trois  côtés  soit  plus  pelite  qu'une  circonférence,  et 
que  ie  plus  grand  côté  soit  moindre  que  la  somme  des 
deux  autres.  Car  ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu'on  puisse  construire  un  angle  solide  avec 
trois  faces  qui  auraient  pour  mesures  les  trois  côtés  donnés. 
Et  si  l'on  plaçait  le  sommet  de  cet  angle  solide  au  centre  de 
la  sphère,  les  faces  intercepteraient  le  triangle  demandé. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

ta  somme  des  côtés  d'un  polygone  spliérique  con- 
vexe est  moindre  qu'une  circonférence  de  grana 
cure  le. 

Soit  ABCDE  un  polygone  sphérique  convexe;  et  me-  gg  2 
lions  du  centre  Ode  la  sphère  les  rayons  OA,  OB,  OC,  OD, 
OR,  nous  formerons  ainsi  un  angle  solide  qui  sera  con- 
vexe, et  dont  les  angles  plans  AOB,  AOC, ... .  ont  pour 
mesures  les  arcs  AB,  BC ,  CD.  ...  ;  or,  la  somme  des  an- 
gles plans  qui  forment  l'angle  solide  est  moindre  que  4 
droits;  donc  la  somme  des  arcs  AI),  BC,  ....  est  moindre 
qu'une  circonférence. 
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définitions. 


I.  Le  pôle  d'un  cercle  de  la  sphère  est  l'extrémité  du  dia- 
mètre perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 

II.  Tout  cercle  de  la  sphère  a  deux  pôles. 

III.  Tous  les  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles  ont  les 
mêmes  pôles. 

PROPOSITION  VII. 

TiiÉor.r.iiii. 

Tous  les  pou  Us  de  la  circonférence  FNG  d'un  cercle 
de  la  sphère  sont  également,  distants  du  pôle  D  de  ce 
cercle. 

En  effet,  si  on  mène  du  centre  0  de  la  circonférence 
FNG,  les  rayons  OF,  ON,  OG,  et  qu'on  tire  les  droites 
DF,  DN,  DG,  les  triangles  rectangles  DOF,  DON,  DOG.... 
seront  égaux  ;  car  ils  ont  le  côté  DO  commun,  et  les  lignes 
OF,ON,OGsont  égales  comme  rayons  d'un  même  cercle; 
donc  on  a  DF=DN=DG.  .  .  . 

On  voit  aussi  parla  que  les  arcs  de  grands  cercles  FD, 
DN,  DG,  sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes 
égales  ;  et  de  plus  les  plans  de  ces  grands  cercles  sont  per- 
pendiculaires sur  le  cercle  FNG,  car  ils  passent  tous  par 
la  droite  DO  perpendiculaire  an  plan  de  ce  cercle. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  démontré  s'applique  évidemment 
au  pôle  d'un  grand  cercle  AMB;  mais  dans  ce  cas  les  angles 
droits  DCA,  DCM,  DCB,  étant  au  centre  des  grands  cer- 
cles DAE,  DME....,  les  ares  DA,DM,  DB,  sont  des  quarts 
de  circonférence  ou  des  quadrants. 

Scolie.  Les  propriétés  dus  pôles  permettent  de  tracer  sur 
la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec  la  même  fa- 
cilité que  sur  une  surface  plane. 

On  emploie  à  cet  effet  un  compas  appelé  compas  sphé- 
rîque,  dans  lequel  on  donne  aux  deux  branches  une  dis- 


,Google 


LIVRE    VII.  223 

position  qui  permette  «'incliner  les  pointes  l'une  sur  l'autre 
sous  un  angle  quelconque, 

U  est  évident  que  si  on  place  une  (les  pointes  de  ce  com- 
pas en  D,  et  l'autre  en  F,  et  que  l'on  fasse  tourner  ce  corn-  lig.  ! 
pas  autour  du  point  D.  l'extrémité  1  décrira  le  cercle  FMG. 

Si  l'on  voulait  du  point  D,  comme  pôle,  décrire  un 
grand  cercle  AMB,il  faudrait  que  la  distance  des  deux 
pointes  du  compas  fût  égale  à  la  corde  d'un  quadrant;  et 
pour  avoir  cette  distance,  il  faudrait  connaître  le  rayon  de 
la  sphère. 

PROPOSITION  VIII. 


Étant  donnaa  une  sphère,  trouver  son  rayon. 


Avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire  AC,  décri- 
vons sur  la  sphère  un  cercle  CDE;  marquons  trois  points 
C,  D,  F,  sur  ce  cercle,  et  mesurons  avec  un  compas  les 
distances  rectilignes  CD,  DE,  CE;  enfin  construisons  sur 
on  plan  un  triangle  avec  ces  trois  côtés;  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  sera  le  rayon  du  cercle  CDE. 

Cela  posé,  concevons  par  le  diamètre  AB  de  la  sphère 
un  grand  cercle  ACBE;  concevons  aussi  qu'on  tire  les 
droites  CA,  CB  et  CO.  Dans  le  triangle  rectangle  CAO,  on 
connaît  l'hypoténuse  AC  et  le  côté  CO;  on  pourra  donc 
construire  sur  un  plan  un  triangle  C'A'O'  égal  à  CAO;  de 
plus,  la  droite  CB  étant  perpendiculaire  sur  C  A,  si  l'on  mène 
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C'B'  perpendiculaire  sur  A/G',  ]a  droite  A'B',  égale  à  Aîî, 
sera  le  diamètre  de  la  sphère. 


PROPOSITION  IX. 

PROBLÈME. 


Tracer  sur  une  sphère  un  grand  cercle  passant  par 
deux  points  A  et  B. 


Des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  un  intervalle  égal 
à  la  corde  du  quadrant,  décrivons  deux  grands  cercles 
qui  se  coupent  en  P;  le  point  P  sera  le  pôle  de  l'arc  de 
"Tau-.!  cercle  A 13.  et  servira  à  décrire  cet  arc. 


PROPOSITION  X. 

l'KOBT.iO.ll  K. 


.-■'baisser  d'un  point  A.  de  la  surface  de  la  sphère, 
n  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un  grand  cercle 
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Du  point  A  comme  pôle,  avec  un  intervalle  égal  à  un 
quadrant,  décrivez  un  grand  cercle  qui  coupe  en  S  le  cercle 
CMD.  Puis  du  point  S  comme  pôle,  avec  l'intervalle  SA, 
décrivez  le  grand  cercle  AM ,  qui  sera  perpendiculaire  sur 
CMD*. 

PROPOSITION  XL 


"racer  sur  une  sphère  un  petit  cercle  passant  par 
v  points  A,  B,  C. 


-  fi. 

Mesurez  avec  un  compas  sjjlie'riqut;  les  distances  recti- 
iignes  AB,  BC,  AC;  construisez  un  triangle  avec  ces  trois 
côtés,  et  circonscrivez  à  ce  triangle  une  circonférence  dont 
je  rayon  sera  celui  de  la  circonférence  qu'il  s'agit  de  tracer 
sur  la  sphère. 

Maintenant,  si  l'on  conçoit  le  diamètre  PP' perpendi- 
culaire sur  le  plan  du  cercle  ÀBC,  et  qui  rencontre  le  plan 
de  ce  cercle  en  son  centre  I;  si  l'on  mène  en  outre  Jes 
droitesfAP,  AT,  AP',  on  voit  que  le  triangle  PAP'  est  rec- 
tangle en  A;  et  l'on  connaît  dans  ce  triangle  l'hypoténuse  . 
PP^et  la  hauteur  AI. 

Pour  construire  ce  triangle,  décrive/,  un  cercle  dont  îe 
diamètre  pp'  soit  égal  à  celui  de  la  sphère  j  menés  au  point 
p  une  tangente  égale  au  rayon  du  cercle  ABC  ;  puis  con- 
duisez «ne  ligne  da  parallèle  à  pp'  jusqu'à  sa  rencontre  a 
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avec  la  circonférence  ;  enfin  joignez  ap,  ap';  app'  sera  le 
triangle  demandé,  et  le  côté  ap  sera  égal  à  AP. 

Pour  déterminer  le  pôleP  du  cercle  ABC,  il  suffira,  des 
points  A,B,C  comme  pôles,  avec  un  intervalle  égal  k<ip,Ae 
décrire  des  cercles  qui  se  couperont  au  point  cherché. 
Connaissant  le  pôle,  la  construction  s'achèvera  sans  diffi- 
culté. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Le  plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la 
surface  de  la  sphère,  est  l'arc  de  grand  cercle,  moin- 
dre qu'une  demi  -  circonférence,    qui  joint  ces  deux 

poii  Us. 

Nous  fonderons  la  démonstration  de  ce  théorème  sur 
les  deux  lemmes  suivants. 

Lemme  I.  Le  plus  court  chemin,  du  pôle.  P  d'un  cercle  à 
tous  les  points  de  sa  circonfrimcc  \B\)  <:s-l  le  même  pour  tous 
ces  points. 


Cela  résulte  évidemment  de  l'égalité  des  arcs  de  grands 
.cercles  PA,  PB,....  et  de  la  symétrie  parfaite  de  la  sphère 
autour  cîu  point  P. 

Lemme  II.  Soient  AB,  AC  deux  arcs  de.  grands  cercles 
moindres  qu'une  demi-circonp>rci>ee,et  soit  AG  <  AB,Je  dis 
que  le  plus  court  chemin  de  A  en  C  est  moindre  que  celui 
de  A  en  B, 
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En  effet,  décrivons  du  point  A  comme  pôle,  et  avec 
l'intervalle  AG,  un  cercle  qui  coupera  nécessairement  l'arc 
AB  entre  A  et  B,  et  soit  A  MB  la  ligne  !a  pius  courte  entre 
A  et  B;  cette  ligne  rencontrera  le  cercle  CI  en  un  point  M, 
et  la  ligne  AM  sera  le  plus  court  chemin  de  A  en  M;  car 
s'il  existait  une  ligne  plus  courte  entre  ces  deux  points, 
AMB  ne  serait  pas  le  plus  court  chemin  de  A  en  B,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  D'ailleurs,  d'après  le  lemme 
précédent,  le  plus  court  chemin  de  A  en  M  est  le  même 
que  de  A  en  C;  donc  le  plus  court  chemin  de  A  en  C  est 
moindre  que  de  A  en  B, 


Cela  posé ,  soit  AB  l'arc  de  grand  cercle  moindre  qu'une 
demi-circonférence  qui  joint  les  points  A  et  B^  et  suppo- 
sons qu'il  existe  hors  de  cet  arc  un  point  C  de  la  ligne  la 
plus  courte  entre  A  et  B.  Menons  les  arcs  de  grands  cer- 
cles AC,  BC,  et  prenons  ÀD=AC. 

On  a*  AB<AC+CB;   retranchant  de  part  et  d'autre  +pr.  4, 
ADz^AC,  il  reste  DB  <  BC.  Or,  en  vertu  du  lemme  I,  le 
plus  court  chemin  de  A  en  D  est  le  même  que  de  A  en  C; 
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donc  puisque  le  point  C  appartient  à  la  ligne  la  plus  courte 
de  A  en  B,  il  faudrait  que  la  distance  de  C  en  B  fût  moindre 
que  de  D  en  B,  conséquence  ahsurde ,  d'après  le  lemme  II, 
puisque  l'arc  BC  est  plus  grand  que  BD.  Dune  aucun 
point  de  la  plus  courte  distance  entre  A  et  B  ne  peut  être 
hors  de  l'arc  AB,  donc  l'arc  ÂB  est  lui-même  la  ligne  la 
plus  courte  qui  a  les  mêmes  extrémités. 

Remarque.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  sup- 
pose chacun  des  deux  arcs  AC,  BC,  moindre  que  AB  ;  et  il 
est  évident  qu'on  ne  peut  taire  une  autre  hypothèse,  car  si 
on  avait  AG  >  AB,  la  ligne  la  plus  courte  de  A  en  B  serait 
moindre  que  de  A  en  C;  ie  point  C  ne  pourrait  donc  pas 
appartenir  à  la  première  ligne. 

PROPOSITION  XIII. 

THÉORÈME. 

L'angléRkC  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  grands 
cercles  AB,  AC,  a  pour  mesure  /' 'angle  FAG,  formé  par 
les  tangentes  de  ces  arcs  au  point  A  :  //  a  aussi  pour 
mesure  l'arc  DE,  décrit  du  point  A  comme  poli 
entre  les  côtés  AB,  AC,  prolongés  s'il  est  nécessaire. 

Car  la  tangente  AF,  menée  dans  le  plan  de  l'arc  AB,  est 
perpendiculaire  au  rayon  AO;  la  tangente  AG,  menée  dans 
le  plan  de  l'arc  AC,  est  perpendiculaire  au  même  rayon 
AO.  Donc  l'angle  FAG-  est  égal  à  l'angle  des  plans  OAB, 
OAC,  qui  est  celui  des  arcs  AB,  AC,  et  qui  se  désigne  par 
BAC. 

Pareillement,  si  l'arc  AD  est  égal  à  un  quadrant,  ainsi 
que  AE,  les  lignes  OD,  OE,  seront  perpendiculaires  à  AO, 
et  l'angle  DOE  sera  encore  égal  à  l'angle  des  plans  AOD, 
AOE  ;  donc  l'arc  DE  est  la  mesure  de  l'angle  de  ces  pians, 
ou  la  mesure  de  l'angle  CAB. 

Corollaire.  Les  angles   des  triangles  spliéiiques  peuvent 
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se  comparer  entre  eux  par  les  arcs  de  grands  cercles  dé- 
crits de  leurs  sommets  comme  pôles  et  compris  entre  leurs 
côtés  :  ainsi  ii  est  facile  de  faire  un  angle  égal  à  un  angle 
donné. 

Scofoe.  Les  angles  opposés  nu  sommet,  tels  que  ACO  et  fig.s 
BCN",  sont  égaux  ;  car  l'un  ou  l'autre  est  toujours  l'angle 
formé  par  les  deux  plans  ABC,  OCN. 

On  voit  aussi  que  dans  la  rencontre  de  deux  arcs  ACB, 
OCN,  les  deux  angles  adjacents  ACO,  OCB,  pris  ensemble, 
valent  toujours  deux  angles  droits. 


Un  triangle  sphérique  ABC  étant  donné,  si  des   points  Eg  a 
A,  B,  C  comme  pôles,  on  décrit  les  arcs  de  grands  cercles 
EF,  FD,  DE,  ces  arcs  forment  un  triangle  DEF,  qui  est  ap- 
pelé le  triangle  polaire  de  AIÏC. 

Le  sommet  homologue  du  point  A  est  déterminé  par  la 
rencontre  des  arcs  décrits  des  points  B  et  C  comme  pôles  . 
ces  arcs,  il  est  vrai,  se  coupent  en  deux  points  ;  mais  il  ne 
faut  prendre  que  celui  qui  est  du  même  côté  que  le  point 
A  par  rapport  à  BC ,  et  ainsi  pour  les  autres  sommets. 

PROPOSITION  XIV, 


Si  le  triangle    ABC  a  pour  triangle  polaire  DEF  ,  -    .. 
réciproquement  ARC  sera  le   triangle  polaire  de  DEF. 

Car  le  point  A  étant  le  pôle  de  l'arc  EF,  la  distance  AE 
est  un  quadrant  ;  le  point  C  étant  le  pôle  de  l'arc  DE,  la 
distance  CE  est  pareillement  un  quadrant;  donc  le  point 
E  est  éloigné  <X\\\\  quadrant  de  chacun  des  points  A  et  C; 
donc  il  est  le  pôle  de  l'arc  AC,  et  de  plus  il  est  du  même 
côté  que  B  par  rapport  à  AC  ;  on  démontrerait  de  même 
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qite  D  est  îe  pôle  de  l'arc  BC,  et  F  celui  de  l'arc  Ali;  donc 
ABC  est  le  triangle  polaire  de  DEF. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

'*  Etant  donnés  deux  triangles  polaires  ABC,  DEF, 
chaque  angle  de  l'un  de  ces  triangles  aura  pour  me- 
sure une  demi-circonférence,  moins  le  coté  opposé  dans 
l'autre  triangle. 

Soient  prolongés,  s'il  est  nécessaire.  ]es  côtés  AB,  A.  C 
jusqu'à  la  rencontre  de  EF  en  G  et  H;  puisque  le  point  A 
est  le  pôle  de  Tare  GH,  l'angle  A  aura  pour  mesure  l'arc 
GH.  Mais  l'arc  EH  est  un  quadrant  ainsi  que  GF,  puisque 
E  est  le  pôle  de  AH,  et  F  le  pôle  de  AG;  donc  EH+GF 
vaut  une  demi -circonférence.  Or  EH  +  GF  est  la  même 
chose  que  EF-J-GII  ;  donc  l'arc  GH  qui  mesure  l'angle  A 
est  égal  à  une  demi-circonférence  moins  le  côté  EF;  de 
même  l'angle  B  aura  pour  mesure  '  cire. — DF,  et  l'angle  C, 
\circ.~  DE. 

Cette  propriété  doit  être  réciproque  entre  les  deux 
triangles,  puisqu'ils  se  décrivent  de  la  même  manière  l'un 
par  le  moyen  de  l'autre.  Ainsi  on  trouvera  que  les  angles 
D,  E,  F,  du  triangle  DEF,  ont  pour  mesures  respective- 
ment :  |  cire.  —  BC ,  \  cire.  —  AC,  \  cire.  —  AB.  En  effet 
l'angle  D,  par  exemple,  a  pour  mesure  l'arc  MI;  or  MI  + 
BC=MC-1-BI— |c«vî.  :  donc  l'arc  MI,  mesure  de  l'angle 
D, z=^circ.— BC;  et  ainsi  des  autres. 

Scolie.  Si  du  centre  de  la  sphère  on  mène  des  rayons 
aux  sommets  des  triangles  ABC,  DEF,  on  forme  deux,  an- 
gles trièdres  dont  les  angles  plans  ont  pour  mesures  les 
côtés  des  triangles  sphériques ,  et  don  t.  les  angles  dièdres  ne 
sont  autres  que  les  angles  des  mêmes  triangles. 

Or,  il  résulte  du  théorème  qui    vient   d'être  démontré 
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que  dans  ces  deux  angles  trièdres,  les  dièdres  de  l'un  sont 
les  suppléments  des  faces  de  l'autre,  et  réciproquement  : 
donc  ces  angles  trièdres  sont  supplémentaires. 


Soit  ABCD  un  polygone  sphérique;  menons  du  centre 
des  rayons  aux  sommets  de  ce  polygone,  et  prolongeons- 
les  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  de  nouveau  la  sphère  en 
A',B',  C,  D'.  Enfin  tirons  les  arcs  A'B',  B'C,  A'D',  CD'. 

Lesanglessolidesibrmésen  O  sont  symétriques, par  con- 
séquent ils  ont  leurs  angles  plans  et  leurs  angles  dièdres  res- 
pectivement égaux.  Donc  aussi  les  polygones  spliériques 
ABCD,  A'B'C'D'  ont  toutes  leurs  parties  égales.  Néanmoins 
ces  polygones  ne  sont  pas  superposables;  car  si  l'on  porte 
le  côté  CD'  sur  son  égal  CD  de  manière  que  les  autres  côtés 
des  deux  polygones  tombent  d'un  même  côté  par  rapport 
à  CD,  le  point  D'  sera  en  C,  et  en  parcourant  les  deux  po- 
lygones dans  le  même  sens  à  partir  du  point  C,  les  côtés  et 
les  angles  se  présenteront  dans  un  ordre  inverse. 

Ces  polygones  spliériques  sont  appelés  symétriques, 
quelles  que  soient  d'ailleurs  les  positions  respectives  qu'on 
leur  donne  sur  la  surface  de  la  sphère. 
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PROPOSITION  XVI. 


Deux  triangles  situés  sur  ta  même  sphère. ,  ou  sur 
<les  sphères  égales ,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  par- 
ties,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux  chacun  à  chacun. 
,  Soit  le  côte  Ali— EF,  le  cÔtéAC~EG,  et  l'angle  BAC 
—  FEG,  le  triangle  El  ('"G-  pourra  Être  placé  sur  le  triangle 
ABC,  de  la  même  manière  qu'on  superpose  deux  triangles 
recti  lignes  cjui  ont  un  angle  égal  compris  entrecôtes  égaux. 
Donc  tontes  les  parties  du  triangle  EFG  seront  égales  à 
celles  du.  triangle  ABC,  c'est-à-dire  qu'outre  les  trois  par- 
ties qui  sont  supposées  égales,  on  aura  le  côté  BCx^FG, 
l'angle  ABC=EFG ,  et  l'angle  ACB— EGF. 

Si  les  côtés  égaux  des  deux  triangles  étaient  inverse- 
ment disposés  par  rapport  aux  deux  angles  égaux,  on  su- 
perposerait EFG  sur  le  symétrique  de  ABC,  et  on  serait 
conduit  à  la  môme  conclusion. 

PROPOSITION  XVII. 


Deux  triangles  situés  sur  lu  même  sphère  ,  ou  sur 
des  sphères  égales,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  par- 
lies,  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles 
égaux  chacun  à  chacun. 

Car  l'un  de  ces  triangles  peut  être  placé  sur  l'autre  ou 
sur  son  symétrique,  comme  on  le  fait  dans  le  cas  pareil 
des  triangles  rectilignes.  [Voy.prop.  Vll%  liv.  1.) 


PROPOSITION  XVIIL 


St.  deux  triangles  situés  sur  la  même,  sphère,  ou  s 
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des  sphères  égales,  sont  éqailalèraux  entre  eux ,  ils 
seront  aussi  équiangles ,  et  les  angles  égaux  seront 
opposés  aux.  côtés  égaux. 

Joignons  le  centre  de  la  sphère  aux  sommets  des  deux 
triangles;  nous  formerons  ainsi  deux  angles  trièdres  dont 
les  angles  plans  ayant  pour  mesures  les  cotés  des  trian- 
gles sphériques,  sont  respectivement  égaux;  maïs  on  a 
démontré  que  dans  ce  cas  les  angles  dièdres  opposés  aux 
faces  égales  sont  égaux  :  donc  dans  les  deux  triangles  sphé- 
riques les  angles  opposés  aux  cotés  égaux  sont  égaux. 

PROPOSITION  XIX. 

THÉOKJtL.llE. 


Dans  tout,  triangle  sphérique  isocèle  les  angles  op- 
posés aux  côtés  égaux  sont  égaux. 

Soit  le  côté  AB™AC;  je  dis  qu'on  aura  l'angle  C~B 
car  si  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de  la  base,  01 
mène  l'arc  AD,  les  deux  triangles  ABD,  ADC,  auront  le 
trois  côtes  égaux  chacun  à  chacun;  savoir,  AD  commun 
BD  — DC,  etAB=ÀC:  donc,  parle  théorème  précédent 
ces  triangles  auront  les  angles  égaux,  et  on  auraB— C. 

La  même  démonstration  prouve  que  l'angle  BAD=UAC, 
et  que  l'angle  BDA— AD(1    Donc  ces  deux  derniers  son 
droits;  donc  l'arc  mené  du.  sommet  d'un  triangle  sphcritji 
isocèle  au  milieu  de  sa  base  est  perpendiculaire  à  cette  l)as 
et  divise  l'angle  du  sommet  eu  deux  partie.*  égales. 

Scolie.  Il  résulte  encore  de  ce  théorème,  que  le  symé- 
trique  d'un  triangle  sphérique  isocèle  lui  est  égal  par  su- 
perposition. 

PROPOSITION   XX. 
tu.  i'-oiiiouE. 

Si  deux  angles  d'un  triangle  sph.érique.  sont,  égaux,  6    aîl 
les  côtés  opposés  sont  égaux. 
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Soit  l'angle  B  — C;  je  dis  qu'on  aura  AC=AB  :  car  si 
le  côté  AB  n'est  pas  égal  à  AC,  soit  AB  le  plus  grand  des 
deux,  prenez  BO=AC,  et  joignez  OC.  Les  deux  côtés 
BO  ,  BC ,  sont  égaux  aux  deux  AC,  BC  ;  l'angle  compris  par 
les  premiers,  OBC,  est  égal  à  l'angle  compris  par  les  seconds, 
ACB.  Donc  les  deux  triangles  BOC,  ACB,  ont  les  autres 
'16.  parties  égales",  et  on  a  l'angle  OCB— ABC  :  mais  l'angle 
ABC,  par  hypothèse,  =ACB;  donc  on  aurait  OCB— 
ACB,  ce  qui  est  impossible;  donc  on  ne  peut  supposer 
AB  différent  de  AC  ;  donc  les  côtés  AB,  AC  ,  opposés  aux 
angles  égaux  B  et  C,  sont  égaux. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

fig.  a3i.  Dans  un  triangle  sphérique  ABC,  si  l'angle  A  est 
plus  grand  que.  l'angle  B,  le  côté  BC  opposé  à  l'angle  A 
sera  plus  grand  que  le  côté  AC  opposé  à  l'angle  B  ; 
réciproquement,  si  le  côté  BC  est  plus  grand  que  CA, 
l'angle  A  sera  nlus  grand  que  l'angle  B. 

i"  Soit  l'angle  A  >  B,  faites  l'angle  BAD=:  B,  vous  aurez 

'20.  AD=DB*  :  mais  AD+DC  est  plus  grand  que  AC;  à  la 

place  de  AD  mettant  DB ,  on  aura  DB  +  DC  ou  BC  >  AC. 

2°  Si  on  suppose  BC>AC,  je  dis  que  l'angle  BAC  sera 
plus  grand  que  ABC  :  car,  si  BAC  était  égal  à  ABC ,  on  au- 
rait BC^^AC;  et  si  on  avait  BAC  <  ABC,  il  s'ensuivrait, 
par  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  qu'on  a  BC  <  AC  ;  ce  qui 
est  contre  la  supposition.  Donc  l'angle  BAC  est  plus  grand 
que  ABC. 

PROPOSITION  XXII. 

THÉORÈME. 

fig.aî3.       Si  les  deux  côtés  AB,  AC,  du  triangle  spkêriquc  ABC 
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sont  égaux  aux  deux  côtés  DE,  DF,  du  triangle  DEF 
tracé  sur  une  sphère  égale  ,  si  en  même  temps  l'an- 
gle A  est  plus  grand  que  l'angle  D ,  je  dis  que  le  troi- 
sième côté  BC  du  premier  triangle  sera  plus  grand  que 
le  troisième  EF  du  second. 

La  démonstration  est  absolument  semblable  à  celle  de 
la  prop.  si,  liv.  i. 

PROPOSITION  SXIII. 


Si  deux  triangles  tracés  sur  la  même  sphère  ou  sur 
des  sphères  égales  sont  éqidangles  entre  eux ,  ils  se- 
ront aussi  éepui latéraux. 

Soient  A  et  B  les  deux  triangles  donnes,  P  et  Q  leurs 
triangles  polaires.  Puisque  les  angles   sont  égaux  dans  les 
triangles  A  et  B,  les  côtés  seront  é«aux  dans  les  polaires  P 
et  Q*  :  mais  de  ce  que  les  triangles  P  et  Q  sont  équilaté-  * 
raux  entre  eux,  il  s'ensuit  qu'ils   sont  aussi    équiangles*  * 
enfin,  de  ce  que  les  angles  sont  égaux  dans  les  triangles  P 
et  Q,  il  s'ensuit"  que  les  côtés  sont  égaux  dans  leurs  po-  * 
laires  A  et  B.  Donc  les  triangles  équiangles  A  et  B  sont  en 
même  temps  équilatéraux  entre  eux, 

Scolic.  Cette  proposition  n'a  pas  lieu  dans  les  triangles 
rectilignes,  où  de  légalité  des  angles  on  ne  peut  conclure 
que  la  proportionnalité  des  côtés.  Mais  il  est  aisé  de  rendre 
compte  de  la  différence  qui  se  trouve  à  cet  égard  entre  les 
triangles  rectilignes  et  les  triangles  s  plié  tiques.  Dans  la 
proposition  présente,  ainsi  que  dans  les  prop.  16,  17,  18, 
2a,  où  il  s'agit  de  la  comparaison  des  triangles,  il  est  dit 
expressément  que  ces  triangles  sont  tracés  sur  la  même 
sphère  ou  sur  des  sphères  égales.  Or  les  arcs  semblables 
sont  proportionnels  aux  rayons;  donc,  sur  des  sphères 
égales,  deux  triangles  ne  peuvent   être  semblables  sans 
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être  égaux.  H  n'est  donc  pas  surprenant   que  l'égalité    îles 
angles  entraîne  l'égalité  des  côtés. 

Il  en  serait  autrement  si  les  triangles  étaient  tracés  sur 
des  splières  inégales;  alors  les  angles  étant  égaux,  les 
triangles  seraient  semblables,  et  les  côtés  homologues  se- 
raient entre  eux  comme  les  rayons  des  sphères. 

PROPOSITION  XXIV. 


i°  La  somme  des  angles  de  tout  triangle  sphérique 
est  moindre  que  six  et.  plus  grnn.de  que.  deux  droits. 

a"  Le  plus  petit  angle  augmenté  de  deux  droits  est 
plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres. 

i°  En  effet,  la  mesure  de  chaque  angle  d'un  triangle 
sphérique  est  égale  à  la  demi-circonférence ,  moins  le  côté 
opposé  du,  triangle  polaire"*.  Donc  la  somme  des  trois  angles 
a  pour  mesure  trois  demi-circonférences  moins  la  somme 
des  côtés  du  triangle  polaire.  Or  cette  dernière  somme  est 
plus  grande  que  zéro,  et  moindre  qu'une  circonférence, 
donc  en  la  retranchant  de  trois  demi-circonférences,  le 
reste  sera  plus  petit  que  trois  de  mi -circonférences  et  plus 
grand  qu'une  demi-circonférence;  donc  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  sphérique  est  inoindre  que  six  droits, 
et  plus  grande  que  deux  droits. 

Corollaire.   Un     triangle  sphérique  peut   avoir    deux    ou 
trois  angles  droits,  deux  ou  trois  angles  obtus. 
;.        Si  le  triangle  ABC  est  bi-rectangle,  c'est-à-dire  s'il  a  deux 
angles  droits  B  et  C,  le  sommet  A  sera  le  pôle  de  la  base 
BC;  et  les  côtés  ÂB,  AC,  seront  des  quadrants. 

Si  en  outre  l'angle  A  est  droit ,  le  triangle  ABC  sera  tri- 
rectangle,  ses  angles  seront  tous  droits  et  ses  côtés  des 
quadrants.  I.e  triangle  tri-reei.an«lc   est   contenu   huit  fois 
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dans  ta  surface  de  la  sphère;  c'est  ce  que  l'on  voit  par  la 
fig.  236',  en  supposant  l'arc  MN  égal  à  un  quadrant. 

20  Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle,  et  A  le  plus 
petit;  i8o°  — A,  i8oQ — B,  i8o°  — C  seront  les  côtés  du 
triangle  polaire";  or  on  a  * 

180  —  A<i8o  —  B  +  180  —  C, 

d'où    ajoutant  de  part  et  d'autre  A  +  B  +  C,  et  retran- 


B-t-C<i8o0  +  A. 

Avec  trois  angles  A,  B,  C  qui  satisfont  aux  conditions 
énoncées  dans  ce  théorème,  on  peut  former  un  triangle 
sphérique,  car  ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'on  puisse  construire  un  angle  nièdre  avec 
les  trois  angles  dièdres  A,  B,  C. 

Scolie.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  , 
que  les  triangles  sphériques  ont  leurs  cotés  toujours  plus 
petits  que  la  demi-circonférence;  nous  observerons  cepen- 
dant qu'il  existe  des  triangles  spliénques  dont  certains  côtés 
sont  plus  grands  que  la  demi-circonférence,  et  certains  an- 
gles plus  grands  que  deux  angles  droits.  Car,  si  on  prolonge 
le  côté  AG  en  une  circonférence  entière  ACE,  ce  qui  reste, 
en  retranchant  de  la  demi-sphère  le  triangle  ABC,  est  un 
nouveau  triangle,  qu'on  peut  désigner  aussi  par  ABC,  et 
dont  les  côtés  sont  AB,  BC,  AEDC.  On  voit  donc  que  le 
côté  AEBC  est  plus  grand  que  la  demi-circonférence  AED- 
raais  en  même  temps  l'angle  opposé  eu  B  surpasse  deux 
angles  droits  de  la  quantité  CBD. 

Au  reste,  si  on  a  exclu  de  la  définition  les  triangles  dont 
les  côtés  et  les  angles  sont  si  grands,  c'est  que  leur  résolu- 
tion ou  la  détermination  de  leurs  parties  se  réduit  toujours 
à  celle  des  triangles  renfermés  dans  la  définition.  En  effet, 
on  voit  aisément  que  si  on  connaît  les  angles  et  les  côtés 
du  triangle  ABC,  on  connaîtra  immédiatement  les  angles 
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et  les  cotes  du  triangle  de  même  nom  qui  est  le  reste  de  la 

demi-sphère. 


I.  On  appelle  fuseau  ,  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère 
comprise  entre  deux  demi-grands  cercles  qui  se  terminent 
à  un  diamètre  commun. 

II.  L'onglet  sphérique  est.  la  partie  du  volume  de  la 
sphère  comprise  entre  les  mêmes  demi-grands  cercles,  et 
à  laquelle  le  fuseau  sert  de  base. 

III.  La  pyramide  sphérique  est  la  partie  du  solide  de  la 
sphère  comprise  entre  les  plans  d'un  angle  solide ,  dont  le 
sommetest.au  centre;  la  base  de  la  pyramide  est  le  poly- 
gone sphérique  intercepté  parles  mêmes  plans. 

Lorsque  deux  polygones  sphériques  coïncident,  les  py- 
ramides dont  ils  sont  les  bases  coïncident  également. 

IV.  Nous  appellerons  pyramides  sphéricjues  symétriques 
celles  qui  ont  pour  bases  des  polygones  symétriques. 

PROPOSITION  XXV. 

THÉORÈME. 

fis  a36  Le  fuseau  AMBNA  est  à  la  surface  de  la  sphère 
comme  l'angle  MAIN  de  ce  fuseau  esta  quatre  angles 
droits,  ou  comme  l'arc  >IiN  qui  mesure  cet  angle  esta 
la  circonférence. 

Supposons  d'abord  que  l'arc  MN  soit  commensurablc 
avec  la  circonférence  MNPQ,  et  qu'en  divisant  celle-ci  en 
48  parties  égales ,  l'are  MA"  contienne  5  de  ces  parties; 
le  rapport  de  l'arc  MN  à  la  circonférence  est  j%. 

Faisons  ensuite  passer  des  plans  par  le  diamètre  AB  et 
les  points  de  division,  nous  formerons  sur  la  sphère  48 
fuseaux  tous  égaux  entre  eux  comme  ayant  même  angle  , 
et  l'on  voit  que   5  de   ces  fuseaux  seront  contenus  dans 
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AMBN  ;  le  rapport  de  ce  fuseau  à  la  surface  de  la  sphère 
sera  donc  aussi  ^  ;  il  sera  donc  le  même  que  celui  de  l'arc 
MN  à  la  circonférence  MNPQ. 

Si  l'arc  MN  n'est  pas  commensurable  avec  la  circonfé- 
rence, on  prouvera ,  parle  raisonnement  connu  ,  que  le 
fuseau  est  toujours  à  ia  sphère  comme  l'arc  MN  est  à  la 
circonférence. 

Mesure  du  fuseau.  Soient  F,  F'  deux  fuseaux  dont  les 
angles  sont  A  et  A',  on  a,  d'après  le  théorème  ci-dessus 


F   :  spli.  : 
F  :  sph. 
F   :    F 

:  A  :  i", 
::  A'  :  4"; 
::  A  :  A'. 

t  mesurer 

un  fuseau  en  li 

nparant  a 

un  autre  fuseau  pris  pour  unité,  on  voit,  par  la  proportion 
ci-dessus,  qu'il  suffit  de  chercher  le  rapport  des  angles  de 
ces  fuseaux. 

Supposons  qu'on  prenne  pour  unité  de  fuseau  F',  celui 
dont  l'angle  est  droit,  la, proportion  (i)  devient 

FA  , 

Ainsi,  le  rapport  d'un  fuseau  au  fuseau  droit  est  égal  au 
rapport  de  son  angle  à  un  angle  droit;  ce  qu'on  exprime 
d'une  manière  abrégée  en  disant  que  le  fuseau  a  pour  me- 
sure son  angle. 

Si  l'on  prenait  pour  unité  de  surface  le  triangle  tri- 
rectangle  T  qui  est  la  moitié  du  fuseau  droit,  on  aurait, 
en  remplaçant  F'  par  aT  dans  l'égalité  (a) 


d'où,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  a,  on  conclut 
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Donc,  le  rapport  d'un  fuseau  an  triangle  trirectan«le  est 
égal  au  rapport  du  double  de  son  angle  à  un  droit;  ou  bien, 
en  d'autres  tenues,  un  fuseau  a  pour  mesure  le  double  de 
son  angle. 

Scol/e.  On  verrait  aussi  qu'un  onglet  est  au  volume  de  la 
sphère  comme  son  angle  est  à  f\  droits  ;  et  qu'un  onglet  a 
pour  mesure  son  angle,  en  prenant  pour  unité  de  volume 
l'onglet  droit,  et  pour  unité  d'angle,  l'angle  droit;  ou  bien 
le  double  de  son  angle,  eu  prenant  pour  unité  de  volume 
la  pyramide  trirectangle,  qui  est  la  moitié  de  l'onglet  droit, 
et   pour  unité  d'angle,  l'angle  droit. 

PROPOSITION  XXVI. 


Deux  triangle.1-;  .yjitctiaus'.i  xrint'-f.riques  sont  égaux 
en  surface. 

Soient  ABC,  1)  l'.[''  deux  triangles  symétriques,  c'est-à-dire 
deux  triangles  qui  ont  les  côtés  égaux,  AB=DE,  AC='DF, 
CB~ EF,  et  qui  cependant  ne  pourraient  être  superposés  ; 
je  dis  que  la  surface  ABC  est  égale  à  la  surface  DEF. 

Soit  P  le  pôle  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  trois 
points  A,  B,  C  (*)  ;  de  ce  point  soient  menés  les  arcs  égaux 
PA,  PB ,  PC  ;  au  point  F  faites  l'angle  DFQ— ACP ,  l'arc 
FQ=CP,  et  joignez  DQ,  EQ. 

Les  côtés  DF,  FQ,  sont  égaux  aux  côtés  AC,  CP,  l'angle 
DFQ=ACP;  donc  les  deux  triangles  DFQ,  ACP,  sont 
égaux  dans  toutes  leurs  parties  *;  donc  le  côté  DQ^rrAP , 
et  l'angle  DQF=APC. 

Dans  les  triangles  proposés  DFE,  ABC,  les  angles  DFE  , 


(*)  Le  cercle  qui  pas 
■ianglc  ABC,  ne  peut 
rand  cercle,  les  [rois 

se  par  les  trois  poiui 
être  qu'ira  petit  ccr 
cotés    4.B,  BC,AC, 

s  A,  B,  C,  oi 
de  do  la  epli 

L  le  Iriangle  ABC  se  li- 

luirait à  un  desen  ci 

.tés. 
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ACB,  opposés  aux  côtes  égaux.  DE,  AB  ,  étant  égaux,  si  on 
en  retranche  les  angles  DFQ ,  AGP,  égaux  par  construc^ 
tion,  il  restera  l'angle  QFE  égal  à  PCB,  D'ailleurs  les  côtés 
QF,  FE,  sont  égaux  ans  côtés  PC,  CD  ;  donc  les  deux  trian- 
gles FQE,  CPO,  sont  égaux  dans  tontes  leurs  parties  ;  donc 
le  côté  QE=PB,  et  l'angle  FQE=CPB. 

Si  on  observe  maintenant  que  les  triangles  DFQ,  ACP, 
qui  ont  les  côtes  égaux  chacun  à  chacun,  sont  en  même 
temps  isocèles,  on  verra  qu'ils  peuvent  s'appliquer  l'un  sur 
l'autre  ;  donc  ils  sont  égaux  ,  donc  la  surface  DQF— APC. 
Par  une  raison  semblable,  la  surface  FQE=CPB ,  et  la 
surface  DQE=APB  ;  donc  on  a  DQF+FQE- DQEz= 
APC+CPB—  APB,  ou  DFE^ABC;  donc  les  deux  trian- 
gles symétriques  ABC,  DEF,  sont  égaux  en  surface. 

Scoliel.  Les  pôles  P  et  Q  pourraient  être  si  tués  au  dedans 
des  triangles  ABC  ,  DEF;  alors  il  faudrait  ajouter  les  trois 
triangles  DQF,  FQE,  DQE  ,  pour  en  composer  le  triangle 
DEF,  et  pareillement  il  faudrait  ajouter  les  trois  triangles 
APC,  CPB,  APB,  pour  en  composer  le  triangle  ABC  ;  d'ail- 
leurs la  démonstration  et  la  conclusion  seraient  toujours 
les  mêmes. 

Scolie  II.  On  verrait  de  la  même  manière  que  deux  py- 
ramides sphériques  symétriques  sont  équivalentes. 

PROPOSITION  XXVII. 


Si   deux  grands  cercles   AOB  ,  COD,  se  coupent  fi 
comme    ou    voudra    dans    l'hémisphère  AOCBD ,  la 
somme  des  triangles  opposés  AOC,  BOD  ,   sera  égale 
au  fuseau  dont  l'angle  est  BOD. 

Car,  en  prolongeant  les  aies  OB,  OD,  dans  l'autre  hémis- 
phère jusqu'à  leur  rencontre  en  N",  OBN  sera  une  demi- 
circonférence,    ainsi   que    AOB;    retranchant  de  part   et 
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d'autre  OB,  on  aura  BN^:  AO.  Par  une  raison  semblable, 
on  a  DN=CO  ,  et  BD  =:  AC;  donc  les  deux  triangles 
AOC,  BDN,  ont  les  trois  cotes  égaux;  d'ailleurs  leur  posi- 
tion est  telle  qu'ils  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  ;  donc 
"A  ils  sont  égaux  eu  surface  *,  etla  somme  des  triangles  AOC, 
BOD,  est  équivalente  au  fuseau  OBNDO  dont  l'angle  est 
BOD. 

Scohe.  Il  est  clair  aussi  que  les  deux  pyramides  sphé- 
riques  qui  ont  pour  bases  les  triangles  AOC,  BOD,  prises 
ensemble,  équivalent  à  l'onglet  sphérique  dont  l'angle  est 
BOD. 

PROPOSITION  XXVIII. 

THÉORÈME. 

La  surface  d'un  triangle  sphérique.  quelconque  a 
pour  mesure  l'excès  de  la  somme  de  ses  trois  angles 
sur  deux  angles  droits. 
3.  îïçj,  Soit  ABC  le  triangle  proposé;  prolongez  ses  côtés  jus- 
qu'à ce  qu'ils  rencontrent  le  grand  cercle  DEFG ,  mené 
comme  on  voudra  hors  du  triangle.  En  vertu  du  théorème 
précédent,  on  aura 

ADE  +  AGH  =  fuseau  A 
BGF  -+-  BID  =  fuseau  B 
CIH  +  CFE  =  fuseau  C. 
Ajoutant,  et  observant  que  la  somme  de  ces  six  triangles 
excède  la  demi-sphère  de  deux  fois  le   triangle  ABC,  il 

2.  ABC  +-|  sphère  =fuseau  A  +  fuseau  B  -+-  fuseau  C; 
Donc,  en  retranchant  de  part  et  d'autre  la  demi-sphère, 
et  divisant  par  2,  on  a 

fuseau  À  +  fuseau  B  + fuseau  C  —  ^sphère 

2 
Or,  on  sait  qu'en   prenant  le   triangle  trirectangle  pour 
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unité  de  surface  ,  et  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  ,  le 
fuseau  a  pour  mesure  le  double  de  son  angle ,  et  que  la 
demi-sphère,  qui  peut  être  considérée  comme  un  fuseau 
dont  l'angle  est  a  droits,  a    pour  mesure  4  droits  ;   donc 

mesure  de  ABC  =  — —  =  A+B-t-u — 2ar-- 

Scotie  I.  Si  les  angles  du  triangle  sont  donnés  par  les 
nombres  de  degrés  des  arcs  qui  leur  servent  de  mesures, 
on  retranchera  180"  de  leur  somme  ,  et  on  cherchera  le 
rapport  de  la  différence  à  90°. 

./ 'jipiic-ation.    Soient  At^jo"  10',  B=:6o02o',  C=3o°j 

pour  différence  3o°  3o'j  et  pour  obtenir  le  rapport  de 
3o°  3o'  à  90",  il  faut  réduire  ces  deux  nombres  de  degrés 
en  minutes,  et  diviser  le  premier  nombre  par  le  second; 
on  trouve  ainsi  que  le  triangle  proposé  est  les  i|^|  ou  le  | 
du  triangle  trirectangle. 

Scolie  II.  On  démontrerait  semblablement  qu'une  pyra- 
mide sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  l'excès  de  la 
somme  des  angles  de  sa  base  sur  deux  droits  (  en  prenant 
pour  unité  de  volume  la  pyramide  trirectangle,  et  pour 
unité  d'angle  l'angle  droit  ). 

PROPOSITION  XXIX. 

THÉORÈME. 

Lu  surface,  d'un  polygone  sphérique  a  pour  mesure 
la  somme,  de  ses  angles  ,  moins  le  produit  rie  deux 
angles  droits  par  le  nombre  des  cotés  du  polygone 
moins  deux. 

D'un  même  sommet  A  soient  menées  à  tous  les   autres  Gg.  ■> 
sommets  les  diagonales  AC,  AD  ;  le  polygone  ABCDE  sera 
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partage  en  autant  de  triangles  moins  Jeux  qu'il  a  de  côtes, 
Mais  la  surface  de  chaque  triangle  a  pour  mesure  la 
somme  de  ses  angles  moins  deux  angles  droits,  et  il  est 
clair  que  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  est 
égale  à  la  somme  des  angle-,  du  polygone  :  donc  la  surface 
du  polygone  a  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  dimi- 
nuée d'autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  a  de  côtés 
moins  deux. 

Scolie.  Soit  s  la  somme  des  angles  d'un  polygone  sphé- 
rique,  n  le  nombre  de  ses  côtés  ;  l'angle  droit  étant  sup- 
posé l'unité,  la  surface  du  polygone  aura  pour  i 
*-*(«-*  )oa.-« +4. 

PROPOSITION  XXX. 


Soit  S  le  nombre  tin  angles  suliiles  rl'un  polyèdre,  K  le  nombre 
de  ses  faces,  A  le  nombre  de  ses  a  ré/a  ;  je  dis  qu'on  aura  tou- 
jours S  +  H=  A  +  a. 

Prenez  au  dedans  du  polyèdre  un  point  d'où  vous  mènerez  des 
ligues  droites  aux  sommets  de  tous  ses  angles  ;  imaginez  ensuite 
que,  du  même  point  comme  centre,  on  décrive  une  surface 
spbérique  qui  soit  rencontrée  par  toutes  ces  lignes  en  autant  de 
points;  joigne/,  ees  points  par  des  arcs  de  grands  cercles,  de  ma- 
nière à  former  sur  la  surface  de  ia  sphère  des  polygones  corres- 
pondants et  en  même  nombre  avec  les  faces  du  polyèdre.  Soit 
>.  ABCDK  un  de  ces  polygones,  et  soit  «  le  nombre  de  ses  côtés;  sa 
surface  sera  s— sn+ti,  s  étant  la  somme  des  angles  A,B,  C,D,E. 
Si  on  évalue  seiiibiabieiiieiii.  la  surface  de  chacun  des  autres 
polygones  sphérîques,  et.  qu'on  les  ajoute  toutes  ensemble,  on 
en  conclura  que  leur  somme,  on  la  surface  de  la  sphère  repré- 
sentée par  8,  est  égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  poly- 
gones .  inoins  deux  fois  le  nombre  de  leurs  côtés,  plus  4  pris 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  faces.  Or,  comme  tous  les  angles  qui 
s'ajustent  autour  du  même  point  A  valent  quatre  angles  droits, 
la  soinme  de  tous  les  angles  des  polygones  est  égale  à  4  pris  au- 
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tant  de  fois  qu'il  y  a  d'angles  solides  ;  elle  est  donc  égale  à  4S. 
Ensuite  le  double  du  nombre  des  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  est  égal 
au  quadruple  du  nombre  des  arêtes  ou  —  4A ,  puisque  la  même 
arête  sert  de  côté  à  deux  faces  :  donc  on  aura  S  — -4S — 4A-+-4H  ; 
ou,  en  prenant  le  quart  de  chaque  membre,  2  =  S> — A+H;  donc 
S+II  =  A+a. 

Cur/dlaire,  71  suit  de  là  que  la.  somme  des  angles  plans  qui 
forment  les  angles-  .solides  d'un  polyèdre  est  égale  ii  mitant  fie  fois 
quatre  angles  élirais  qu'il  y  a  d'il  raté  s  dans  S  —  2,  S  étant  le  nom- 
bre' des  angles  solides  du  polyèdre. 

Car,  si  on  considère  une  face  dont  le  nombre  de  côlés  est  n,  la 
somme  des  angles  de  cette  face  sera  ni  —  4  angles  droits.  Mais 
la  somme  de  tous  les  an,  ou  le  double  du  nombre  des  côtés  de 
toutes  les  faces,  =  4-A,  pt  4  1"">S  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  faces 
—  /(H;  donc  la  somme  des  auides  :le  toutes  les  faces  =  4  A — 4 H. 
Or,  par  le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  on  a  A— H—S— 2, 
et  par  conséquent  4 A— -4H  =  4  (S — a).  Donc  la  somme  des  angles 
plans,  etc. 

Ce  théorème,  qti'Euler  a  démontré  le  premier  dans  les  Mé- 
moires d<3  Pétersbonrg,  année  :  758,  offre  plusieurs  conséquences 
qui  méritent  d'être  développées. 

i°  Soit  a  le  nombre  des  triangles ,  b  le  nombre  des  quadrila- 
tères, e.  le  nombre  des  pentagones,  etc..  qui  composent  la  surface 
d'un  polyèdre;  le  nombre  total  des  faces  sera  <i-\-b-\-c-%-il-\-ztc, 
et  le  nombre  total  de  leurs  côtés  sera  3«-r-4&+5f;-r-6V+  etc.  Ce 
dentier  nombre  est  double  de  celui  des  arêtes,  puisque  la  même 
arête  appartient  à  deux  faces;  iiinsi  on  aura 

H  =  fl+Z>-f-c-r-(/~t-etc. 

2A=3û-+-4&4-5c  +  6rf-!-etc. 

et  puisque,  suivant  le  théorème  dont  il  s'agit,  S-j-  H  =  A  -+-  a 

aS=4+«+a6-H3cH-4d+etc. 

Une  première  remarque  que  fournissent  ces  valeurs,  c'est  que  le 
nombre  des  faces  impaires  o-r-c  +  c-f-  etc.  est  toujours  pair. 
On  peut  faire  pour  abréger  u>—  6-j-2c~f-3</-|-  etc.,  et  alors  on 

A»     |HH-1«, 

S=2+IH-f-^. 
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Ainsi  clans  fout  polyèdre  on  a  toujours  A>.|H,etS>-2-l-^H, 
où  il  faut  observer  que  le  signe  >  n'exclut  pas  l'égalité,  attendu 
qu'on  pourrait  avoir  oi  =  o. 

Le  nombre  de  tous  les  angles  plans  du  polyèdre  est  2  A,  celui 
des  angles  solides  est  S,  de  sorte  que  le  nombre  moyen  des  an- 
gles plans  qui  tonneu;  chaque  anylt:  solide  est  ■ 

Ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  3,  puisqu'il  faut  au  moins 
trois  angles  plans  pour  former  un  angle  solide;  ainsi  on  doit 
avoir  iA>  3S,  le  signe  >  n'excluant  pas  l'égalité.  Si  on  met  au 
lieu  de  A  et  S  leurs  valeurs  en  H  et  <o,  on  aura  3H+m>6-|- 
iH+fu,  ou  3H>i2+u).  Remettant  les  valeurs  de  H  et  «1  en 
a,  b,  c,  etc.,  il  en  résultera 

3fl+a&-i-c>ia-|-e-|-a/+3èM-etc. 
d'où  l'on  voit  que  a,  b,  c,  ne  peuvent  pas  être  zéro  à  la  fois,  et 
qu'ainsi  il  n'existe  aucun  polvèuVe  ilonl  toutes  les  fiées  aient  plus 
de  cinq  «Slés. 

Puisqu'on  a  H>ii-r-£w,  la  substitution  dans  les  valeurs  de  S 
et  de  A  donneraS>  4+  f  w,  et  A>  6  + w.  Mais  en  même  temps 
onao><3H— 12;  et  de  là  il  résulte  S<»H--  4,  etA<3H— 6, 
où  l'on  se  souviendra  que  les  signes  >  et  <  n'excluent  pas  l'é- 
galité. Ces  limites  ont  lieu  généralement  dans  tous  les  polyèdres. 
20  Supposons  aA>  4 'S.  ce  qui  convient  à  une  infinité  de  po- 
lyèdres, et  nommément  à  ceux  dont  tous  les  angles  solides  sont 
formés  de  quatre  plans  ou  plus,  on  aura  dans  ce  cas  H^>8-1-uj, 
on,  en  faisant  la  substitution, 

a  >  8  -+-  c+  arf+  3e+  etc. 
Donc  il  faut  que  le  solide  ait  au  moins  huit  faces  triangulaires;  la 
limite  H  >  8  -h  w  donne  S  >  6  +  w,  et  A  >  2  +  12  «.  Mais  on 
a  en  même   temps  w  <  H  _  8  ;  et  de   là  résulte  S  <H  —  a, 
AOH  —  4. 

'"  Supposons  aA>5S,  ce  qui  renferme  entre  autres  polyè- 
dres ceux  dont  tous  les  angles  solides  sont  au  moins  quintuples, 
il  en  résultera  H>ao+  3  w,  ou 

«>ao+2i+5c-i-8rf-r.etc, 
Et  on  aura  en  même  temps  S>ia  +  2<o,  et  A>3o-t-5w;  enfin 
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de  ce  que  w<|  (H—  20),  on  tire  les  limites  S<-|(H  —  a),  A< 
|(H-s). 

On  ne  peut  supposer  a  A  =6 S;  car  on  a  eu  général  1A  +  2W 
4-i9.^=6S;  donc  il  n'y  a  aucun  polyèdre  dont  tous  les  angles 
solides  soient  formés  de  six  angles  plans  ou  plus;  et  eu  effet,  la 
moindre  valeur  qu'aurait  chaque  angle  plan,  l'un  portant  l'autre, 
serait  l'angle  d'un  triangle  equilatéral ,  et  six  de  ces  angles  fe- 
raient quatre  angles  droits,  ce  qui  est  trop  grand  pour  un  angle 
solide. 

f,°  Considérons  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  soient  trian- 
gulaires, on  aura  w  =  o,  ce  qui  donnera  A= |  H,  et  S= 1  -h  %  H. 
.Supposons  en  outre  que  tous  les  angles  solides  du  polyèdre 
soient  en  partie  quintuples,  eu  partie  sextuples;  suit/)  le  nombre 
des  angles  solides  quintuples,  7  celui  des  sextpples,  on  aura 
S=^p-\-q,  et  aA  — 5/?-f-(>7,  ce  qui  donne  fiS — aA=/>:  mais 
onad'ailIeursA  =  fH,etS=2+|H;donc/>=6S~  aA>=ia 

Doue  si  un  polyèdre  a  toutes  ses  faces  triangulaires,  et  que  ses  an- 
gles solides  soient  en  partie  ipii/itiiples,  en  partie  sextuples,  les  an- 
gles solides  quintttpli  s  serait  tai  jours  an  notnhre  de  i  2.  Les  sex- 
tuples peuvent  être  en  nombre  quelconque  :  ainsi,  en  laissant  q 
indéterminé,  on  aura  dans  tous  ces  solides  S—  12  +  '/,  H=  20 
-f-ïç,  A  =  3o  +  3^f. 

Nous  terminerons  ces  applications  par  la  recherche  du  nombre 
de  conditions  on  données  nécessaires  pour  déterminer  un  po- 
lyèdre;   question    intéressante,   et  qu'il  ne  paraît  pas   qu'on  ait 

Supposons  d'abord  que  le  polyèdre  soit  d'une  espèee  détermi- 
née, c'est-à-dire  qu'on  connaisse  le  nombre  de  ses  faces,  le  nom- 
bre de  leurs  cotes  individuellement,  et.  leurs  dispositions  les  unes 
a  l'égard  des  autres.  On  connaît  donc  les  nombres  H,  S,  A,  ainsi 
que  a,  b,c,  d,  etc.,  il  ne  s'unit  pins  que  d'avoir  le  nombre  de  don- 
nées effectives,  ligues  ou  angles,  par  le  moyen  desquelles  le  po- 
lyèdre peut  être  construit  et  déterminé. 

Considérons  une  des  faces  du  polyèdre  que  nous  prendrons 
pour  sa  base.  Soit  n  le  nombre  de  ses  cotés;  il  faudra  ■m—'i 
données  pour  déterminer  cette  base.  Les  angles  solides  hors  de 
la  base  sont  au  nombre  de  S  —  n;  le  sommet  de  chaque  angle 
exige  trois  données  pour  sa   détermination;   ainsi  la  position  de 
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S— «  sommets  exigerait  3S-~3n  données,  auxquelles  ajoutant  les 
•xn- — 3  de  labase,  on  aurait  en  tout  33  — n  —  3.  Mais  ce  nombre 
est  en  généra!  trop  grand,  H  doit  être  diminué  du  nombre  de 
conditions  nécessaires  pour  que  les  somme!  s  qui  répondent  à  une 
même  face  soient  dans  un  même  plan.  "Nous  avons  appelé  n  le 
nombre  de  côtés  de  la  base,  appelons  de  même  n\  n",  etc.,  !es 
nombres  de  côtés  des  autres  faces.  Trois  points  déterminent  un 
plan;  ainsi  ce  qui  se  trouvera  de  plus  que  3  dans  chacun  des 
nombres  «',  n",  etc.,  dorment  autant  de  conditions  pour  que  les 
différents  sommets  soient  situés  dans  les  plans  des  faces  aux- 
quelles ils  appartiennent,  et  le  nombre  total  de  ces  conditions 
sera  égal  à  la  somme  (»'—  3)-j-  («"—  3)  -f-  («'"—3)  +  etc.  Mais  le 
nombre  des  tonnes  de  '.'et te  suite  es!  H- ■■■■  i,  et  d'ailleurs  «+»'-+■ 
«"  + etc.  =  aA  :  donc  la  somme  de  la  suite  sera  >aA  —  n  — 
3  (H  —  ij.  Retranchant  cette  somme  de  3S — n  —  3,  il  restera 
35  —  aA  ■+-  3H  —  6,  quantité  qui,  à  cause  de  S-+H  =  A+a,  se 
réduit  à  A.  Donc  le  nombre  de  données  nécessaires  pour  déter- 
miner nu  polyèdre,  parmi  tniis  eux  de  lit  meute  es/n'rr.  est.  égal  ou 
r/.onihie  de  tes  arêtes. 

Remarquez  cependant  que  [es  données  don!  il  s'agit  ne  doivent 
pas  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  angles  qui  consti- 
tuent les  éléments  du  polyèdre;  car,  quoiqu'on  eut  autant  d'é- 
quations que  d'inconnues,  il  pourrait  se  'aire  que  certaines  rela- 
tions entre  les  quantités  connues  rendissent  le  problème  indéter- 
miné. Ainsi  il  semblerait,  d'après  le  théorème  qu'on  vient  de 
trouver,  que  la  connaissance  des  arêtes  seules  suffit  en  général 
pour  déterminer  un  polyèdre  ;.  mais  il  y  a  des  cas  oii  cette  con- 
naissance n'est  pas  suffisante.  Par  exemple,  étant,  donné  un  prisme 
non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité  d'au- 
tres prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  même 
manière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en 
conservant  les  côtés,  changer  les  angles,  et  donner  ainsi  à  cette 
base  une  inimité  de  formes  différentes;  on  petit  aussi  changer  la 
position  de  l'arête  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan 
de  la  base;  enfin  on  peut  combiner  ces  deux  changements  1'ttn 
avec  l'autre;  et  il  en  résultera  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes 
ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où  l'on  voit  que  les  arêtes  seules 
ne  suffisent:  pas  dans  ce  cas  pour  déterminer  le  solide. 
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Les  données  qu'il  convient  de  prendre  pour  déterminer  un  so- 
lide sont  celles  qui  ne  laissent  inu-une  indétermination  et  qui  ne 
donnent  absolument  qu'une  solution.  Et  d'abord  la  base  A.BCDE  fi 
sera  déterminée  entre  antres  manières,  si  on  connaît  le  côté  AB, 
avec  les  angles  adjacents  BAC,  ABC,  pour  le  point  C;  les  angles 
BAI),  ABD,  pour  le  point  D,  et  ainsi  des  autres.  Soit  ensuite  M 
un  point  dont  il  faut  détermine?'  la  position  hors  du  plan  de  la 
base;  ce  point  sera  déterminé,  si,  eu  imaginant  la  pyramide 
MABC,  ou  seulement  le  plan  MÂB,  on  connaît  les  angles  MAB, 
ABM,  et  l'inclinaison  du  plan  MAB  sur  la  base  ABC.  Si  on  déter- 
mine, par  le  moyen  de  trois  données  pareilles,  la  position  de 
chacun  des  sommets  du  polyèdre  hors  du  plan  de  la  base,  il  est 
clair  que  le  polyèdre  sera  déterminé  absolument  et  d'une  ma- 
nière unique,  de  sorte  que  deux  polyèdres  construits  avec  les 
mêmes  données  seront  nécessairement  égaux;  ils  seraient  cepen- 
dant symétriques  l'un  de  l'autre,  s'ils  étaient  construits  de  diffé- 
rents cotés  du  plan  de  la  base. 

II  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'avoir  trois  données  pour  dé- 
terminer chaque  sommet  d'un  polyèdre  ;  car  si  le  point  M  doit  se 
trouver  sur  un  plan  déjà  déterminé  dont  l'intersection  avec  la 
base  soit  FG,  il  suffira,  après  avoir  pris  FG  à  volonté,  de  con- 
naître les  angles  MGF,  MFG;  ainsi  il  faudra  une  donnée  de  moins. 
Si  le  point  M  doit  se  trouver  sur  deux  plans  déjà  détermines,  ou 
sur  leur  intersection  commune  Mit  qui  rencontre  le  plan  ABC  en 
K,  on  connaîtra  déjà  le  côté  AK,  l'angle  AK.M,  et  l'inclinaison 
du  plan  A  KM  sur  la  base;  il  suffira  donc  d'avoir  pour  nouvelle 
donnée  l'angle  MAIL  C'est  ainsi  que  le  nombre  de  données  né- 
cessaires pour  déterminer  un  polyèdre  absolument  et  d'une  ma- 
nière unique,  se  réduira  toujours  au  nombre  de  ses  arêtes  A. 

Le  côté  AB  et  un  nombre  A  —  i  d'angles  donnés  déterminent 
un  polyèdre;  un  autre  côté  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déter- 
mineront un  polyèdre  semblable.  D'où  il  suit  que  le  nombre,  de 
conditions  nih-cxsaircs  pour  tju.c  deu.r  /mîyrdrcs  dr  In  même  espèce 
soient  semblables  est.  égal  nu.  nombre  des  arêtes  moins  an. 

La  question  qu'on  vient  de  résoudre  serait  beaucoup  plus 
simple  si  on  ne  connaissait  pas  l'espèce  do  polyèdre,  mais  seule- 
ment le  nombre  de  ses  angles  solides  S.  Déterminez  alors  trois 
sommets  à  volonté  par  le  moyen  <ïu:i  triangle  où  il  y  aura  trois 
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triangle  sera  regardé  comme  la  base  du  solide,  en- 
s  hors  de  cette  base  seront  au  nombre  du  S — 3; 
tion  de  chacun  d'eux  exigeant  trois  données,  il 
est  clair  que  le  nombre  total  de  données  nécessaires  pour  déter- 
miner le  polyèdre  sera  3  +  3  (S — 3),  ou  3  S — 6. 

Il  faudra  donc  3  S —  7  conditions  pour  que  deux  polyèdres  qui 
ont  un  égal  nombre  ,S  d'unulc-  suIMl's  sok-iit.  semblables  entre 
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APPENDICE  AUX  LIVRES  VI  ET  VII. 

LES  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


pi'.niMsrrio.N  première. 


Il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  potyùttres  rrguUers. 

Car  on  a  défini  /.'\V<'<//ï'ï  ré^nUt-rs  ct;ux  dont  toutes  les  faces 
sont  des  polygones  i-éiriil: tu-s  égaux,  et  dont  tous  les  angles  solides 
sont  égaux  entre  eux.  Ces  conditions  ne  peuvent  avoir  lieu  que 
dans  un  petit  nombre  de  cas, 

i°  Si  les  faces  sont  des  triangles  équilaléranx;,  on  peut  former 
chaque  angle  solide  du  polyèdre  avec  (rois  angles  de  ces  trian- 
gles, ou  avec  quatre,  ou  avec  cinq  :  de  là  naissent  trois  corps 
réguliers,  qui  sont  le  tétraèdre,  roetaèdee.  cl  l'jeosaèdre.  On  n'en 
peut  pas  former  un  plus  grand  nombre  avec  des  triangles  équi- 
iatéraux,  car  six  angles  de  ces  triangles  valent  quatre  angles 
droits,  et  ne  peuvent  former  d'angle  solide*.  * 

i°  Si  les  faces  sont  des  carrés ,  on  peut  assembler  leurs  angles 
trois  à  trois  ;  et  de  là  résulte  l'hexaèdre  ou  cube. 

Quatre  angles  de  carres  valent  quatre  angles  droits;  et  ne 
peuvent  former  d'angle  solide. 

3°  Enfin,  si  les  faces  sont  des  pentagones  réguliers,  on  pourra 
encore  assembler  leurs  angles  trois  à  trois,  et  il  en  résultera  le 
dodécaèdre  régulier. 

On  ne  peut  aller  plus  loin  ;  car  trois  angles  d'hexagones  régu- 
liers valent  quatre  angles  droits,  et  trois  d'heptagones  encore  plus. 

Donc  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers,  trois 
formés  avec  des  triangles  éqnilatcraux,  tin  avec  des  carrés,  et  un 
avec  des  pentagones. 

Scolie.  Ou  va  prouver,  dans  la  proposition  suivante,  que  ces 
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cinq  polvrdrcs  existent  réellement,  et  qu'on  peut  en  détern 
toutes  les  dimensions  lorsqu'on  connaît  une  de  leurs  faces. 


:'F\oi'0>;rno:N  n. 


Étant  donnée  l'une  îles  faces  fi'itn  polyèdre  régulier,  ou  seule- 
ment son  côté,  construire  le  polyèdre. 

Ce  problème  en  présente  cinq,  qui  vont  être  résolus  succes- 
sivement. 

Construction  du  (étrrièdjv. 

i.  Soit  ABC  le  triangle  équilateral  qui  tloîl  cire  une  des  faees  du 
tétraèdre;  au  point  O,  centre  de  ce  triangle,  élevez  OS  perpen- 
diculaire au  plan  ARC  ;  terminez  cette  perpendiculaire  au  point  S, 
de  sorte  que  ÀS=  AB;  joignes  SB,  SG,  et  la  pyramide  SABC 
sera  le  tétraèdre  requis. 

Car,  à  cause  des  distances  égales  OA,OB,OC,  les  obliques 
SA,  SB,  SC,  s'écartent  également  de  la  perpendiculaire  SO  et 
sont  égales.  L'une  d'elles  SA.  —  Ali;  donc  les  quatre  faces  delà 
pyramide  SABC  sont  des  triangles  égaux  au  triangle  donné  ABC, 
D'aîllcurs  les  angles  solides  de  cette  pyramide  sont  égaux  entre 
eux,  puisqu'ils  sont  formes  chacun  avec  trois  angles  plans  égaux; 
donc  cette  pyramide  est  un  tétraèdre  régulier. 

Construction  de  l'hexaèdre, 

.  Soit  ABCD  un  carré  donné  :  sur  la  base  ABCD  construisez  un 
prisme  droit:  dont  la  hauteur  AI1",  soit  égale  au  côte  AB.  Il  est  clair 
que  les  faees  de  ce  prisme  sont  îles  carres  égaux  ,  et  que  ses  angles 
solides  sont  égaux  entre  eux  comme  étant  formés  chacun  avec 
trois  angles  droits  ;  donc  ce  prisme  est  un  hexaèdre  régulier  ou 
cube . 

Construction  de  l'octaèdre. 

Soit  AMB  un  triangle  équilatéral  donné  :  sur  le  côté  AB  dé- 

'  crivezle  carré  ABCD;  au  point  0,  centre  de  ce  carré,  élevez  sur 

son  plan  la  perpendiculaire  TS,  terminée  de  part  et  d'autre  en  T 

eque  0T=OS  =  AO;  joignez  ensuite  SA,  SB, 
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y;»:, 


u:posc  (le  ■ 


TA,  etc.,  vous  aurez  un  solide  SABCDT,  i 

mirtes  uuadraugulaires   SABCD,  TABCD,  adossées  par  leur  base 

commune  ABCD;  ce  solide  sera  l'octaèdre  routier  demandé. 

En  effet,  le  triangle  AOS  est  rectangle  en  O,  ainsi  que  le 
triangle  AOD ;  les  côtés  AO,OS,  OD,  sont,  égaux  ;  donc  ces 
triangles  sont  égaux,  donc  AS  =  AD.  On  démontrera  de  même 
que  tous  les  autres  triangles  rectangles  AOT,  BO,S,COT,  etc., 
sont  égaux  an  triangle  AOD  ;  donc  tous  les  cotés  AB,  AS,  AT,  etc., 
sont  égaux  outre  eux,  et  par  conséquent  le  solide  SABCDT  est 
compris  sous  huit  triangles  égaux  au  triangle  équilatéral  donné 
ABM.  Je  dis  de  plus  que  les  angles  solides  du  polyèdre  sont 
égaux  entre  eux  :  par  exemple,  l'angle  S  est  égal  à.  l'angle  I!. 

Car  il  est  visible  que  le  triangle  SAC  est  égal  au  triangle  DAC, 
et  qu'ainsi  l'angle  ASC  est  droit;  donc  la  figure  SATC  est  un 
carré  égal  au  carré  ABCD.  Mais  si  on  compare  la  pyramide 
BASCTà  la  pyramide  SABCD,  la  base  ASCT  de  la  première  peut 
se  placer  sur  la  base  ABCD  delà  seconde;  alors  le  point  O  étant 
sm  centre  commun,  la  hauteur  OB  de  la  première  coïncidera 
avec  la  hauteur  OS  de  la  seconde  ,  et  les  deux  pyramides  se 
confondront  eu  une  seule  ;  doue  l'angle  solide  S  est  égal  à 
l'angle    solide    B  ;    donc   le    solide   SABCDT  est   un  octaèdre 

Seolte.Sï  trois  droites  égales,  AC,  BD,ST,sont  perpendiculaires 
entre    elles  et  se  coupent  dans  leur  milieu,  les 
ces  droiles  seront  les  sommets  d'un  octaèdre  régul 


Construction  du  dodécaèdre. 


Soit  ABCDE  un  pentagone  regulier  donné  ;  soient  ABP,  CBP,  figi  ï46, 
deux  angles  plans  égaux  à  l'angle  ABC  :  avec  ces  angles  plans 
formez  l'angle  solide  B,  et  soil  K  l'inclinaison  mutuelle  de  deux 
de  ces  plans.  Formez  semblablement  aux  points  C,DtE,A} 
des  angles  solides  égaux  à  l'aiiglesolideit,  et.  situés  de  la  même 
manière  :  le  plan  CBP  sera  le  même  avec  le  plan  BCG,  puisqu'ils 
sont  inclinés  l'un  et  l'autre  de  la  même  quantité  K  sur  le  plan 
ABCD.  On  peut  donc  dans  le  plan  PBCG  décrire  le  pentagone 
BCGFP  égal  au  pentagone  ABCDE.  Si  on  fait  de  même  dans 
chacun  des  autres  plans  CDI,  DEL,  etc.,  on  aura  une  surface 
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convexe  PFGH,  etc.,  composée  de  six  pentagones  réguliers, 
égaux  et  inclinés  chacun  sur  son  adjacent  de  la  même  quantité  K.. 
Soil  pfgh,  etc.,  une  seconde  surface  égale  à  PFGH,  etc.,  je  dis 
que  ces  deux  surfaces  peuvent  être  réunies  de  manière  à  ne  for- 
mer qu'une  seule  surface  convexe  continue.  l;'n  effet,  l'angle  opj, 
par  exemple,  peut  se  joindre  aux  deux  angles  OPB,  EPF,  pour 
faire  un  angle  solide  P  égal  à  l'angle  Jï;  et  dans  celte  jonction  il 
ne  sera  rien  changé  à  l'inclinaison  des  plans  EPF,  BPO,  puisque 
cette  inclinaison  est  telle  qu'il  le  faut  pour  la  formation  de 
l'angle  solide.  Mais  en  même  temps  que  l'angle  solide  P  se  forme, 
le  côté  pf  s'appliquera  sur  son  égal  PF,  et  au  point  F  se  trouve- 
ront réunis  trois  angles  plans  l'FG  ,  jjfe ,  cfg,  qui  formeront  un 
angle  solide  égal  à  chacun  des  angles  déjà  formés;  cette  jonction 
se  fera  sans  rien  changer  ni  à  l'étal  de  l'angle  P,  ni  à  celui  de  la 
surface  efgh  ,  etc.;  car  les  plans  PFG,  ejp,  déjà  réunis  en  P, 
ont  entre  eux  l'inclinaison  convenable  K,  ainsi  que  les  plans  ejg, 
efp.  Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  deux 
surfaces  s'ajusteront  mutuellement  l'une  avec  l'autre,  pour  ne 
former  qu'une  seule  surface  continue  et  rentrante  sur  elle-même: 
cette  surface  sera  celle  d'un  dodécaèdre  régulier,  puisqu'elle  est 
composée  de  douze  pentagones  réguliers  égaux,  et  que  tous  ses 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux. 

Construction  de  l'icosaèdre. 

Soit  ABC  une  de  ses  faces;  il  faut  d'abord  former  un  angle 
solide  avec  cinq  plans  égaux  au  plan  ABC  et  également  inclinés 
chacun  sur  son  adjacent.  Pour  cela,  sur  !e  côté  B'C,  égal  à  BC, 
faites  le  pentagone  régulier  B'C'H'I'D';  au  centre  de  ce  pentagone 
élevez  sur  son  plan  une  perpendiculaire,  que  yous  terminerez 
en  A'  de  manière  que  B'A'  =  B'C;  joignez  A'C,  A'H',  AT,  AD', 
et  l'angle  solide  A',  formé  par  les  cinq  plans  B'A'C,  C'A'fl',  etc., 
sera  l'angle  solide  requis.  Car  les  obliques  A'B',  A'C',  etc.,  sont 
égales,  et  l'une  d'elles  A'B',  est  égale  au  côté  B'C;  donc  tous 
les  triangles  B'A'C,  C'A'H',  etc.,  sont  égaux  entre  eux  et  au 
triangle  donné  A  UCi. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  plans  B'A'C,  C'A'H',  etc.,  sont 
également  inclinés  chacun  sur  son  adjacent;  car  les  angles  solides 
B',  C,  etc.,  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu'ils  sont  formés  chacun 
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avec  deux  arigit'5  de  triangles  équilatéraux  et  «11  de  pentagone 
régulier.  Appelons  K  l'inclinaison  des  deux  pians  au  sont  les 
angles  égaux  ;  l'angle  K  sera  en  même  temps  l'inclinaison 
de  chacun  des  plans  qui  composent  l'angle  solide  A'  sur  son 
adjacent. 

Cela  [iosé,siou  fait  aux  points  A,  Tî,  C,  des  angles  solides  égau* 
chacun  à  l'angle  A',  on  aura  une  surface  convexe  DEFG,  etc., 
composée  de  dix  triangles  équilatéraux ,  dont  chacun  sera 
incliné  sur  son  adjacent  de  la  quantité  K.;  et  les  angles  D? 
E,  F,  etc.,  de  son  contour  réuniront  alternativement  trois 
et  deux  angles  de  triangles  équilatéraux,  imaginez  une  seconde 
surface  égale  à  la  surface  DEFG,  etc.;  ces  deux  surfaces 
pourront  s'adapter  mutuellement,  en  joignant  chaque  angle 
triple  de  l'une  à  un  angle  double  de  l'autre  ;  et  comme  les  plans 
de  ces  angles  ont  déjà  entre  eux  l'inclinaison  K  nécessaire  pour 
former  un  angle  solide  quintuple  égal  à  l'angle  À,  il  ne  sera 
rien  changé  dans  cette  jonction  à  l'état  de  chaque  surface  en 
particulier,  et  les  deux  ensemble  formeront  une  seule  surface 
continue,  composée  de  vingt  triangles  éuuilatcraux.  Cette  sur- 
face sera  celle  de  l'icosacdre  régulier,  puisque  d'ailleurs  tous  les 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 


Trouver  l'inclinaison   de  iIch.t.  fnecx  adjne.vntts  d'un  polyt-drv 

Cette  inclinaison  se  déduit  immédiatement  de  la  construction 
qui  vient  d'être  donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers;  à  quoi  il 
faut  ajouter  ce  problème  de  géométrie  descriptive  dans  lequel, 
étant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle  solide , 

on  détermine  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre  eux. 

Dans  le  tétraèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  de  trois  angles  iig,  5  ;  :;. 
de  triangles  équilatéraux  :  il  faut  doue  chercher  par  le  problème 
cité  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre  eux  ;  cet  angle  sera 

l'iuel maison  de  deux  faces  adjacente;  du  tétraèdre1. 

17 
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fiiS.aVi-       Dans  /'he.rtièdie.  L'angle  de  deux  faces  udjiiccuLes  est  un  angle 

fig.245.  />««*■  l'octaèdre.  J'onniv.  mi  iJiiyio  solide  avec  deux  angles  de 
triangles  équilatcraux  et  ni)  angle  droit  ;  l'inclinaison  des  deux 
plans  où  sont  les  angles  des  triangles  sera  celle  de  deux  faces 
adjacentes  de  l'octaèdre. 

lis. '246.  Dans  le  dodécaèdre.  Chaque  angle  .solide  est"  iïu'ino  avec  trois 
angles  de  pentagones  réguliers  ;  ainsi  l'inclinaison  des  plans  de 
deux  de  ces  angles  sera  ccile  rie  de  us  faces  adjacentes  du  dodé- 

Gj;.  a/,7.  Dans  Vic.osaè-dre.  Eonmv.  un  angle  .solide  avec  deux  angles  de 
triangles  équilatcraux  et.  nu  angle  de  pentagone  régulier  ,  l'in- 
clinaison des  deux  plans  où  son!  les  angles  des  triangles  sera 
celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'icosaèdre. 

PROPOSITION  IV. 


Étant  donné  le  côté  d'un  polyèdre  régulier,  trouver  le  rayon  de 
la  sphère  inscrite  et  celai  de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre. 

{         Il    faut  d'abord  démontrer  que    tout    polyèdre    régulier  peut 
litre  inscrit  dans  la  sphère,  et.  qu'il  peut  lui  être  ei  remise  ri  t. 

Soit  ABle  côté  commun  à  deux  faces  adjacentes;  soient  C  et  E 
Jes  centres  de  ces  deux  faces,  et  CD,  EU,  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ces  centres  sur  le  coté  ci.uiuin.in  Ali,  lesquelles  tom- 
beront an  point  D,  milieu  de  ce  côté.  Les  deux  perpendiculaires 
CD,  DE,  font  entre  elles  un  angle  connu  ,  qui  est  égal  à  l'incli- 
naison de  deux  faces  adjacentes,  déterminée  par  le  problème 
précédent.  Or  si,  dans  le  plan  (IDE,  perpendiculaire  à.  AB,  on 
mène  sur  CD  et  ED  les  perpendiculaires  indéfinies  CO  et  EO, 
qui  se  rencontrent  en  0 ,  je  dis  que  le  point  O  sera  le  centre  de 
la  sphère  inscrite  et  celui  de  la  sphère  circonscrite;  le  rayon  de 
la   première  étant  OC  ,  et  celui  de  la  seconde  OA. 

En  effet,  puisque  les  apothèmes  CD,  DE,  sont  égaux,  et 
l'hypoténuse   DO  commune,    le    triangle    rectangle   CDO   est 

1.  égal  au  triangie  l'ee.l.ang'.c  ODE*',   et  la   perpendiculaire  OC  est 
égale  à  la  perpendiculaire  OE.  filais  AB   étant  perpendiculaire 
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au  plan  CDE ,  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à  CDE*,  ou  *: 
CDE  à  ABC;  d'ailleurs  CO,  dans  le  plan  CDE,  est  perpen- 
diculaire à  CD,  intersection  commune  des  plans  CDE,  ABC; 
donc  CO"  est  perpendiculaire  au  plan  ABC.  Par  la  même*; 
raison  EO  est  perpendiculaire  au  plan  ABE;  doue  les  deux 
perpendiculaires  CO,  EO,  menées  aux  plans  de  deux  faces  adja- 
centes par  les  contres  de  ces  faces,  se  rencontrent  en  un  même 
point  O  et  sont  égides.  Supposons  main  tenant,  que  ABC  et  ABE 
représentent  deux  antres  faces  adjacentes  quelconques,  l'apo- 
thème CD  restera  toujours  de  la  même  grandeur,  ainsi  que 
l'angle  CDO,  moitié  de  CDE;  donc  le  triangle  rectangle  CDO 
et  sou  coté  CO  seront  égaux  pour  imites  les  faces  du  polyèdre; 
donc,  si  du  point  O  comme  centre  et  du  rayon  OC  on  décrit 
une  sphère,  cette  sphère  touchera  tontes  les  faces  du  polyèdre 
dans  leurs  centres  (car  les  plans  ABC,  ABE,  seront  perpendi- 
culaires à  l'extrémité  d'un  rayon),  et  la  sphère  sera  inscrite  dans 
le  polyèdre,  ou  le  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère. 

Joignez  OA,  OB;  à  cause  de  Cà=CB,  les  deux  obliques  OA, 
OB,  s'écartant  également  de  la  perpendiculaire,  seront  égales; 
il  eu  sera  de  même  de  deux  autres  lignes  quelconques  menées 
du  centre  O  aux  extrémités  d'un  mémo  côte;  donc  toutes  ces 
lignes  sont  égales  cuires  elles;  donc  si  du  point  O  comme  centre 
et  du  rayon  OA  on  décrit  nue  suif.iec  sphénque,  cette  surface 
passera  par  les  sommets  de  tous  les  angles  solides  du  polyèdre, 
et  la  sphère  sera  circonscrite  au  polyèdre  ou  le  polyèdre  inscrit 
dans   la  sphère. 

Cela  posé,  la  solution  du  problème  proposé  n'a  plus  aucune 
difficulté,  et  peut  s'effectuer   ainsi  : 

Étant  donné  le  côté  d'une  face  du  polyèdre,  décrivez  cette  s 
face,  et  soit  CD  son  apothème.  Cherchez  par  le  problème  pré- 
cédent l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  et 
faites  l'angle  CDE  égal  a.  cette  inclinaison.  Prenez  DE  égale 
à  CD ,  menez.  CO  et  EO  perpendiculaires  à  CD  et  ED  ;  ces  deux 
perpendiculaires  .se  rencontreront  on  un  point  O,  et  CO  sera 
ie  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  polyèdre. 

Sur  le  prolongement  de  DC  prenez  CA  égale  au  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  et  OA  sera  le  rayon  delà 
sphère  circonscrite  à  et;  même  polyèdre. 

■7- 
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Car  les  triangles  rectangles  CDO ,  CAO,  de  la  tig.  249, 
sont  égaux  aux  triangles  de  même  nom  dans  la  figure  248; 
ainsi ,  tandis  que  CD  et  CA  sont  les  rayons  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  OC  et  OA  sont  les  rayons 
des  sphères  inscrite  et  eireonserite  au  même  polyèdre. 

Scolie.  On  peut  tirer  des  propositions  précédentes  plusieurs 
conséquences. 

i°  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  partagé  en  autant  de  pyra- 
mides régulières  que  le  polyèdre  a  de  faces  :  le  sommet  commun 
de  ces  pyramides  sera  le  centre  du  polyèdre ,  qui  est  en  même 
temps  celui  des  sphères  inscrite  et  circonscrite, 

2"  La  solidité  d'un  polyèdre  régulier  est  égale  à  sa  surface 
multipliée  par  le  fiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

3°  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  nom  sont  deux  solides 
semblables,  et  leurs  dimensions  homologues  sont  proportion- 
nelles ;  donc  les  rayons  des  sphères  inscrites  ou  circonscrites 
sont  entre  eux; comme  les  côtés  de  ces  polyèdres. 

4°  Si  on  inscrit  un  polyèdre  régulier  dans  une  sphère,  les  plans 
menés  du  centre  le  long  des  différents  cotés  partageront  la  surface 
de  la  sphère  en  autant  de  polygones  splieviqces  égaux  et  sembla- 
bles que  le  polyèdre  a  de  faces. 


,Google 


LIVRE  VIII. 

LES  TROIS  CORPS  RONDS. 


DEFINITIONS. 

I.  On  appelle   cylindre  le  solide  produit  par  la  révolu-  6g,a5o. 
tion  d'un  rectangle  ABCD,  qu'on  imagine  tourner  autour 

du  coté  immobile  AB. 

Dans  ce  mouvement  les  côtés  AD,  BG,  restant  toujours 
perpendiculaires  à  AB,  décrivent  des  pians  circulaires 
égaux  DPH,  CGQ,  qu'on  appelle  les  bases  du  cylindre,  et 
la  ligne  CD,  appelée  génératrice,  en  décrit  la  surface  laté- 
rale. 

La  ligne  immobile  AB  s'appelle  Y  axe  du  cylindre. 

Toute  section  KLM,  faite  dans  le  cylindre,  perpendicu- 
lairement à  l'axe,  est  un  cercle  égal  à  chacune  des  bases  : 
car  pendant  que  le  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  AB, 
la  ligne  IK,  perpendiculaire  à  AB,  décrit  un  plan  circulaire 
égal  à  la  base,  et  ce  pian  n'est  autre  chose  que  la  section 
faite  perpendiculairement  à  l'axe  au  point  I. 

Toute  section  PQGH,  faite  suivant  l'axe,  est  un  rec- 
tangle double  du  rectangle  générateur  ABCD. 

II.  On  appelle  cône  le  solide  produit  par  la  révolution  Bg,  iSr, 
du  triangle  rectangle  SAB ,  qu'on  imagine  tourner  autour 

du  côté  immobile  SA. 

Dans  ce  mouvement,  le  côté  AB  décrit  un  plan  circu- 
laire BDCE,  qu'on  appelle  la  base  du  cône,  et  l'hypoténuse 
SB  en  décrit  la  surface  latérale. 

Le  point  S  s'appelle  le  sommet  du  cône,  SA  l'axe  ou  la 
hauteur,  et  SB  le  côté  ou  l'apothème. 
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Toute  section  HKFI,  faite  perpendîculai 

est  un  cercle  ;  toute  section  SDE  ,    faite   suivant  l'axe,  est 
un  triangle  isocèle  double  du  triangle  générateur  SAB. 

III.  Si  du  cône  SCDB  on  retranche  ,  par  une  section 
parallèle  à  la  base,  le  cône  SFKH,  le  solide  restant  CBIIF 
s'appelle  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône. 

On  peut  supposer  qu'il  est  décrit  par  la  révolution  du 
trapèze  ABHG,  dont  les  angles  A  et  G-  sont  droits  ,  autour 
du  coté  AG.  La  ligne  immobile  AG  s'appelle  l'axe  ou  la 
hauteur  dutronc;  les  cercles  BDC,  HFK,  en  sont  lesbases, 
et  BU  en  est  le  côté. 

IV.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  semblables 
lorsque  leurs  axes  sont  entre  eux  comme  les  diamètres  de 
leurs  bases. 

fig.252.  V.  Si,  dans  le  cercle  ACD  qui  sert  de  base  à  un  cylindre, 
on  inscrit  un  polygone  ABCDE,  et  que  sur  la  base  ABCDE 
on  élève  un  prisme  droit  égal  en  hauteur  au  cylindre,  le 
prisme  est  dit  inscrit  dans  le  cylindre,  ou  le  cylindre  cir- 
conscrit au  prisme.. 

Il  est  clair  que  les  arêtes  A¥,  BG,  GH,  etc.,  du  prisme, 
étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  base,  sont  comprises 
dans  la  surface  convexe  du  cylindre;  donc  le  prisme  et  le 
cylindre  se  touchent  suivant  ces  arêtes. 

fig.i5ï.  VI.PareillementjsiABCDest  un  polygone  circonscrit  à  la 
base  d'un  cylindre,  et  que  sur  la  base  A1SCD  on  construise  un 
prisme  droit  égal  en  hauteur  au  cylindre,  le  prisme  est  dit 
circonscrit  au  cylindre,  ou  le  cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 
Soient  M,  N  ,  etc.,  les  points  de  contact  des  côtés  AB  , 
BC,  etc.,  et  soient  élevées  par  les  points  M,  N ,  etc.,  les 
perpendiculaires  MX,  HY,  etc.,  au  plan  de  la  base,  il  est 
clair  que  ces  perpendiculaires  seront  à  la  fois  dans  la  sur- 
face du  cylindre  et  dans  celle  du  prisme  circonscrit  ;  donc 
elles  seront  leurs  lignes  de  contact, 
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Vif.  Nous  répéterons  ici  que  nous  entendons  par  sur- 
face convexe,  une  surface  telle  que  par  chacun  de  ses  poinls 
on  peut  mener  un    plan    qui   la    laisse  tout  entière    d'un 

La  sphère  est  une  suvfaee  convexe ,  car  le  plan  tangent 
en  chaque  point  laisse  toute  la  sphère  d'un  même  cote. 

La  surface  du  cylindre  est  aussi  convexe ,  car  si  par  un 
de  ses  points  on  mène  la  géu  cru  triée  correspondante,  et  la 
tangente  à  la  hase  par  l'extrémité  de  cette  génératrice,  ie 
plan  mené  par  ces  deux  droites  laissera  d'un  même  côté 
toute  la  surface  du  cylindre. 

On  verrait  de  même  que  la  surface  du  cône  est  convexe. 


LEMMES  PltF.LI  BINAIRES  SL"R  J.KS  SURFACES. 
1. 

Une  surface  plane  OABCD  est  plus  petite  que  toute  hS.a5,\. 
autre  surface   PABCD ,  terminée  aie    même   contour 
ABCD. 

Nous  admettrons  cette  proposition  comme  évidente. 

IL 

Toute  surface  convexe  OABGD  est  moindre  qu'une  fig.a55. 
autre  surface  quelconque  qui  envelopperait  la  première 
en  s* appuyant  sur  le  même  contour  ABCD. 

En  effet,  si  la  surface  OABGD  n'est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  l'enveloppent,  soit  parmi  celles-ci  PABCD, 
la  surface  la  plus  petite  qui  sera  an  plus  égale  à  OABCD, 
Par  un  point  quelconque  O  de  la  surface  convexe  OABGD 
faites  passer  un  plan  qui  laisse  cette  surface  d'un  même  côté, 
ce  plan  rencontrera  la  surface  PABCD, et  la  partie  qu'il  en 
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retranchera  sera  plus  grande  que  le  plan  termine  à  ïa  même 
,  surface*:  donc,  en  conservant  le  reste  de  la  surface  PABCD, 
on  pourrait  substituer  le  plan  à  la  partie  retranchée,  et  on 
aurait  une  nouvelle  surface  qui  envelopperait  toujours 
la  surface  OABCD,  et  qui   serait  plus  petite  que  PABCD. 

Mais  celle-ci  est  la  plus  petite  de  toutes  par  hypothèse; 
donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister,  donc  la  surface 
convexe  OABCD  est  plus  petite  que  toute  autre  surface  qui 
envelopperait  OABCD  ,  et  qui  serait  terminée  au  même 
contour  ABCD. 

Scolie.  Par  un  raisonnement  entièrement  semblable  on 
prouvera , 

i°  Que,  si  une  surface  convexe  terminée  par  deux  con- 
tours ABC  ,  DEF ,  est  enveloppée  par  une  autre  surface 
quelconque  terminée  aux  mêmes  contours,  la  surface  en- 
veloppée sera  la  plus  petite  des  deux. 

2"  Que,  si  une  surface  convexe  AB  est  enveloppée  de 
toutes  parts  par  une  autre  surface  MN,  soit  qu'elles  aient 
des  points,  des  lignes  ou  des  plans  communs,  soit  qu'elles 
n'aient  aucun  point  de  commun  ,  la  surface  enveloppée 
sera  toujours  plus  petite  que  la  surface  enveloppante. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


La  solidité  <I un  cylindre  es/  ('gale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

Inscrivons  et  circonscrivons  à  la  base  du  cylindre ,  deux 
polygones  réguliers  semblables,  et  construisons  les  prismes 
droits  ayant  pour  bases  ces  polygones,  et  même  hauteur  que 
le  cylindre. 

Soient  b  et  B  les  bases  de  ces  prismes  ;  v,  V,  leurs  vo- 
lumes ;  H  la  hauteur  du  cylindre. 
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Le  volume  du  cylindre  est  évidemment  compris  entre 
les  volumes  de  ces  prismes;  de  plus  ,  si  l'on  double  indé- 
finiment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases,  ces  prismes 
iront  sans  cesse  en  s 'approchant  du  cylindre ,  car  les  pris- 
mes circonscrits  diminuent,  tandis  que  les  prismes  inscrits 
augmentent  ;  enfin  on  aura  établi  que  ces  prismes  ont  pour 
limite  commune  le  volume  du  cylindre,  si  l'on  démontre 
que  la  différence  entre  un  prisme  circonscrit  et  le  prisme 
inscrit  correspondant,  peut  devenir  plus  pelite  que  toute 
quantité  donnée.  Or,  on  a 

V  =  B  x  H ,  (i) 

■v  —  b  X  H;  (2) 

d'où,  en  retranchant, 

V—  v—(^-b)  X   H. 

On  a  vu  (livre  IV,  pr.  12) que  B — b  a  pour  limite  zéro, 
quand  le  nombre  des  côtés  des  polygones  croît  indéfini- 
ment; d'ailleurs  le  facteur  II  est  constant  ;  donc  la  diffé- 
rence V — v  peut  devenir  plus  petite  que  toute  grandeur 
assignable. 

Cela  posé  ,  de  l'égalité  (0  entre  les  quantités  variables 
V  et  B  X  H  ,  on  conclut  l'égalité  de  leurs  limites  ;  donc 
enfin 

Vol.  cylind.  =Cerc.  X  H. 
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Corollaire  I.  Les  cylindres  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases,  et  les  cylindres  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  Les  cylindres  semblables  sont  comme  les 
cubes  des  hauteurs,  ou  comme  les  cubes  des  diamètres  des 
bases.  Car  les  bases  sont  comme  les  carres  de  leurs  dia- 
mètres; et  puisque  les  cylindres  sont  semblables,  les  dia- 
mètres des  bases  sont  comme  les  hauteurs*:  doue  les  bases 
sont  comme  les  carres  des  hauteurs  ;  donc  les  bases  mul- 
tipliées par  les  hauteurs,  ou  les  cylindres  eux-mêmes,  sont 
comme  les  cubes  des  hauteurs. 

Scolie.  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre,  H  sa 
hauteur,  la  surface  de  la  base  sera  xRa,  et  la  solidité  du 
cylindre  sera  xRsx  H,  ouirR'H. 

PROPOSITION  II. 


La  surface  latérale  d'un  prisme  droit  a  pour  me- 
sure le  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

Car  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  rectangles 
'  AFGB,  BGHC,  CHID,  etc.,  dont  elle  est  composée  ;  or  les 
hauteurs  AF,  BG,  CH,  etc.,  de  ces  rectangles  sont  égales 
à  la  hauteur  du  prisme  ;  leurs  bases  AB,  BC,  CD,  etc.,  prises 
ensemble  ,  font  le  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Donc  la 
somme  de  ces  rectangles  ou  la  surlace  latérale  du  prisme 
est  égale  au  périmètre  de  sa  base  multiplié  par   sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  deux  prismes  droits  ont  la  même  hauteur , 
les  surfaces  latérales  de  ces  prismes  seront  entre  elles  comme 
les  périmètres  de  leurs  bases. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

La  surface  latérale  d'an  cylindre  est  plus  grande 
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que  celle  de  tout  prisme  inscrit,  et:  plus  petite,  que  la 
surface  latérale  de  tout,  prisme  circonscrit. 


L 

H 

S 

^ 

A 

i°  Soient  ABDE  une  des  faces  du  prisme  inscrit,  et 
ACBDFE  ie  fuseau  cylindrique  correspondant,  je  dis  qu'on 
a  ABDE  <  ACBDFE. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'on  ait  ABDE  >  ACBDFE, 
et  qu'il  existe  une  différence  d  entre  ces  deux  surfaces. 
Prolongeons  la  hauteur  AE  du  cylindre  jusqu'en  G,  de 
manière  que  AG  soit  égale  à  m  fois  AE  ,  et  prolon- 
geons en  même  temps  le  prisme  et  le  cylindre;  le  fuseau 
ACBHLG  et  le  rectangle  ABHG  seront  m  fois  plus  grands 
que  le  fuseau  ACBDFE  et  que  le  rectangle  ABDE  ;  leur 
différence  sera  donc  md.  Or  on  peut  disposer  de  m  de 
manière  que  md  soit  plus  grand  que  la  somme  des  deux 
segments  de  cercle  ACB,  GLH  ;  donc,  puisqu'on  a 
ABHG  —  ACBHLG  =  md, 


ABHG  —  ACBHLG  >  ACB  +  GLH  ; 

d'où 

ABHG  >  ACBHLG  +  ACB  +  GLH. 
C'est-à-dire   qu'une    surface    plane    ABHG    serait  plus 
grande  qu'une  surface  enveloppante  terminée  au  même 
contour;  conséquence  absurde  d'après  le  lemme  I. 
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Supposons,  en  second  lie-u,  qu'on  ait  ABDE^ACBDFE. 
Menons  par  le  milieu  C  de  l'arc  AB  !a  génératrice  CF,  et  les 
cordes  AG,  CB;  on  a  dans  le  triangle  ABC,  AG+CB>  AB; 
donc,  puisque  les  trois  rectangles  EC,  FB,  EB,  ont  la  même 
hauteur,  la  somme  des  deux  premiers  est  plus  grande  que 
le  troisième  EB,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  le  fu- 
seau AGBFE  ;  donc  le  rectangle  EC ,  moitié  de  la  somme 
des  rectangles  EG,  FB ,  serait  plus  grand  que  le  fuseau 
ACFE,  moitié  du  fuseau  ACBFE;  ce  qui  est  impossible, 
d'après  la  première  partie  de  la  démonstration. 

La  face  ABDE  ne  pouvant  être  ni  plus  grande  que  le 
fuseau  ACBDFE,  ni  égale  à  ce  fuseau,  est  nécessairement 
moindre;  donc  la  surface  du  prisme  inscrit  est  moindre 
que  celle  du  cylindre. 


a"  Soient  GC,  HG,  deux  faces  consécutives  du  prisme 
circonscrit,  je  dis  que  le  fuseau  cylindrique  AEFB  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  rectangles  AG,  DF. 

Car  si  l'on  supposait  le  fuseau  AEFB  plus  grand  que 
AC+DF,  en  superposant  un  nombre  convenable  de  cy- 
lindres égaux,  on  serait  conduit,  comme  précédemment,  à 
cette  conclusion,  qu'une  surface  convexe  BFML  est  plus 
grande  qu'une  surface  enveloppante,  composée  des  deux 
rectangles  LC,  MG,  plus  des  deux  parties  LNM,  BCF  ;  et 
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si  l'on  supposait  ABFE  =  AC+DF ,  en  menant  les  tan- 
gentes QR,  ST  par  les  milieux  des  arcs  AE,  BF,  et  remar- 
quant que  la  ligne  brisée  AQRE  est  plus  petite  que 
AD-f-DE ,  on  conclurait  que  la  somme  des  rectangles  AS, 
QT,  RF,  est  moindre  que  AC+DF  ou  que  le  fuseau  ABFE; 
et  en  prenant  la  moitié  de  part  et  d'autre,  que  la  somme 
des  rectangles  AS,  QV,  est  moindre  que  le  fuseau  cylin- 
drique ABVP;  ce  qui  est  impossible  d'jipi'ùs  ce  qui  a  été 
dit  ci-dessus. 


Donc  le  fuseau  BFEA  est  plus  petit  que  AC+CE;  donc 
la  surface  du  cylindre  est  moindre  que  celle  du  prisme 


PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 


].a  surface  latérale  d'un  cylindre  a  pour  mesure  la 
circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 
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Inscrivons  et  circonscrivons  à  la  hase  du  cylindre  deux 
polygones  réguliers  semb tables,  et  construisons  les  prismes 
droits  ayant  pour  buses  ces  polygones,  et  même  hauteur 
que  le  cylindre. 

La  surface  latérale  du  cylindre  est  comprise  entre  les 
surfaces  des  prismes  inscrit  et  circonscrit ,  et  l'on  prou- 
verait, comme  dans  la  proposition  I,  qu'en  doublant  in- 
définiment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases,  les  surfaces 
des  prismes  inscrits  et  circonscrils  ainsi  obtenus,  auraient 
pour  limite  commune  la  surface  du  cylindre. 

Cela  posé,  soit  H  la  hauteur  du  cylindre  ;  désignons  en 
outre  par  S  la  surface  d'un  prisme  circonscrit,  et  par  P  le 
périmètre  de  sa  base,  on  a 

S~PxH. 

Or,  les  quantités  S,  et  PxH,  varient, quand  on  double 
sans  cesse  le  nombre  des  cotés  du  polygone  circonscrit, 
et  ont  pour  limites,  la  surface  du  cylindre  ,  et  cire.   X  H; 

Surf,  cylindre  =  cire.  X  H. 
PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

La  solidité  d'un,  cane  est  i'^k/c  au  produit  de  sa  base. 
par  le  tiers  de  sa  hauteur. 
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Inscrivons  et  circonscrivons  à  la  base  du  cône  deux  po- 
lygones réguliers  semblables,  et  prenons-les  pour  bases  de 
pyramides  ayant  pour  sommet  le  point  S. 

Les  volumes  de  ces  pyramides  comprennent  entre  eux  le 
volume  dit  cône;  et  si  l'on  double  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  de  leurs  bases,  en  conservant  le  même  sommet, 
les  volumes  des  pyramides  inscrites  et  circonscrites  auront 
pour  limite  commune  le  volume  du  cône  (  même  démons- 
tration que  dans  la  proposition  I  ). 

Soient  donc  H  la  hauteur  du  cône,  V  le  volume  d'une 
irconscrite,  B  la  surface  de  sa  base  ,  on  aura: 

V  =  BX5;  (I) 


IT 


■   ce  [.te 


.  cÔne  =  c. 


H 


Corollaire.  Un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  de  même 
uase  et  de  même  hauteur  ;  d'où  il  suit, 

i°  Que  les  cônes  d'égales  hauteurs  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases, 

2"  Que  les  cônes  de  bases  égales  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs. 

3"  Que  les  cônes  semblables  sont  comme  les  cubes  des 
diamètres  de  leurs  bases  ,  ou  comme  les  cubes  de  leurs 
hauteurs. 

Scolie.  SoitR  le  rayon  de  la  base  (l'un  cône,  H  sa  hau- 
teur; la  solidité  du  cône  sera  tiB^XjH  ou  |7iRaH. 

PROPOSITION  VI. 


Le    cône   tronqué  ADEB,    dont  AO,    DP  sont  les 
rayons   des    bases  et  PO    la    hauteur,    a    pour  me- fie' 2 
sure  \  t..  OP.  (  AO  -H  DP-+  ÂO  X   DP). 
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Soit  TFGH  vine  pyramide  triangulaire  de  munie  hauteur 
(jue  le  cône  SAB,  et  dont  la  hase  FGH  soit  équivalente  à 
la  base  du  cône.  On  peut  supposer  que  ces  deux  bases  sont 
placées  sur  un  même  pian  ;  alors  les  sommets  S  et  T  seront 
à  égales  distances  du  plan  des  bases,  et  le  plan  EPD  pro- 
longé fera  dans  la  pyramide  la  section  IKL.  Or  je  dis  que 
cette  section  IKL  est  équivalente  à  la  hase  DE;  car  les 
bases  AB,DE,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
AO,  DP,  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs  SO,  SP;  les 
triangles  FGH,  IKL,  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de 
ces  mêmes  hauteurs;  donc  les  cercles  AB,  DE,  sont  entre 
eux  comme  les  triangles  FGH,  IKL.  Mais,  par  hypothèse, 
le  triangle  FGH  est  équivalent  au  cercle  AB;  donc  le  trian- 
gle IKL  est  équivalent  au  cercle  DE. 

Maintenant,  îa  base  AIÏ  multinliée  par  |SO  est  la  soli- 
dité du  cône  SAB,  et  la  hase  EGII  multipliée  par  |SO  est 
celle  de  la  pyramide  TFGH  ;  donc,  à  cause  des  bases  équi- 
valentes, la  solidité  de  la  pyramide  est  égale  à  celle  du 
cône.  Par  une  raison  semblable  ,  la  pyramide  TIKL  est 
équivalente  au  cône  SDE;donc  le  tronc  de  cône  ADEB  est 
équivalent  au  tronc  de  pyramide  EGHIKL.  Mais  la  base 
FGH,  équivalente  au  cercle  dont  le  rayon  est  AO,  a  pour 
mesure  tu  X  AO  ;  de  même  la  base  IKL=:tc  X  DP  ,  et  la 
moyenne  proportionnelle  entre  tt  X  AO  et  r  X  DP 
est  «  X  AO  X  DP  ;  donc  la  solidité  du  tronc  de  pyra- 
mide ,  ou  celle  du  tronc  de  cône,  a  pour  mesure  |  OP  x 
(-ffXAO-i-TrxDP-HTX  AOxDP),  qui  est  la  même  chose 
que  £*  X  OP  X  (ÂO+DP+ AO  X  DP). 

PROPOSITION  VIL 

THÉORÈME. 

La  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière^  ABCDE 
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a  pour  mesure  le  périmètre,  de.  sa.  base  multiplié  par  la 
moitié  de  l'apothème  SI  (*). 


En  effet,  la  surface  latérale  Je  la  pyramide  régulière  se 
compose  des  triangles  isocèles  égaux  SGD,  SBC,  SAB....  ; 


SBC  =  BG  x  - 
SAB=AB  X  - 


Donc,  en  ajoutant,  on  obtient  pour  la  mesure  de  la  sur- 
face latérale  de  la  pyramide , 

(CD+BC+AB-t-AE+ED}x  — . 


PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

La  surface  latérale  dun  cane  a  pour  mesure  la  cir- 
conférence de  sa  base  multipliée  par  la,  moitié  de  son 
côté. 

(*)  L'apolhémc  est  la  ]ii'r[ieiidiruUiiri;  iibaiiite  du  siramct  S  sur  un  des  eûtes 
de  la  base  de  la  pyramide. 
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Soient  OA  le  rayon  de  la  base  du  cône,  et  SA  le  côté, 
inscrivons  et  circonscrivons  au  cône  deux  pyramides  ré- 
gulières, ayant  pour  bases  dr.uz  polygones  semblable*. 

On  peut  d'abord  reconnaître  facilement  que  la  surface 
du  cône  est  comprise  entre  les  surfaces  de  ces  deux  pyra- 
mides régulières;  car  si  à  la  figure  ci-dessus  on  adosse 
pur  la  base  une  figure  parfaitement  égale  ,  la  surface  du 
double  cône  enveloppera  de  coûtes  parts  la  double  pyra- 
mide inscrite,  et  sera  enveloppée  par  la  double  pyramide 
circonscrite  ;  donc  la  première  surface  sera  plus  grande 
que  la  seconde,  et  moindre  que  la  troisième;  et  en  pre- 
nant la  moitié  de  chacune,  on  arrive  à  la  conclusion  en on- 
cée  ci-dessus. 

Maintenant,  désignons  par  S  et  s  les  surfaces  des  pyra- 
mides circonscrite  et  inscrite,  et  par  P  et/7  les  périmètres 
de  leurs  bases.  On  a 


-  P  X  ■ — ) 

SI 


s=p    X- 

On  voit  par  ces  valeurs  que  si  le  nombre  des  côtés  des 
bases  Ta  con>lanuncn;  en  doublant,  les  surfaces  S  et  s  iront 
en  se  rapprochant  l'une  de  l'autre,  car  S  diminuera  et  s 
augmentera  ;  on  peut  même  prouver  que  la  différences — .1 
peut  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 


b.n  H'f'ef, 


S—  S  —  - 


PxSA- 


XSI 
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Or  o»  sait  qu'en  multipliant  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  des  bases,  V  et  j)  différeront  d'aussi  peu  qu'on 
voudra;  déplus,  on  a  dans  le  triangle  S  AI,  SA— SI  <  AI, 
quantité  qui  a  pour  limite  zéro  ;  donc  (*)  la  différences — s 
peut  être  rendue  moindre  que  toute  grandeur  assignable; 
d'ailleurs  la  surface  du  cône  est  toujours  comprise  entre 
S  et  s  ;  donc  elle  est  leur  limite  commune. 

Or  on»  S=Px5; 

donc  en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 

Surf,  cône  =  cire.  X  S*- 

Scolia.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  Il  le  rayon  de  sa  base, 
!a  circonférence  de  cette  base  sera  2?;R,  et  la.  surface  du 
cône  aura  pour  mesure  rsxRx^L,  ou  ttRL. 

PROPOSITION  IX. 

THÉORÈME. 

La  surface  latérale,  tlu  arma  de  aine  A.DEB  a  pour  6„  , 
mesure  son  cote  Al)  multiplié  par  la  demi-somme  des 
cireoiiféieuccs  de  ses  deux  hases  AB,  DE. 

Dans  le  plan  SAB  qui  passe  par  l'axe  SO,  menez  perpen- 
diculairement à  SA  la  ligne  A  F  ,  égale  à  la  circonférence 
qui  a  pour  rayon  AO  ;  joignez.  SF,  et  menez.  Dli  parallèle 
à  AF. 

A  cause  des  triangles  semblables  SAC  ,  SOC,  on  aura 
AO  :  DC  ::  SA  :  SD;  et  à  cause  des  triangles  semblables 
SAF,  SDH,  onauraAF:DH::SA:SD;donc  AF:DH: 
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AO  :  DC  ,  ou  :;  cire,  AO  :  cire,  DC.  Mais  par  construction 
AF  —  cire.  AO;  donc  DU 7=  cire. DG. Cela  pose,  le  trian- 
gle SAF,  qui  a  pour  mesure  AF  X  |SA,  est  égal  à  la  surface 
du  cône  SAB  qui  a  pour  mesure  cire.  AOxfSA.  Par  une 
raison  semblable,  Je  triangle  SDH  est  égal  à  la  surface  du 
cône  SDE.Donc  la  surface  du  tronc  ADEB  est  égale  à  celle  du 

trapèze  ADHF.  Celle-ci  a  pour  mesure  AD  X  (- ); 

donc  la  surface  du  tronc  de  cône  ADEB  a  pour  mesure 
son  côté  ÀD  multiplié  par  la  demi-somme  des  circonfé- 
rences de  ses  deux  bases. 

Corollaire.  Par  le  point  I,  milieu  de  AD,  menez  IKX 
parallèle  à  AB  ,  et  IM  parallèle  à  AF  ;  on  démontrera 
comme  ci-dessus  que  IM  =  cire.  IK.  Mais  le  trapèze 
ADHF=:AD  X  IM=AD  x  cire.  IK.  Donc  on  peut  dire  en- 
core que  la  surface  d'un  tronc  de  cône  a  pour  mesure  son 
ente  multipliv par  la  circnnfiiinicc  d'une  scctinit  faite  à  égale 
distance  des  deux  bases. 

Scolie.  Sî  une  ligne  AD,  située  tout  entière  d'un  même 
côté  de  la  ligne  OC  et  dans  le  même  plan,  fait  une  révo- 
lution autour  de  OC,  la  surface  décrite  par  AD  aura  pour 

mesure  AD  X  f  — — ),  ou  AD  X  cire.  IK;  les 

lignes  AO,  DC,  IK,  étant  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités   et  du  milieu   de  la  ligne  AD  sur  l'axe  OC. 

Car  si  on  prolonge  AD  et  OC  jusqu'à  leur  rencontre 
mutuelle  en  S,  il  est  clair  que  la  surface  décrite  par  AD 
est  celle  d'un  cône  tronqué  dont  OA.  et  DC  sont  les  rayons 
des  bases,  le  cône  entier  ayant  pour  sommet  le  point  S. 
Donc  cette  surface  aura  la  mesure  mentionnée, 

Cette  mesure  aurait  toujours  lieu,  quand  même  le  point 
D  tomberait  en  S,  ce  qui  donnerait  un  cône  entier,  et 
aussi  quand  la  ligne  AD  serait  parallèle  à  l'axe,  ce  qui  don- 
nerait un  cylindre.  Dans  le  premier  cas  DC  serait  nulle, 
dans  le  second  DC  serait  égale  à  AO  et  à  IK. 
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PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

La  surface  engendrée  par  une  portion  de  polygone  fig. îGa 
régulier  ABCD,  tournant,  autour  d'un  diamètre  FG,  a 
pour  mesure  la  circonférence  du  cercle  inscrit  dans  le 
polygone  ABCD,  multipliée  par  la  projection  MQ  du 
contour  ABCD  sur  le  diamètre  FG. 

Le  point  I  étant  au  milieu  de  AB,  et  IK  étant  une  per- 
pendicuîaire  à  l'axe  abaissée  du  point  I,  on  a 

(*)  Surf.  AB  =  AB  X  cire.  IK. 
Menez  AX  paralièle  à  l'axe,   les  triangles  ABX,  OIK, 
auront  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun;  donc 
ces  triangles  sont  semblables,  et  donnent  la  proportion 

AB  :  AX  ou  MN  ::  01  :  IK  ::  cire.  01  :  cire.  IK  ; 
d'où 

AB  x  cire.  IK=  MN  X  cire.  01; 
donc 

Surf.AB  —  MNx  cire.  01. 
On  verrait  de  même  que 

Surf.BC  =  NP  X  cire.  01, 
et  surf.  CD  =  PQ  x  cire.  01; 

donc  en  ajoutant 

Surf.  ABCD=  (MN+NP  x  PQ)  X  cire.  Ot=MQ  x  cire.  01. 
Corollaire.  Si  l'on  considère  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  cô[és  pair,  et  que  l'axe  FG  passe  par  deux  som- 
mets opposés  F,  G,  la  surface  entière  décrite  par  la  révolu- 
tion du  demi-polygone  FACG  sera  égale  à  son  axe  FG 
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multiplie  par  la  circonférence  du  < 
Ht  sera  en  même  temps  le  diamètre 


ele  inscrit.    Cet  axe 

.]  cercle  circonscrit. 


I.  Une  zone  sphericjue  est  une 
la  sphère  comprise  entre  deux  plai 
les  bnses.  L'un  des  plans  peut  et: 
alors  la  zone  n'a  qu'une  base. 

IL  La  hauteur  d'une  zone  est  la 
deux  hases. 

III.  Si  l'on  conçoit  que  la  derai-c 
nant  autour  du   diamèti-e  DE  en; 


ortion  de  la  surface  de 
s  parallèles  qui  en  sont 
a  tangent  à  la  sphère  ; 

distance  des  plans  des 

rconférence  DAE  tour- 


sphère,  en  même  t 


.  l'ai 


PROPOSITION  XL 


L'aire  dune  zone  sphérique  est  égale  à  sa  hauteur 
multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 


Considérons  d'abord  la  zone  à  une  base  engendrée  par 
l'arc  AB  tournant  autour  de  BO. 

Inscrivons  dans  l'arc  AB  une  portion  de  polygone  règu- 
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lier  ACS  ,  et  circonscrivons  l;i  portion  de  polygone  EFG, 
semblable  à  ACB. 

Je  dis  d'abord  que  la  surface  de  la  2011e  AB  est  comprise 
entre  les  surfaces  S  et  s  engendrées  par  les  polygones  EFG, 
ACB,  tournant  autour  de  GO. 

En  effet,  la  zone  AB  est  plus  grande  que  s  ,  puisqu'elle 
l'enveloppe  et  est  terminée  an  même  contour  ;  pour  mon- 
trer que  la  zone  est  plus  petite  que  la  surface  S,  menez  la 
tangente  AH;  les  surfaces  décrites  par  EFG  et  par  ATTFG 
ont  une  partie  commune  qui  est  engendrée  par  HFG;  mais 
la  surface  décrite  par  HE  est  plus  grande  que  celle  qui  est 
décrite  par  AH  ,  puisque  les  mesures  de  ces  surfaces  sont  *  *fl. 
-.HE  (Hl+EM)  et  ir.AH  (HI+AK.)  ,  et  que,  d'après  la 
figure,  on  a  EM  >  AK  ,  et  l'oblique  HE  >  HA  qui  est  per- 
pendiculaire sur  OA.  Donc  la  surface  décrite  par  EFG  est 
plus  grande  que  la  surface  engendrée  par  AHFG;  or  celle-ci 
est  plus  grande  que  la  zone  AB*  ;  donc,  à  fortiori,  la  sur-  *!«>»■ 
face  S  est  plus  grande  que  la  zone  AB. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  si  l'on  doublait  indéfiniment 
le  nombre  des  cotés  des  portions  de  polygones  inscrites  et 
circonscrites  à  l'arc  ÀB  ,  les  surfaces  S  et  .î  iraient  en  s'ap- 
proebant  de  la  surface  de  la  zone,  et  auraient  cette  surface 
pour  limite. 

Pour  établir  cette  proposition,  il  suffit  de  montrer  que 
la  différence  S — s  tend  indéfiniment  vers  o. 

Or  on  a  »  S  ^  awOK  X  GM  (1)  •  1». 

et  s=  arcOPxB  (a) 

d'où  S— s  =  p.tt  (ON  X  GM  -OP  x  BK) . 

On  sait  déjà  *  que  la  différence  entre  ON  et  OP  a  pour  fQ|; 
limite  zéro  ;  de  plus  ,  la   différence  GM— BK=GB— MK, 
quantité  qui  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra,  puis- 
que GB.  et  à  plus  forte  raison  MK,  ont  zéro  pour  limite. 
Donc  la  différence   S— s  peut  être  rendue  moindre    que 
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toute  grandeur  assignable,   et    la  zone  qui  est  toujours 
comprise  entre  S  et  s  est  leur  limite  commune. 

Cela  posé,  de  légalité  (a)  on  déduit,  en  prenant  les  limites 
des  deux  membres 

Zone  AB=:2-0NxBK. 
i.  La  zone  à  deux  bases  décrite  par  l'arc  FH,  a  aussi  pour 
mesure  la  circonférence  d'un  grand  cercle  multipliée  par  sa 
hauteur  ;  car  elle  est  la  différence  des  deux  zones  à  une 
base  décrites  par  DH  et  DF  ;  elle  a  donc  pour  mesure 
cire.  CD  (DQ— DO)  ou  cire.  CD  x  OQ. 

Corollaire  I.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II,  La  surface  de  la  sphère  pouvant  être  con- 
sidérée comme  une  zone  dont  la  hauteur  est  égale  au  dia- 
mètre, a  pour  mesure  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
multipliée  par  le  diamètre. 

Soit  R  le  rayon  de  la  sphère ,  on  aura  donc 
Surf.  sph.  =  2TrRX2R  =  4*:Il2; 
d'où  l'on  voit   que    la  sphère  est  égale    à  quatre  grands 
cercles. 

Corollaire.  III.  La  surface  de  la  sphère  étant  ainsi  me- 
surée avec  le  carré  construit  sur  l'unité  de  longueur,  on 
pourra  facilement  évaluer  avec  la  même  unité, les  fuseaux, 
les  triangles  elles  polygones  sphériques,  puisqu'on  a  trouvé, 
dans  le  livre  Vil,  leur  rapport  au  triangle  tri-rectangle, 
qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Le  volume  engendré  par  un.  triangle  tournant  au- 
tour d'un  axe  situé  dans  son  plan,  et;  passant  par  un 
de  ses  sommets ,  a  pour  mesure  la  surface  décrite  par 
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le  côté  opposé  h  ce  sommet,  multipliée, par  le  tiers  de 
la  hauteur  correspondante  à  ce  côté. 


i"  Supposons  d'abord  que  le  triangle  CAR  tourne  autour 
d'un  de  ses  côtes  CD.  Le  volume  engendré  par  CAB  est  la 
somme  des  cônes  décrits  par  les  triangles  rectangles  CADj 
ADB  ;  on  a  donc 
(*)  Vol.  CAB^|x.ÂÎ5!cD+|7r.AD!DB=i7v.AD'ciî  (i). 

Or  si  l'on  abaisse  CG  perpendiculaire  sur  AB  ,  on  a 
CGx  AB— CBxAD,  car  ces  deux  produits  mesurent  le 
double  de  l'aire  du  triangle  CAB;  remplaçant  dans  l'éga- 
lité(i)  AD  XCB  par  CGx  AD,  it  vient 

Vol.CAB=4nr.AD.CG.AB=iCG.ic.AD.AB. 

Orn.AD.AB,  mesure  la  surface  latérale  du  cône  qui 
serait  engendrée  par  AB,  donc 

Vol.  CAB  =  surf.  ABx^CG. 


2°  Supposons  maintenant  que  le.  triangle  CAB  tourne 
autour  d'une  droite  CD  passant  par  un  de  ses  sommets  ; 
prolongeons  AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  en  D,  et 
abaissons  CK  perpendiculaire  sur  AB. 


(')Nûa5  appeler 


■inugk   CAB    t. 
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On  aura      Vol.  CAB=  vol.  CAD— Vol.  CBD. 
Or  Vol.  CADx=surf.  ADxfCE; 

et  Vol.  CBD=surf.BDx£CE. 

Donc  Vol  CAB— (surf.  AD  -Surf.  BD)  X  £CE 

— Surf.ABx§CE. 

?>"  La  démonstration    précédente  supposant  que  le  coté 
AB  vienne  rencontrer  l'axe  CD  ,   examinons   le  cas  où  ces 

deux  lignes  sont  parallèles. 


Abaissons  AE  et  RD  perpendiculaires  sur  l'axe  CD  ,  et 
CF  perpendiculaire  sur  AB;  nous  aurons  évidemment 
Vol.  GABz=Vol.  CAE+Vol.  ABDE— Vol.  CBD. 

Or  Vol.    CAE— ^.AKCE 

Vol.  ABDE=7r.ÂE.ED 
Vol.    CBD^ir.AE.CD. 
Ajoutant  les  deux  premières  évalués,  et  retranchant  ia 
troisième,  il  vient 

Vol.  CAB=z=j^ÂÊ*(|CE+ED— {CD). 

Et  comme  CD— CE-t-ED,  l'égalité  précédente  devient 

Vol.  C AB=rr 7\E. I . ED^AE .a-rc.AE.ED 

=|CF.surf.AB. 

Ce  qui  s'accorde  avec  renonce  du  théorème. 

PROPOSITION"  XIII. 


ag.sSu.        So>l  ABCD  une  portion  de  polygone-  régulier;  si  c 
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imagine  que  le  secteur  polygonal  AOD  ,  situé  d'un 
même  côté  du  diamètre  FG,  fasse,  une  révolution  au- 
tour de  ce  diamètre ,  le  solide  décrit  aura  pour  mesure 
lu.  surface  engendrée  par  le  contour  A.BC1),  multipliée 
parle  tiers  de  l'apothème  01. 

En  effet,  le  volume  engendré  par  le  secteur  A.OD  est  la 
somme    des  volumes  engendrés  par  les  triangles  isocèles 
égaux  AOB,  BQC,  GOD. 
Or*  Vol.  AOB— surf.  ABx±OI 

Vol.  BOC=:surf.  BCxfOI 

Vol.  COD— surf.  CD  x  401. 


Vol.  AOD^iOI  (surf.  AB-i-surf.  BG+si 
'^Olxsiirf.  ABGD. 


I.  Tandis  que  le  demi-cercle  DAE  tournant  autour  du  £ 
diamètre  DE  décrit  la  sphère,  tout  secteur  circulaire  FCH 
décrit  un  solide,  appelé  secteur  spkérique. 

Le  secteur  sphérique  est  terminé  par  la  zone  que  décrit 
l'arc  FH. 

II.  Un  segment  de  sphère  est  la  partie  du  volume  de  la 
sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

La  hauteur  du  segment  est  la  distance  des  plans  paral- 
lèles. 

PROPOSITION  XIV. 

TJlÉOHJ'Mlî. 

Un  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone  oui  lui 
sert  de  base,  multipliée  pur  le  tiers  du  rayon. 


/Google 


9.84 


r.KO.Mi:'i'i!ii:. 


Soit  AOB  !e  secteur  circulaire  qui,  par  sa  révolution  au- 
tour de  AO,  décrie  le  secteur  sphérique. 

Inscrivons  et  circonscrivons  à  l'arc  AB  deux  portions 
de  polygones  réguliers  semblables  BCA,  DEF.  Le  volume 
du  secteur  sphérique  est  évidemment  compris  entre  les 
volumes  V,  -y,  engendres  par  les  secteurs  polygonaux 
DEFO,  BCAO  ;  de  plus  ,  si  le  nombre  des  côtés  des  por- 
tions de  polygones  réguliers  ;i!!:iit  constamment  en  dou- 
blant, les  volumes  V,  v,  iraient  en  s'approebant  dusecteur 
sphérique,  et  on  pourrait  pousser  les  opérations  assez  loin 
pour  que  ta  différence  entre  ebacun  des  volumes  V,  v,  et 
le  secteur  sphérique  fut  moindre  que  toute  quantité  assi- 
gnable. En  effet,  on  a 

V=surf.  DE    xpl 
^=3urf.ABCxiOH. 


IV..Ù 


(0 
W 

■f.  ABC. OH). 

défini  ment  vers  01, 


quand  o 


I— v=%  (surf.  DEF. 01— ; 
î  sait  déjà  que    OH  tend 

i  multiplie  à  l'infini  le  nombre  des  côtés,  et  l'on  a 
■  démontré  *  que  la  différence  surf.  DEF — surf. ABC  a  pour 
limite  zéro  :  donc  la  différence  V — y  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  donc  le  secteur  sphérique  qui 
est  toujours  compris  entre  V  et  v  est  leur  limite  commune. 
On  conclut  de  là,  en  prenant  les  limites  des  deux  mem- 
bres de  1  égalité  fi) 

Sect.  sph.:x=zone  ABx^OI. 
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Si   le    secteur   sphèrique   était  engendre  par  le  secteur  Ëg  5 
FCTI  tournant  autour  du  diamètre  DE,  on  aurait 

Sect.  FGH^sect.  DCH— sect.  DCF. 
Or  Sect.  DCH=zone  DH  X  |GD 

Sect.  DCF=zone  DFx±CD. 
Donc  sect.  FGH=iCD  (zone  DH— zone  DF) 

=|CD.zoneFH. 

Scolie  I.  Si  le  secteur  circulaire  qui  décrit  le  secteur 
sphèrique  devenait  égal  an  demi-cercle  ,  le  volume  engen- 
dré serait  celui  de  la  sphère;  mais  alors  la  zone  qui  sert 
de  base  au  secteur  sphèrique  serait  la  surface  de  la  sphère 
d'où  l'on  voit  que  le  volume  d'une  sphère  a  pour  mesure; 
sa  surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

Scolie  II.  Soient  11  le  rayon  de  la  sphère,  et  H  la  hauteur 
de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur  sphèrique;  la  zone 
a  pour  mesure  stcR.H;  donc  le  secteur  sphèrique  a  pour 
mesure  27rR.H.|R  ou  |irHa.H. 

Dans  le  cas  où  le  secteur  sphèrique  devient  égal  à  la 
sphère,  on  a  H=^2R  ;  donc  la  mesure  du  volume  de  la 
sphère  est  |jrR2aîl  ou  |tcR3. 

D 

Si  l'on  appelle  D  le  diamètre  delà  sphère,  on  a  R  =  —  5 

d'où  R3  =  -j-  ;  la  solidité  de  la  sphère  s'exprimera  doue 
aussi  par  ^.-5-  ou  jwLl  . 

PROPOSITION  XV. 


La  surface  de  la.  sphère  est  à  la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit  (cit. y  cotnpretiaM  ses  bases)  comme 
2  est  à  3.  Les  solidités  de  ces  deux  corps  sont  entre 
elles  dans  le  même  rapport 

Soit  MPNQ  le  grand  cercle  de  In  sphère,  ABCD  le  carré  j 
i  on  fait   tourner    à  la  fois    le  demi-cercle 
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PMQ  et  la  demi-carré  PADQ  autour  du  diamètre  PQ  ,  le 
demi-cercle  décrira  la  sphère,  et  le  demi-carré  décrira  le 
cylindre  circonscrit  à  la  sphère, 

La  hauteur  AD  de  ce  cylindre  est  égale  an  diamètre  PQ, 
la  basa  du  cylindre  est  égale  ;in  grand  cercle,  puisqu'elle 
a  pour  diamètre  AD  égale  à  VCs  ;  donc  la  surface  convexe 
du  cylindre  est  égide  à  la  circonférence  du  grand  cercle 
multipliée  par  son  diamètre.  Cette  mesure  est  la  même  que 
t,  celle  de  la  surface  de  la  sphère  *  :  d'où  il  suit  que  la  sur- 
face de  la  sphère  est  égala  à  la  surface  latérale  du  cylindre 
circonscrit. 

Mais  la  surface  de  la  sphère  et  égale  à  quatre  grands 
cercles;  donc  la  surface  latérale  du  cylindre  circonscrit  est 
égale  aussi  à  quatre  grands  cercles  :  si  on  y  joint  les  deux 
hases  qui  valent  deux  grands  cercles,  la  surface  totale  du 
cylindre  circonscrit  sera  égale  à  six  grands  cercles;  donc 
la  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale  du  cylindre 
circonscrit  comme  4  est  à  6',  ou  comme  2  est  à  3.  C'est 
ie  premier  point  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

En  second  lieu,  puisque  la  hase  du  cylindre  circons- 
crit est  égale  à  un  grand  cercle  et  sa  hauteur  au  diamètre, 
la  solidité  du  cylindre  sera  égale  an  grand  cercle  multiplié 
,.  par  le  diamètre''.  Mais  la  solidité  de  la  sphère  est  égale  à 
.  quatre  grands  cercles  multipliés  par  le  tiers  du  rayon  *, 
ce  qui  revient  à  un  grand  cercle  multiplié  par  |  du  rayon. 
ou  |  du  diamètre  ;  donc  la  sphère  est  au  cylindre  circons- 
crit comme  2  est  à  3 ,  et  par  conséquent  les  solidités  de 
ces  deux  corps  sont  entre  elles  comme  leurs  surfaces. 

Scolie.  Si  on  imagine  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces 
touchent  la  sphère  ,  ce  polyèdre  pourra  être  considéré 
comme  composé  de  pyramides  qui  ont  toutes  pour  som- 
met le  centre  de  la  sphère,  et  dont  les  hases  sont  les  dif- 
férentes faces  du  polyèdre.  Or  il  est  clair  que  toutes  ces 
pyramides  auront  pour  hauteur  commune  le  rayon  de  la 
sphère  ;  de  sorte  que  chaque  pyramide  sera  égale  à  la  face 
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du  polyèdre  qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon  :  donc  ie  polyèdre  entier  sera  égal  à  sa  surface  mul- 
tipliée par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite, 

On  voit  parla  que  les  solidité;,  des  polyèdres  circonscrits 
à  la  sphère  sont  entre  elles  comme  les  surfaces  de  ces  mê- 
mes polyèdres.  Ainsi,  la  propriété  que  nous  avons  démon- 
trée pour  le  cylindre  circonscrit  est  commune  à  une  infi- 
nité d'antres  corps. 

On  aurait  pu  remarquer  également  que  les  surfaces  des 
polygones   circonscrits  au  cercle    sont  entre  elles  c 
leurs  contours. 

PROPOSITION  XVI. 


Le  solide  engendre  par  le  segment  circulaire.  BMD 
tournant  autour  d'un  1  lia  mètre  ACG  extérieur  à  ce 
segment,  a  pour  mesure  la  sixième  partie  du  cercle  $ 
qui  aurait  pour  rayon  la  corde  BD  du  segment,  mul- 
tipliée par  la  projection  EF  de  la  corde  BD  sur 
taxe  ÀC. 

En  effet,  on  a  Vol.  BMD=vol.  CDMB— vol.  CDB. 

Or  Vol.CDMB— §t:~CB!EF  (i) 

Vol.  CDB=±CIx  surf.  DB. 
Et  comme  Surf.  DB=aTiCI .  EF, 

on  a'  Vol.  CDB— fmCÏ'.EF.  (2) 

Retranchant  l'égalité  (a)  de  l'égalité  (1),  membre  à  mem- 
bre, il  vient 

Vol.  BMD=fn\EF  (CB  —  CI  J. 
D'ailleurs,  dans  le  triangle  Cllf,  on  a 

-CB_ci  =  ra=55; 

4 
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Donc        Vol.BMD=|w.KF.5?  =  lirmi!EF. 

4 

Scohe.  Le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  est  à  la 
sphère  qui  a  pour  diamètre  BD,  comme  ~n.BD.EF  est 
à±Tt.BD*ou::EF:BD. 

PROPOSITION  XVII. 


Tout  segment  de  sphère ,  compris  antre  deux  plans 
parallèles,  a  pour  mesure  la  demi-somme  de  ses 
bases  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  la  solidité  de  la 
sphère  dont  cette  même  hauteur  est  le  diamètre. 

Soient  BE,  DF,  les  rayons  des  bases  du  segment ,  EF  sa 
hauteur,  de  sorte  que  le  segment  soit  produit  par  la  révo- 
lution de  l'espace  circulaire  BMDFE  autour  de  l'axe  FE, 

;.       On  a  *yo1BMD=^tc.BÏ)!eF, 

S,  *vol  BDFE— iit .  EF .  (BË+DF+BE .  DF)  ; 

donc  le  segment  de  sphère  qui  est  la  somme  de  ces  deux 
volumes,  a  pour  mesure, 

1 77 .  EF  .  (  aBÊ  +  aDF~+  aBE  .  DF  +  BD  ). 
Mais,  en  menant  BO  parallèle  à  EF ,  on  aura 

DO^DF— BE,  DÔ^DF— aDF.BE+BE, 

et  par  conséquent 

BD^lw+D7>^EF+DF— aDF  x  BE+BE- 

Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  BD  dans  l'expression  du 
segment,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  aura  pour  la 
solidité  du  segment , 

Jir .  EF .  (3BÊ+3W+ËF  ), 
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expression  qui  se  décompose  en  deux  parties  ;  l'une 

|77.EF.{3BE+3DF),ou  EF.f- ~ J 

est  la  demi-somme  des  bases  multipliée  par  la  hauteur; 
l'autre  |tc.EF  représente  la  sphère  dont  EF  est  le  dia- 
mètre *  :  donc  tout  segment  de  sphère  ,  etc.  * 

Corollaire.  Si  l'une  des  bases  est  nulle  ,  le  segment  dont 
tl  s'agit  devient  un  segment  sphérkjue  à  une  seule  base  ; 
donc  tout  segment  sphérique  à  une  basa  équivaut  a  la  moi- 
tié du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur ,  plus  la 
sphère  dont  celte  hauteur  est  le  diamètre. 


I   DU   HUITIEME  ] 
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GEOMETRIE  DANS  L'ESPACE. 


THEOREMES  A  DEMONTRER. 

[.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,    tout  plan 

parallèle  à  celte  droite  sera  perpendiculaire  au  premier  plan. 

i.  Deux  droites  parallèles  font  dos  ailles  égaux  avec  le  même 
plan. 

3.  Si  dans  un  trièdre  deux  des  angles  plans  sont  égaux ,  les 
dièdre-  opposés  seront  égaux  .  et  ri':u i j )i-o q i ioni <;:i l . 

l\.  Dans  un  angle  trièdre  ,  à  un  plus  grand  dièdre  est  opposée 
une  plus  grande  face,  et  réciproquement, 

5.  Les  trois  plaus  perpendiculaires  aux  faces  d'un  angle  triè- 
dre, menés  suivant  les  trois  bissectrices  des  angles  plans  de  ce 
trièdre,  se  rencontrent  suivant  la  même  droite. 

6.  Les  trois  plans  menés  suivant  les  arêtes  d'un  angle  trièdre 
perpendiculairement  aux  faces  opposées,  se  coupent  suivant  la 

7.  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  et  les 
bissectrices  des  faces  opposées,  se  rompent  suivant  une  même 
droite. 

8.  Si  par  le  sommet  d'un  angle  trièdre  on  mène  dans  chaque 
face  une  perpendiculaire  sur  l'arête  opposée ,  ces  trois  perpendi- 
culaires seront  dans  un  même  plan. 

9.  Dans  tout  tétraèdre,  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des 
arêtes  opposées  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
l 'gales. 

io.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  solide  égal  sont 
entre  eux  comme  les  produis  des  arêtes  qui  comprennent  l'angle 
solide  égal. 
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ii.  Doux  tétraèdres  qui  ont  n  11  dièdre  égal  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  fa  tes  qui  ci  un  prennent  ce  dièdre. 

la.  Le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  d'une  pyramide  triangu- 
laire divise  l'arête  opposée  ou  doux  segments  proportionnels 
aux  faces  adjacentes. 

)3.  Si  un  tétraèdre  renferme  ira  angle  solide  tri-rectangle,  le 
carré  de  la  face  opposée  sera  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
trois  autres. 

14.  Le  volume  d'un  parallélépipède  tronqué  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
la  base  supérieure  sur  la  base  inférieure. 

i5.  Dans  u»  tétraèdre  ,  les  lignes  qui  joignent  eliaque  sommet 
au  point  de  concours  des  médianes  de  la  face  opposée ,  se  cou- 
pent en  un  même  point.  (  Ce  point  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre.  ] 

16.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  d'un  té» 
traèdre  sur  un  plan,  est  lit  moyenne  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  quatre  sommets  du  tétraèdre  sur  le  même  plan.  (Com- 
ment doit-on  interpréter  le  lliéot'èmc,  lorsque  les  sommets  ne  sont 
pas  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan?  ) 

r7.  Tout  plan  passant  par  les  milieux  de  deux  arêtes  oppo- 
sées d'un  tétraèdre,  divise  ce  tétraèdre  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 

18.  Le  polyèdre  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  régulier,  est  un  oetaèdre  régulier. 

19.  Par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan  on  peut 
faire  passer  une  sphère  ,  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

20.  Dans  tout  tétraèdre  on  peut  inscrire  une  sphère. 

ai.  Lorsque  trois  sphères  so  coupent  deux  à  deux  ,  les  plans 
des  trois  cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  même 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  centres. 

aa.  Quand  trois  droites  rectangulaires  coupent  une  sphère,  et 
passent  par  un  même  point,  la  somme  des  carrés  des  cordes  com- 
prises est  constante. 

LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  ET  PROBLÈMES. 

Dans  la  géométrie  plane,  nous  avons  défini  lieu  géoiiié- 
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trique,  une  Signe  renfermant  tous  les  points  du  plan 
jouissant  d'une  propriété  commune.  De  même,  dans  la 
géométrie  de  l'espace  ,  on  appelle  lieu  géométrique  la  série 
des  points  de  l'espace  qui  satisfont  à  une  ou  deux  condi- 
tions données.  Ce  lieu  géométrique  peut  être  une  surface 
ou  une  ligne. 

Ainsi ,  la  sphère  est  le  lieu  géométrique  des  points  situés 
à  une  même  distance  d'un  point  donné ,  et  la  perpendicu- 
laire ,  élevée  au  plan  d'un  cercle  en  son  centre  ,  est  le  lieu 
géométrique  des  points  qui  sont  également  distants  de  tous 
les  points  de  la  circonférence. 

i.   Trouver  le  lieu  des  points  à  égale  distance  de  deux  points 

2.  Trouver  le  lieu  des  peints  t-Lrnifii~-i?nt.  distants  de  trois  points 
donnés. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  plans 
donnés. 

4.  Trouver  le  lieu  des  points  également:  distants  de  trois  plans 
donnés. 

5.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  également  distants 
de  deux  droites  situées  dans  un  même  plan. 

6*.  Lieu  des  points  de  l'espace  à  égale  distance  de  trois  droites 
situées  dans  un  même  plan. 

7.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances 
de  chacun  d'eux  à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une    ligne 

8.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des 
distances  de  chacun  d'eux  à  deux  points  donnés  soit  égale  à  un 

9.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  différence  des  carrés 
des  distances  de  chacun  de  ces  points  a  deux  points  donnés  soit 
égale  à  un  carré  donné. 

10.  On  coupe  par  une  suite  de  plans  parallèles  deux  droites 
non  situées  dans  un  mémo  plan;  et  on  tire  les  lignes  qui  joignent 
les  points  d'intersection  de  chacun  de  ces  plans  avec  les  deux 
droites  données;  ou   demande  le   lieu  géométrique   des   points 
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qui  divisent  toutes  ces  lignes  de  jonction  dans  le  rapport 
de  m  k  n. 

n.  Etant  données  devis  di-oif.cs  reelnugnlnires  rmii  situées  dans 
un  même  plan ,  on  insère  entre  ces  deux  droites  des  lignes  de 
longueur  donnée,  et  on  demande  le  lieu  géométrique  des  mi- 
lieux de  ces  droites. 

ia.  Calculer  le  volume  engendré  par  un  hexagone  régulier , 
tournant  autour  d'un  de  ses  côtés. 

1 3.  Trouver  le  -volume  engendré  par  un  demi-décagone  régu- 
lier dont  le  côté  est  a,  tournant  autour  du  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. 

i*i-  Connaissant  le  côté  d'un  polvèdie  régulier,  trouver  le 
rayon    de    la  Sphère    circonscrite,    et  le   rayon    de    la    sphère 


i5.  Connaissant  ie  rayon  d'une  sphère,  trouver  le  côté  d'un 
polyèdre  régulier  inscrit,  et  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  à  ce 
polyèdre. 

16.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  calculer  la  surface  et  le 
volume  d'un  polyèdre  régulier  inscrit. 

17.  Trouver  la  surface  de  la  terre  en  rnyriiimôlres  carrés. 

18.  Trouver  quelle  serait  la  mesure  d'une  pvramide,  si  l'on 
prenait  pour  unité  de  volume  la  sphère  qui  a  pour  rayon  l'unité 
linéaire,  et  pour  unité  de  surface  le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'u- 
nité de  longueur. 

19.  Les  angles  d'un  triangle  sphérique  sont  respectivement  : 
58"  18',  67/  8',  820  4',  le  rayon  de  la  sphère  est  6m,  calculer  en 
mètres  carrés  la  surface,  du  triangle  sphérique. 

20.  Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base 
dont  la  hauteur  est  4"1,  et  situé  sur  une  sphère  dont  le  ravon 
est  9m. 

ai.  Les  rayons  des  hases  d'un  cône  tronqué  sont  3"1  et  Gra,  et 
son  arête  a  7™  de  longueur,  Irouver  la  surface  et  le  volume  du 
cône  tronqué. 


VIS  DES  SL'KM'IiMTS  DE  GÉOMÉTRIE. 
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ÉLÉMENTS 

DE   GÉOMÉTRIE. 

LIVRE   PREMIER. 


LES    PRINCIPES. 


I.  JL-J  a  Géométrie  est  une  science  qui  a  pour  objet 
la  mesure  de  l'étendue. 

L'étendue  a  trois  dimensions,  longueur,  largeur 
et  hauteur. 

II.  La  ligne  est  une  longueur  sans  largeur. 

Les  extrémités  d'une  Iignes';ippellent/«witt.- le  point 
n'a  donc  pas  d'étendue. 

III.  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un 
point  à  un  autre. 

IV.  Touî.e  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de 
ligues  droites  est  une  ligne  courbe. 

Ainsi,  A1Î  est  une  ligne  droite,  ACBD  une  ligne 
brisée  ou  composée  de  lignes  droites,  et  AEB  est  une 
ii;;iie  tourne. 

V.  Surface  est  ce  qui  a  longueur  et  largeur,  sans 
hauteur  ou  épaisseur. 

VI.  Le  plan  est  une  surface,   dans  laquelle  pre- 
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nant  deux  points  à  volonté,  et  joignant  ces  deux 
points  par  une  ligne  droite,  cette  ligne  est  tout  en- 
tière dans  la  surface. 

VII.  Toute  surface  qui  n'est  ni  plane  ni  composée 
de  surfaces  planes  est  une  sur/ace  courbe. 

VIII.  Solide  ou  corps  est  ce  qui  réunit  les  trois  di- 
mensions de  l'étendue. 

SX.  Lorsque  deux  lignes  droites  A3),  AG,  se  ren- 
contrent, la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  elles 
août  écartées  l'une  de  l'autre,  quanta  leur  position, 
s'appelle  angle;  ie  point  de  rencontre  ou  '.{'interjec- 
tion A  est  le  sommet  de  l'angle;  les  lignes  AB,  AC, 
en  sont  les  cotés. 

L'angle  se  désigne  ("jTieïquefois  par  la  lettre  du 
sommet  A  seulement,  d'autres  t'ois  par  trois  lettre/! 
BAGouCAB,  ayant  soin  de  mettre  la  lettre  du  sommet 
au  milieu. 

Les  angles  sont,  comme  toutes  les  quantités,  sus- 
ceptible:; d'addition,  de  soustraction,  de  multipliea- 
'.  tion,  et  de  division  :  ainsi  l'angle  DGË  est  la  somme 
des  deux  angles  DGB,  BCE ,  et  l'angle  DGB  est  la  dif- 
férence des  deux  angles  DCE,  BGE. 

X.  Lorsque  la  ligne  droite  ÂB  rencontre  une  autre 
droite  CD,  de  telle  sorte  que  lai  angles  adjacents  BAC, 
BA.i)  soient.  ÉÎgaLts  entre  eux,  chacun  de  ces  angles 
s'appelle  un  angle  droit;  et  la  ligne  Al)  est  dite  per- 
pendiculaire sur  GD. 

XI.  Tout  angle  BAC  plus  petit  qu'un  angle  droit 
est  un  angle  aigu;  tout  angle  plus  grand  DEF  est  un 
angle  obtus, 

XII.  Deux  lignes  sont  dites  parallèles,  lorsque, 
étant  situées  dans  le  même  plan,  elles  ne  peuvent  se 
rencontrera  quelque  distance  qu'on  les  prolonge  l'une 
et  Vautre,  Telles  sont  les  lignes  AB,  CD, 
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Xlîl.  Figure  plane  est  nu  v>hn  terminé  i!e  toutes 
parts  par  des  lignes. 

Si  les  lignes  sont  tivoîte,  iV;pac:e  qu'elles  renier 
«lent  s'appelle  figure  reciîUgnr,   ois  polygnn.it,  et  les    fig.  (>„ 
iiijîic;.  siSes-fSii'iiïiirB  j>;'isi;.s  c-'îssesîiLik:  ''onriesv'.  Ui  «on tour 
ou  périmètre  du  polygone, 

XIV,  Le  polygone  de  trois  côtés  est  îe  plus  simple 
de  tous,  il  s'appelle  triangle;  celui  de  quatre  cotes 
s'appelle  rpvtdrUnti'rc;  eeU;i  de  einq,y^'A7.£'(w.<;.'  celui 
de  six,  hexagone,  etc. 

XV.  On  appelle  i;r[an»io  cqaiUttêroJ-  cxAni  qui  a  ses  fig.  3. 
trois  côtés  égaux  -  iriangk;  kosccl/:,  celui  dont  deux  fig.  8. 
côtés  seulemem:  sont  égaux;  M'iartgkï  :;c.ale:-.e ,  celu1  fig- 9, 
qui  a  ses  trois  côtés  inégaux. 

XVI,  Le  triangle  reitîmigie  usï  eeiui  qui  s  un  angle 
droit.  Le  coté  opposé  à  l'angle  droit  .'l'appel.!?;  hypoté- 
nuse :  ainsi  ABC  est  un  iri;<.î>gl';!rer.';aug!e  en  A,  le  côté    %.  m. 
BC  est  son  hypoténuse . 

XVII.  Parmi  les  quadrilatères  on  distingue  : 
haquarrJ^  qui  a  ses  f;ôtés  égaux  et  ses  angles  droits*  ns.  ,ï. 

J  Voyez,  la  prop.  xx,  liv.  ?.) 

Le  rectangle ,  qui  a  les  angles  droits  sans  avoir  les  %.  is. 
côtés  égaux.  (Soy&;  Sa  môme  prop.) 

heparallélograt/ii/i^  oy.  rkonu'ie. _,  q:û  a  les  eotes  op=  fig,  i% 
posé:',  parallèles. 

Le  losange,  dont  les  côtés  som,  épHr/;  sans  que  les  %.  14. 
angles  ::oiesit  droits. 

Enfin  le  trapèze,  dont  deux  côtés  j;sul.<vï"sont.  sont  %.  i5. 
parallèles. 

XVII L  On  appelle  diagonale  ia  llgcc  qui  joint  les 
joromiïts  de  deux  angles  non  adjacents  :  telle  est  AG,   %,  fia, 

XIX.  Polygone  è.quih'tcral  «t  celai  dont  tous  le.'J 
cô'és  sont  égaus.;  uoly^om»  ikfa.iiaigle. ,  celui  dont  tous 
les  angles  son;  égaux. 

XX,  Deux,  polygones  sont   ér/witoféraiix  entre  eux 
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lorsqu'ils  ont  les  côtes  égaux  chacun  à  chacun,  et 
placé.-;  dans  le  même  ordre;  c'est-à-dire,  lorsqu'on 
suivant  leurs  contours  dans  un  même  sens ,  le  premier 
«ci té  du  l'un  esterai  au  premier  de  l'antre,  le  second 
de  l'un  au  second  de  l'autre,  le  troisième  au  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  On  entend  de  même  ce  que  signifient 
deux  polygones  éqnian^les  entre  eux. 

Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  côtés  égaux  ou  les 
angles  ég^ux  s'appellent  côtés  ou  angles  iionuilofç.ic.s. 

N  B.  Dans  les  quain.1  jurisùirr»  livres  il  ut  sera  question  que  de 
îi;;u.i-i':-.  ; j- l . l i : ■: -_■=  mi  rraesos  :,nx   uns  surface  [liane. 

Explication  des  termes  et  des  signes. 

Axiome  est  «ne  proposition  évidente  par  elle- 
même. 

Théorème  est  une  vérité  qui  devient  évidente  au 
moyen  d'un  raisonnement  appelé  démonstration.. 

Problème  est  une  question  proposée  qui  exige  une 
solution. 

Lemme  est  une  vérité  employée  subsidiairement 
pour  la  démonstration  d'un  théorème  ou  la  solution 
d'un  problème. 

Le  nom  commun  de  proposition  s'attribue  indiffé- 
remment ans  tbéoiènics,  problèmes,  et  lennnes. 

Corollaire  est  la  conséquence  qui  découle  d'une  on 
de  plusieurs  propositions, 

Scholie  est  une  remarque  sur  une  ou  plusieurs  pro- 
positions précédentes,  tendant  à  faire  apercevoir  leur 
liaison,  leur  utilité,  leur  restriction,  ou  leur  exten- 
sion. 

Hypothèse  est  une  supposition  faite  soit  dans 
l'énoncé  d'une  proposition,  soit  dans  le  courant 
d'une  démons tratiou. 
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Le  signe  —  est  le  signe  de  l'égalité;  ainsi  l'expres- 
sion Ar=B  signifie  que  A  égale  B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  petit  que  B,  on  écrit 
A<B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  grand  que  B ,  on  écrit 
A>B. 

Le  signe  -|-  se  prononce  plus  ;  il  indique  l'addition. 

Le  signe  —  se  prononce  moins;  il  indique  la  sous- 
traction :  ainsi  À  -+-  B  représente  la  somme  des  quan- 
tités A  et  B  ;  A  —  B  représente  leur  différence  ou  ce 
qui  reste  en  Ôtant  B  de  A  ;  de  même  A —  B  +  C,  ou 
A  4- G  — B,  signifie  que  A  et  C  doivent  être  ajoutés 
ensemble,  et  que  B  doit  être  retranché  du  tout. 

Le  signe  X  indique  ïa  multiplication;  ainsi  A  x  B 
représente  le  produit  de  A  multiplié  par  B.  Au  Sien  du 
signe  X  on  emploie  quelquefois  un  point;  ainsi  A  .  B 
est  la  même  chose  que  A  X  0.  On  indique  aussi  le 
même  produit  sans  aucun  signe  intermédiaire  par  Ali; 
mais  il  ne  faut  employer  cette  expression  que  lors- 
qu'on n'a  pas  en  même  temps  à  employer  celle  de  la 
ligne  AB  distance  des  points  À  et  B. 

L'expression  A  x  (B  +  C  — D)  représente  le  produit 
de  A  parla  quantité  B  +  G—  D,  S'il  fallait  multiplier 
A.-i-B  par  A' — B  +  C,  on  indiquerait  le  prodii.it  ainsi 
{  A -H  B)  X  (A  —  B  +  C);  tout  ce  qui  est  renfermé 
entre  parenthèses  est  considéré  comme  une  seule 
quantité . 

Un  nombre  mis  au-devant  usine  ligne  ou  d'une 
quantité,  sert  de  multiplicateur  à  celte  ligne  ou  à  cette 
quantité;  ainsi,  pour  exprimer  que  3a  ligne  AB  est 
prise  trois  fois,  on  écrit  3  AB;  pour  désigner  la  moitié 
de  l'iingle  A,  on  écrit  -j  A. 

Le  quarré  de  la  ligne  AB  se  désigne  par  AB;  son 
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cube   par  AB.  On  expliquera  en  son  lieu  ce  que  si- 
gnifient précisément  le  quarrc  et  le  cube  d'une  ligne. 

Le  signe  \/  indique  une  racine  à  extraire  ;  ainsi 
\/  2  est  la  racine  quarrée  de  a  ;  v'  A  x  B  est  la  racine 
du  produit  A  x  B,  ou  la  moyenne  proportionnel  le 
entre  A  et  B. 


i.  Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales 
entre  elles. 

3.  Le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie. 

3.  Le  tout  est  égal  à  la  somme  des  parties  dans 
lesquelles  il  a  été  divisé. 

4  ■  D'un  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une 
s^ule  iîgne  droite. 

5.  Deux  grandeurs,  li;;ne..  surface  ou  solide,  sont 
égales.  iiji'MjiiY'M'm.  placées  l'une  sur  l'autre  elles  coïn- 
cident dans  toute  leur  étendue. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


.     tes  angles  droits  sont,  tous  égaux  entre  eux, 

boit  la  ligne  droite  CD  pOipenJiculiUi'e  à  AB,  el 
(jil  à  EFj  je  dis  que  les  angle-a  M'.'.  0,  EG  il  serom 
égaux  entre  eux. 

Prenez  Ses  quatre  distances  égales  C  A  ,  C.B,  GE, 
G  F ,  la  distance  A  B  sera  éga  le  à  la  d  ista  née  E  F ,,  et 
on  pourra  placer  la  ligne  E  F  sur  A  B,  de  manière 
eue  le  point  E  lunsbe  en  A,  u;  le  point  F  en  B.  Ces 
.v'iisx  iigr.es  ainsi  posées  coïncideront  entièi'emei.i 
l'une   avec  l'autre;    car,  sans  cela,   ii  y  aurait   deux 
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lignes  droites  de  A  en  B,  ce  qui  est  impossible4",  -ai. 4, 
donc  le  point  G,  milieu  de  EF,  tombera  sur  le  point 
G,  milieu  de  AB.  Le  côté  GE  étant  ainsi  appliqué 
sur  G  A,  je  dis  que  le  où  té  G  H  tombera  sur  CD;  car 
supposons  ,  s'il  est  possible,  qu'il  tombe  sur  une  ligne 
CK  différente  de  CD  ;  puisque,  par  hypothèse*,  Méf.io, 
l'angle  EGïI  =  HGF,il  fondrait  qu'on  eût  ACK  = 
KGB.  Mais  l'angle  ACK  est  plus  grand  que  ACD, 
l'angle  KGB  est  plus  petit  que  I3CD;  d'ailleurs  ,  par 
hypothèse,  ACD  =  BCD;  donc  ACK  est  plus  grand 
que  K.CB;  donc  la  ligne  GH  ne  peut  tomber  sur  une 
iii;ti<>  CK  diM'i'j'eote  de  CD;  donc  elle  tombe  sur  CD, 
et:  !.  anjjiij  EGH  sur  ACD;  doue  tous  ii.;s  angles  droits 
sont  égaux  entre  eus. 

PROPOSITION  IL 

inio  KÈHB. 

Toute  ligne  droite  CD ,  qui  en  rencontre  une    fig,  tJ. 
autre  kh^J'ait  avec  celle-ci  deux  angle!:  adja- 
cents AGI),  BCD,  dont  la  somme  est  égale:   à 
deux  angles  droits. 

Au  point  G,  illevez  sur  AB  la  perpendiculaire  CE. 
L'angle  ACD  est  la  somme  des  angles  ACE,  ECD; 
donc  AGD  4-  BGD  sera  la  somme  des  trois  ACE, 
ECO,  BCD,  Le  premier  de  ceux-ci  est  droit,  les  deux 
autres  font  ensemble  L'angle  droit  BCE  ;  donc  « 
somme  des  deux  angles  ACD.  BCD  est  égale  à  deux 
Lingicr,  droits. 

Corollaire  l.  Si  l'un  des  angles  ACD,  BCD  est  droit, 
l'autre  le  sera  pareillement. 

Corollaire  II.   SI   la  ligne   DE   est    perpendiculaire   fis.  lSi 
àAB,  réciproquement  AiS  sera  perpendiculaire  à  DE. 

Car,  de   ce   eue  DE  est    pwpeu.di.<;ulaii-e  à  Ali,  il 
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s'ensuit  que  l'angle  ACD  est  égal  à  son  adjacent 
DGB,  et  qu'ils  sont  tous  deux  droits.  Mais  de  ee 
que  l'angle  ACD  est  un  angle  droit,  il  s'ensuit  que 
son  adjacent  ACE  est  aussi  un  angle  droit  ;  donc 
l'angle ACE—ACD,  donc  Alï  est  perpendiculaire  h  DE, 
Corollaire  \\\.  Tous  les  angles  consécutifs  BAC. 
CAD,  DAE,  EAF,  formés  d'un  même  côté  de  la 
droite  TiF  ,  pris  ensemble,  valent  deux  angles  droits; 
car  leur  somme  est  égale  à  celle  des  deux  angles 
adjacents  BAC ,  CAF. 

PROPOSITION    III. 


Deux,  lignes  droites  qui  ont  deux  points  com- 
muns coïncident  tune  avec  l'autre  dans  foute 
leur  étendue,  et  ne  forment  qu'une  seule  et  même 
ligne,  droite. 

Soient  les  deux  points  communs  A  et  B;  d'abord 
les  deux  lignes  n'en  doivent  faire  qu'une  entre  A  et. 
B,  car  sans  cela  il  y  aurait  deux  lignes  droites  de  A 
en  B,  ce  qui  est  impossible*.  Supposons  ensuite  que 
ces  lignes  étant  prolongées,  elles  commencent  à  ! 


i  po 


nt  C,  l'une    devenant   CD,  l'autre  CE. 


Menons  au  point  C  la  ligne  CF  ,  qui  fasse  avec  CA 
l'angle  droit  À.CF.  Puisque  la  ligne  ACD  est  droite, 
l'angle  l'C  0  sera  un  angle  droit*;  puisque  la  ligne 
ACE  est  droite,  l'angle  FCE  sera  pareillement  un 
angle  droit  Mois  la  pariie  FCE  ne  peut  pas  éiTe  égide 
au  toutFCD;  donc  les  lignes  droites  qui  ont  deux 
points  A  et  B  communs,  ne  peuvent  se  séparer  en 
aucun  point  de  leur  prolongement;  donc  elles  ne 
forment  qu'une  seule  et  même  ligne  droits*. 


,Google 


PROPOSITION    IV. 


Si  deux  angles  adjacents  ACD,  DCB,  valent   fie 
ensemble  deux  angles  droits,  les  deux  côtés  ex- 
térieurs AC,  CB,  seront,  en  ligne  droite. 

Car  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AC,  soit 
CE  ce  prolongement;  alors  In  ligne  ACit  étant  droite, 
la  somme  des  angles  ACD,  DCE,  sera  égale  à  deux 
droits*.  Mais,  par  hypothèse,  la  somme  des  angles  *i» 
ACD,  DCB,  est  aussi  égale  à  deux  droits;  donc  ACD 
+  DCB  serait  égale  à  ACD-f-  DCE;  retranchant  de 
part  et  d'autre  l'angle  ACD,  il  resterait  la  partie  DCB 
égale  au.  tout  DCE,  ce  qui  est  impossible;  donc  CB 
est  le  prolongement  de  AC. 

PROPOSITION   V. 


Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  AH,     fi6-5 
DE ,  se  coupent,  les  angles  opposés  au  sommet 
sont  égaux. 

Car  puisque  la  ligne  DE  est  droite ,  la  somme  des 
angles  ACD ,  ACE  ,  est  égale  à  deux  droits  ;  et  puis- 
que la  ligne  Au  est  droite ,  la  somme  des  angles  ACE, 
BCE,  est  égale  aussi  à  deux  droits;  donc  la  somme 
ACD  +  ACE  est  égale  à  la  somme  ACE  +  BCE.  Re- 
tranchant de  part  et  d'autre  le  même  angle  ACE,  il 
restera  l'angit;  ACD  égal  à  son  opposé  BCE. 

On  démontrerai!:  de  même  que  l'angle  ACE  est  égal 
à  son  opposé  BCD. 

Sakolie.  Les  quatre  angles  formés  autour  d'un  point 
par  deux   droites  qui    se   coupent,  valent    ensemble 
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quatre  angles  droits;  car  les  angles  ACE,  BCE,  pris 
ensemble,  valent  deux  aubiers  droits,  et  les  deux  autres 
ACD,  BCD,  ont  la  même  valeur. 

En  générai ,  si  tant  de  droites  qu'on  voudra  CA , 
CB,  etc.,  se  rencontrent  en  un  point  C,  la  somme 
de  tous  les  angles  consécutifs  ACB,  CCD,  DCE, 
ECF,  FCA,  sera  égale  à  quatre  angles  droits  :  car 
si  on  formait  au  point  C  quatre  angles  droits  au 
moyen  de  deux  lignes  perpendiculaires  entre  elles,  ie 
même  espace  serait  rempli,  soil  par  les  quatre  angles 
droits,  soit  par  les  angles  successiis  A.C.lï ,  BCD,  etc. 

PROPOSITION   VL 


Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtes  égaux 
chacun  à  chacun. 
cg.a3.  Soit  l'angle  A  égal  à  l'angle  D,  le  côté  AB  égal  à 
DËj  le  côté  AC  égal  à  DF;  ja  dis  que  les  triangles 
ABC ,  DEF ,  seront  égaux. 

En  effet,  ces  triangles  peuvent  être  posés  l'un  sur 
l'autre  de  manière  qu'ils  coineidam  parfaitement.  Et 
d'abord  si  on  place  le  coté  DE  sur  son  égal  Ali,  le 
point  D  tombera  en  A.  et  le  point  IL  eu  G  :  mais  puis- 
que l'angle  ï)  est  égal  à  l'angle  A,  dès  que  le  côté 
DE  sera  placé  sur  AB,  le  côté  DE  prendra  la  direc- 
tion AC.  De  plus  DF  est  égal  à  AC;  donc  le  point  F 
tombera  en  C,  et  le  troisième  coté  EF  couvrira  exac- 
tement le  troisième  côté  BC;  donc  le  triangle  DEF 
'm.  5.   est  égal  au  triangle  ABC*. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  l'angle  &=  D,  le  côté  AB  z= 
DE,  et  le  coté    AC::=  DF,  on  Tient  conclure  que  les 
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trois  autres  le  sont,  savoir,  l'angle  B  —  Ë,  l'angle 
C  =  F,  et  le  côté  BC  =  EF. 

PROPOSITION  VII. 


Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun 
à  chacun. 

Soit  le  côté  BC  égal  au  côté  EF,  l'angle  B  égal  à 
l'angle  E,  et  l'angle  C  égal  à  l'angle  F;  je  dis  que  le 
triangle  DE  F  sera  égal  au  triangle  ABC. 

Car,  pour  opérer  la  superposition,  soit  placé  EF 
sur  son  égal  BC,  le  point  E  tombera  en  B,  et  le  point 
F  en  C.  Puisque  l'angle  E  e.si  égal  à  l'angle  B,  le  côté 
ED  prendra  la  direction  BA  ;  ainsi  le  point  D  se 
trouvera  sur  quelque  point  de  la  ligne  BA.  De  même, 
puisque  l'angle  F  est  égal  à  l'angle  C,  la  ligne  FD 
prendra  la  direction  CA,  et  le  point  D  se  trouvera 
sur  quelque  point  du  côté  CA;  donc  Se  point  D  qui 
doit  se  trouver  a  la  fois  sur  les  deux  lignes  BA,  CA, 
tombera  sur  leur  intersection  A;  donc  les  deux  trian- 
gles ABC,  DEF,  coïncident  l'un  avec  l'autre,  et  sont 
parfaitement  égaux. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  BC  =  EF,  B  =  E,C  — F,on 
peut  conclure  que  les  trois  autres  le  sont,  savoir, 
AB^DE,  AC=:  DF,  A=  D. 

PROPOSITION    VIII. 

Ï  HÉOEKM  £, 

Dans  tout  triangle  un  coté  quelconque  est  plus 
fostiù  que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligne  droite  BC,  par  exemple,  est  le  plus 
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'Ait.  3.  court  chemin  de  B  en  G* ,  donc  BC  est  plus  petit  que 
AB  +  AC. 

PROPOSITION   IX. 


.  Si,  Si  d'un  point  O  pris  au  -  dedans  du  triangle 
ABC,  on  mène  aux.  extrémités  d'un  côté  BC  les 
droites  OB.  OC,  la  somme  de  ces  droites  sera 
moindre  que  celle  des  deux  autres  côtés  AB,  AC. 
Soit  prolongé  BO  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  AC 
en  D  ;  la  ligne  droite  OC  est  plus  courte  que  00  + 

.  8.  DC*  :  ajoutant  de  part  et  d'autre  BO  ,  on  aura  BO  -|- 
OC<BO  +  OP-t-DC,ouBO  +  OC<  BD  +  DC. 

On  a  pareillement  BD  <  BA+AD  ;  ajoutant  de 
part  et  d'autre  DG  ,  on  aura  BD+DC  <  BA  +  AC. 
Mais  on  vient  de  trouver  BO  +  OG  <  BD  +DC  ;  donc 
à  pins  forte  raison  ,  BO  +  0C<BA  +  AC. 

PROPOSITION    X. 


Si  les  deux  côtés  AB,  AC  ,  du  triangle  ABC 
sont  égaux  aux  deux  côtés  DE,  DF,  du  triariaje 
DE  F ,  chacun  à  chacun  ;  si  en  même  temps  l'angle 
BAC ,  compris  par  les  premiers  ,  est  plus  grand 
que  l'angle  EDF ,  compris  par  les  seconds  ;  je 
dis  que  le  troisième  côté  BC  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  le  troisième  EF  du  second. 
Faites  l'angle  CAfi—  D,  prenez  AG  — DE,  et 
joignez  GG  ,  le  triangle  GAG  sera  égal  au  triangle 
DEF,  puisqu'ils  ont  par  construction  un  angle  égal 
.  compris  entre  côtés  égaux*  ;  on  aura  donc  CG=EF. 
Maintenant  il  peut  y  avoir  trois  cas,  selon  que  le  point 
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G  tombe  hors  du  triangle  ABC,  ou  sur  le  côté  HC; 
ou  au-dedans  du  même  triangle. 

Premier  cas.  La  ligne  droite  GC  est  plus  courte  «i 
nue  GI  -5-  IC ,  îa  ligne  droite  AB  est  plus  courte  que 
AI  +  IB;  donc  GC.+AB  est  plus  petit  que  GI  +  AI  + 
IC+ IB,  ou,  ce  qui  est  la  mêmechose,  GC  -\-  AB  <  AG 
+BC.  Retranchant  d'un  côté  AB  et  de  l'autre  sou  égale 
AG ,  il  restera  GC  <  BC  :  or  GC  —  EF  ;  donc  on  aura 
EF  <  BC. 

Second  cas.  Si  le  point  G  tombe  sur  le  côté  BC,  il    i 
est  évident  que  GC  ou  son  égale  EF  sera  plus  petit 
que  BC. 

Troisième  cas.  Enfin  si  le  point  G  tombe  au-dedans   g 
du  triangle  ABC,  on  aura,  suivant  le  théorème  pré- 
cédent, AG4-GC<AB+BC.  Betranehant  d'une  part 
A.G,  et  de  iani.re  son  «gaie  AB,  il  restera  GG<BC,  ou 
EF<BC. 

Scholie.  Réciproquement,  si  les  deux  côtés  AB,  AC, 
lin  tviangk:  ABC  sohl  égaux  aux.  deux,  côtés  DE,  DF, 
du  triangle  DEF;  si,  de  plus,  le  troisième  côté  CB  du 
premier  triangle  est  puis  grand  que  le  troisième  EF 
du  second,  je  dis  que  l'angle  BAC  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  l'angle  Î\DF  du  second. 

Car  si  on  nie  cette  proposition,  u  laudraque  l'angle 
BACsoil;  égal  àEDF,  ou  qu'il  soit  plus  petit  que  EDF; 
dans  le  premier  cas,  le  côté  CB  serait  égal  à  EF*  ;  dans  < 
le  second,  CB  serait  plus  petit  queEF;  or  l'un  et  l'autre 
est  contraire  à  la  supposition  ;  donc  l'angle  BAC  est 
plus  grand  que  EDF. 

PROPOSITION  XI. 


THEOREME. 


Deux  triangles  son/,  égaux ,  lorsqu'ils  ont  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 
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Soit  le  côté  AB=DE,  AC— DF,  BC=tEF,  je  dis 
qu'on  aura  l'angle  A=D,  B  — E,  C^F. 

Car  si  l'angle  A  était  plus  grand  que  l'angle  D, 
comme  les  cotés  AB,  AC,  sont  égaux  aux  côtés  DE, 
DF,  chacun  à  chacun  ,  il  s'ensuivrait,  par  le  théorème 
précédent,  que  le  côté  BC  est  plus  grand  que  EF; 
et  si  l'angle  A  était  plus  petit  que  l'angle  D,  il  s'en- 
suivrait que  le  côté  BC  est  plus  petit  que  EF;  or,  BG 
est  égal  à  EF;  donc  l'angle  A  ne  peut  être  ni  plus 
grand  ni  plus  petit  que  l'angle  D;  donc  il  lui  est  égal. 
On  prouvera  de  même  que  1  angle  B=r=E;  et  que 
l'angle  C  =  F. 

Sclwlie.  On  peut  remarquer  que  les  angles  égaux 
sont  opposé;,  à  ciw  côtés  égaux  :  ainsi  les  angles  égaux 
A  et  D  sont  opposés  ans  côtés  ég,;ux  BC,  EF, 

PROPOSITION   XII, 


Dans  un  triangle  isoscèle ,  les  angles  opposés 
aux  côtés  égaux  sont  égaux. 

Soit  le  côté  AB=-  AC,  je  dis  qu'on  aura  l'angle 
G  — B. 

Tirez  la  ligne  AD  du  sommât  A  an  point  D ,  milieu. 
de  la  base  BG,  les  deux  triangles  ABD,  ADC,  auront 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  savoir  AD 
commun,  AB^AC  par  hypothèse,  et  BD  — DC  par 
construction;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
l'angle  B  est  égal  à  l'angle  G. 

Corollaire.  Un  triangle  équilatéral  est  en  même 
temps  équiangle,  c'est-à-dire,  qu'il  a  ses  angles  égaus. 

Scholie.  L'égalité  des  ï.rinngit\ï  ABD,  ACO,  prouve 
en  même  temps  que  l'angle  iïAD  =  DAG,  et  que 
l'angle  BDA—ADG;   donc   ces  deux   derniers  sont 
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driiii.s;  eimic  la  ligne  ramêe  d.u  sommet  d'un,  triangle 
iuisntde  au  milieu  de  sa  base,  est  feifesidiadain:  a 
cette,  fif/se,  et.  divise  l'ongle,  du.  sommer  e/i  deux  primes 
■ygu/fl:;.. 

Dans  un  triangle  non  isoscèle  on  prend  indifférem- 
ment pour  base  un  côté  quelconque,  et  alors  son 
somme/,  est  celui  de  l'angio  opposé.  Dans  le  triangle 
isoscèle  ors  prend  paM:i;uilièi'emen!-.  pour  hase  le  côté 
gui  n'est  point  égal  à  l'un  des  deux  autres. 

PM.OP0SJ.TION  XIII, 


Réciproquement?  si  deux  angles  sont  égaux 

dam  au  triangle,  les  cotés  apposés  seront,  égaux  ^ 
et  le  triangle  sera  isoscèle. 

Soit  l'angle  ABC~---:ACJ},  je  dis  cpue  le  côté  AG  sera  fig.  kb, 
égal  au  côté  AB. 

Car  si  ces  coi,és  ne  sont  p\is  égaux  ,  soit  AO  le  plus 
grand  des  (.laaK.  Prenez  B1)=AC,  et  joignez  i)C. 
L'angle  ÏJJiC  est,  par  hypothèse,  égal  à  AGIS;  les 
deux  côtés  08,  ESC  sont  égaux  aux  deux  AG,  CB; 
donc  le  triangle:  DUC  ''  .«sérail  égal  nu  triangle  AGB,  *  pr.fi, 
Mais  la  partie  ne  peut  pas  êixo  égaie  au  tout;  donc  il 
n'y  a  poiiïi.  d  inégalité  mare  -;;s  côtés  Âil,  ÀG-;  donc 
le  triangle  ABU  est  isoscèle, 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

De  deux  côtés  d'un  triangle,  celui-là  est  le 
plus  grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand 
angle  -,  i'i  rêciprnq/icnwnt,   tic  dvtuy  augl.es  tVim 
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triangle,  celui-là  est  le  plus  grand  qui  est  op- 
posé à  un  plus  grand  côté. 
%.  ïo.        i°  Soit  l'angle  G>  B ,  je  dis  que  le  côté  AB  opposé 
à  l'angle  C  est  plus  grand  que  le  côté  AG  opposé  à 
l'angle  B. 

Soit  fuit  l'angle  BCD  =  B;  dans  le  triangle  BDC 
V  •%■  on  aura  *  BD^nDC.  Mais  la  ligne  droite  ÀC  est  plus 
courte  que  AD+ DC,  et  AD  +  DC  =  AD  +  DB=: 
AB;  donc  AB  est  plus  grand  que  AC. 

a"  Soit  le  côté  AB  >  AG ,  je  dis  que  l'angle  C  opposé 
au  côté  AB  sera  plus  grand  que  l'angle  B  opposé  au 
côté  AC. 

Car  si  on  avait  C  <  B ,  il  s'ensuivrait ,  par  ce  qui 

vient  d'être  démontré,  AB  <  AC,  ce  qui  est  contre  la 

*pr.i3.    supposition.  Si  on  avait  C  — B,  il  s'ensuivrait  *  AB  — 

AG,  ce  qui  est  encore  contre  la  supposition  ;  donc  il 

faut  que  l'angle  C  soit  plus  grand  que  B. 

PROPOSITION   XV. 

THÉORÈME. 

fig.  Si.  D'un  point  k  donné  hors  d'une  droite  DE,  on 
ne  peut  mener  qu'une  seule  perpendiculaire  à 
cette  droite. 

Car  supposons  qu'on  puisse  en  mener  deux  AB  et 
AC;  prolongeons  l'une  d'elles  AB  d'une  quantité  BF 
=  AB,  et  joignons  FC. 

Le  triangle  CBF  est  égal  au  triangle  ABC  :  car 
l'angle  CBF  est  droit  ainsi  que  CBA,  le  côté  CB  est 
commun,   et  le  côté  BF=ABj  donc   ces  triangles 

*pr.  6,  sont  égaux  *,  et  il  s'ensuit  que  l'angle  BCF  =  BCA. 
L'angle  BCA  est  droit  par  hypothèse;  donc  l'angle 
BCF  l'est  aussi.  Mais  si  les  angles  adjacents  BCA,  BGF, 
valent  ensemble  deux  angles  droits,  il  faut  que  la  ligne 
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ACF  soit  droite1';  d'où  il  résulte  qu'entre  les  deux    *  pr. 
mêmes  points  A  et  F,  on  pourrait  mener  deux  lignes 
droites  ABF,  ACF;  ce  qui  est  impossible*;  donc  il    *«. 
est  pareillement  impossible  que  deux  perpendiculaires 
soient  menées  d'un  même  point  sur  la  même  ligne 
droite. 

Sckolie.  Par  un  même  point  C  donné   sur   la  ligne   fig-  > 
AB,  il  est  également  impossible  de  mener  deux  per- 
pendiculaire-; à  cette  ligne  :  car  si  CD  et  CE  étaient  ces 
deux  perpendiculaires,  l'angle  DCB  serait  droit  ainsi 
que  BCE,  et  la  partie  serait  égale  au  tout, 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Si  d'un  point  A  situé  hors  d'une  droite  DE  on  ss, 
mène  la  perpendiculaire  AB  sur  cette  droite,  et 
différentes  obliques  AE,   AC   AD,   etc. ,  à  diffé- 
rents points  de  cette  même  droite  : 

i°  La  perpendiculaire  AB  sera  plus  courte 
que  toute  oblique. 

i°  Les  deux  obliques  AC ,  AE ,  menées  de 
part  et  d'autre  de  la  perpendiculaire  à  des  dis- 
tances égales  BC,  BE  ,  seront  égales. 

3°  De  deux  obliques  AC  et  AD,  ou  AE  et  AD, 
menées  comme,  on  voudra,  celle  qui  s'écarte  le 
plus  de  la  perpendiculaire  sera  la  plus  longue. 

Prolongea  la  perpendiculaire  AB  d'une  quantité 
BF  =  AB,  et  joignez  FC,  FD. 

i°  Le  triangle  BCF  est  égal  au  triangle  DCA,  car 
l'angle  droit  CBF  r=  CBA,  le  côié  CB  est  commun ,  et 
le  côté  BF  =  BA  ;  dont  *  le  troisième  côté  CF  est  égal  *  \» 
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au  troisième  ÂG.  Or,  ABF  ligne  droite  est  plus  courte 
que  ACF  ligne  brisée;  Jonc  ÀB  moitié  de  ABF  est 
plus  courte  que  AC  moitié  de  ACF;  donc  i°,  la  per- 
pendiculaire est  plus  courte  que  toute  oblique. 

s°  Si  on  suppose  BE=r=BC,  comme  on  a  en  outre  AB 
commun  et  l'angle  ABE=ÂÏSC ,  il  s'ensuit  que  le  tri- 
-  angle  ABE  est  égal  au  triangle  ABC";  donc  les  côtés 
AE,  AC  sont  égaux;  donc  2",  deux  obliques  qui  s'écar- 
tent également  de  la  perpendiculaire  sont  égales. 

3°  Dans  le  triangle  DFA  la  somme  des  lignes  AC, 
CF ,  est  plus  petite  *  que  la  somme  des  côtés  AD ,  DF  ; 
donc  AC,  moitié  de  la  ligne  ACF,  est  plus  courte 
que  AD  moitié  de  ADF  ;  donc  3°,  les  obliques  qui 
s'écartent  le  plus  de  la  perpendiculaire  sont  les  plus 
longues. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  mesure  la  vraie 
distance  d'un  point  à  une  ligne,  puïsfju'eJle  est  plus 
courte  que  toute  oblique. 

II.  D'un  même  point  on  ne  peut  mener  à  une  même 
ligne  trois  droites  égales  :  car  si  cela  était,  il  y  aurait 
d'un  même  côté  de  la  perpendiculaire  deux  obliques 
égales,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION  XVII. 


Si  par  le  point  C,  milieu  de  la  droite  AB,  on 
élève  la  perpendiculaire  EF  sur  cette  droite; 
ï"  chaque  point  de  la  perpendiculaire  sera  éga- 
lement distant  des  deux  extrémités  de  la  ligne 
AB;  20  tout  point  situé  hors  de  la  perpendicu- 
laire sera  inégalement  distant  des  mêmes  extré- 
mités A  et  B. 

Car,  i°  puisqu'on  suppose  AC=:CB,  les  deux  obli- 
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ques  AD,  DB,  s'écartent  également  de  lu  perpendi- 
culaire; donc  elles  sorti,  égales.  Il  en  est  de  même  des 
deux  obliques  AE,  EB,  des  deux  AF,  FB,  etc.  ;  donc 
i°,  tout  point  de  la  perpendiculaire  est  également  dis- 
tant des  extrémités  A  et  B. 

20  Soit  I  un  point  hors  de  la  perpendiculaire  ;  si 
on  joint  IA,  IB,  l'une  de  ces  lignes  coupera  la  per- 
pendiculaire en  D ,  d'où  tirant  DB ,  on  aura  BB—  D A. 
Mais  la  ligne  droite  IB  est  plus  petite  que  la  ligne 
brisée  ID-i-DB,  et  ID  +  DB=ID  +  DA=zIA;  donc 
IB<IA;  donc  a",  tout  point  hors  de  la  perpendicu- 
laire est  inégalement  distant  des  extrémités  A  et  B. 

PROPOSITION    XVIII. 


Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lors- 
qu'ils ont  l'hypoténuse  égale  et  un  côté  égal. 

Soit  l'hypoténuse  AC==DF,  et  le  coté  AB=DES  je   fig.3ï, 
dis  que  le  triangle  rectangle  ABC  sera  égal  au  triangle 
rectangle  DEF. 

L'égalité  serait  manifeste  si  le  troisième  côté  BG 
était  égal  au  troisième  EF  :  supposons ,  s'il  est  pos- 
sible, que  ces  côtés  ne  soient  pas  égaux,  et  que  BG 
soit  le  plus  grand.  Prenez  BG=EF ,  et  joignez  AG, 
Le  triangle  ABG  est  égal  au  triangle  DEF;  car  l'angle 
droit  B  est  égal  h  l'angle  droit  E,  le  côté  ÂB^ziDE,  et 
le  côté  BG=EF;  donc  ces  deux  triangles  son  légaux*  *  pr.  S. 
et  on  a  par  conséquent  AG=DF;  mais,  par  hypo- 
thèse, DF=AC;  donc  AG=AC.  Mais  l'oblique  AG 
ne  peut  être  égale  à  AG*,  puisqu'elle  est  plus  éloignée  *pr.i& 
de  la  perpendiculaire  A.B;  donc  il  est  impossible  que 
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BC  diffère  de  EF  ;  donc  le  triangle  ABC  est  égal  au 
triangle  DEF. 

PROPOSITION    XIX, 


Dans  tout  triangle,  la  nomme  des  trois  angles  est 
égale  a  dt:u:/:  angles  droit.';. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé  dans  lequel  nous 
eE'35.  supposerons  (i)  que  AB  est  le  plus  grand  côté  et  BC 
le  pftis  petit ,  et  qu'ainsi  ACB  est  le  plus  grand  angle, 
*pr.  ii.  et  BAC  le  plus  petit.* 

Par  le  point  A  et  par  le  point  I  milieu  du  coté  op- 
posé BC ,  menez  la  droite  AI  que  vous  prolongerez  en 
C  jusqu'à  ce  que  AC'^AB;  prolongez  de  même  AB 
en  B'  jusqu'à  ce  que  AB'  soit  double  de  AI. 

Si  on  désigne  par  A,  B  ,  C,  les  trois  angles  du  tri- 
angle ABC  etsembiabSement  par  A',  B',C  les  trois  angles 
du  triangle  AB'C,  je  dis  qu'on  aura  l'angîe  C'=B+G, 
et  l'angle  A^A'+B',  d'où  résulte  A+B-J-C=A'+B' 
+  C,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  trois  angles  est  la 
même  dans  les  deux  triangles. 

Pour  le  prouver,  faites  AK  =  AI  ce  joignez  C'K  , 
vous  aurez  le  triangle  C'AK.  égal  au  triangle. BAI.  Car 
dans  ces  deux  triangles,  l'angle  commun  A  est  com- 
pris entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ,  savoir  :  AC, 
=AB,et  AK— AI.  Donc  le  troisième  côte  C'K.  est  égal 
au  troisième  BI  ;  doue  aussi  l'angle  AC'K.=:ABC  ,  et 
l'angle  AKC  —  AIB. 

Je  dis  maintenant  que  le  triangle  B'C'K  est  égal  a:i 

triangle  ACI ,  car  la  somme  des  deux  angles  adjacens 

*  pr.  a.  AKC'-f-CKB'  est  égale  ;ï  deux  angles  droits"  ainsi  que 


(i)  Cette  suppcsitiu.ii  n'csclui  pss  lu  cas  où  le  côté  moyen  AG 
rait  égal  à  l'un  des  extrêmes  AB  on  BC. 
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la  somme  des  deux  angles  AIG+AIB;  retranchant  de 
part  et  d'antre  les  angles  égaux  AKC  ,  AIB,  il  restera 
l'angle  C'KB'—  AIC.  Ces  angles  égaux  dans  les  deux 
triangles  sont  compris  entre  cotés  égaux  chacun  à 
chacun,  savoir  C'K=:IB=:CI,  et  K.B'=AK.=AI, 
puisqu'on  a  supposé  AB'=aAI=  2AK.  Donc  les  deux 
triangles  B'G'K ,  AC1 ,  sont  égaux*;  donc  le  côté  C'B'  ' 
=AC,  l'angle  B'C'K^ACB,  et  l'angle  KB'C'=GAI. 

Il  suit  de  là  i°  que  l'angle  AC'.IV  désigné  par  CF  est 
compose  de  deu:t  angles  égaux  aux.  angles  B  et  G  du 
triangle  ABC,  et  qu'ainsi  on  a  C'— B+C;  a0  que  l'angle 
A  du  triangle  ABC  est  composé  de  l'angle  A'  ou 
C'AB'  qui  appartient  au  triangle  AB'C  et  de  l'angle 
GAI  égal  à  l'angle  B'  du  même  niangie,  i:c  qui  donne 
A=A'4-B';  donc  A-[-B  +  C  =  A'-f-B'+C'.  D'ail- 
leurs puisqu'on  a  par  hypothèse  A.G  <  AB  et  par  con- 
séquent C'B'  <  AG',  on  voit  que  dans  le  triangle  AC'  B 
l'angle  en  A,  désigné  par  A',  est  moindre  que  B', 
et  comme  la  somme  des  deux  est  égale  à  l'angle  A 
du  triangle  proposé,  il  s'ensuit  qu'on  a  l'angle  A' 
<  |  A. 

Si  on  applique  la  même  construction  au  triangle 
AB'C',  pour  former  un  troisième  triangle  ACB* 
dont  les  angles  seront  désignés  par  A",  B",  G",  on 
aura  semhlahlement  les  deux  égalités  C"— ~C'-(-B'. 
A'^z  A"4-  B" ,  d'où  résulte  A'-]-B'+C'=A,'-+-B*+C", 
Ainsi  la  somme  des  trois  angles  est  la  même  dans  ces 
l  rois  triangles:  en  a  usa  en  même  temïï  1  angle  A"  <t-^-'i 
et  par  conséquent  A"   <|A, 

Continuant  indéfiniment  la  suite  des  triangles  ACB', 
AG"B",  etc.  on  parviendra  à  un  triangle  abc  dans 
lequel  la  somme  des  trois  angles  sera  toujours  h'  menu: 
que  dans  le  triangle  proposé  ABC  et  qui  aura  hingie- 
a  plus  petit  que  tel  terme  qu'on  voudra  de  la  pro» 
giession  décroissante \ A,  '-A,  jA,elc. 

On    peut  donc  supposer    celte  suite  de   triangle/. 
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prolongée  jusqu'à  ce  que  l'angle  a  soit  moindre  que 
tout  angle  donné. 

Et  si  au  moyen  du  triangle  abc  on  construit 
le  triangle  suivant  a'  b' c' ,  la  somme  des  angles 
a'+b'  de  celui-ci  sera  égale  à  l'angle  a,  et  sera  par 
conséquent  moindre  que  tout  angle  donné  ;  d'où  l'on 
voit  que  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  a'b'c' 
se  réduit  presque  au  seul  angle  c'. 

Pour  avoir  la  mesure  précise  de  cette  somme,  pro- 
longeons le  côlé  a'c'  vers  «",  et  appelons  x'  l'angle 
extérieur  b'c'd';  cet.  angle  x',  joint  à  l'angle  c'  du 
triangle  a'b'c' ,  fait  une  somme  égale  à  deux  angles 
droits*  5  ainsi  en  désignant  l'angle  droit  parD,  on  aura 
c'— aD  —  x'\  donc  la  somme  des  angles  du  triangle 
a'c'b'  sera 

aD  +  a'  +  i1  —  x\ 

Mais  on  peut  concevoir  que  le  triangle  a'c'b'  varie 
dans  ses  angles  et  ses  côtés,  de  manière  à  représenter 
les  triangle;;  successifs  qui  naissant  ultérieurement  de 
Ja  même  construction  et  s'approchent  de  plus  en 
plus  de  lai  uni  te  où  les  angles  a'  etô'seraient  nuls.  Dans 
cette  limite  la  droite  a'c'd'  se  confondant  avec  a'b', 
les  trois  points  a\c',b',  finissent  par  être  exactement 
en  ligne  droite;  alors  les  angles  b'  et  x'  deviennent 
nuls  en  même  tems  que  a',  et  la  quantité  a  Yi+a'-\-b' 
— x  ,  qui  mesure  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
a'c'b' ,  se  réduit  à  a  D,  donc  dans  tout  triangle  la 
somme  des  trois  angles  fist  ''«/de  à  denx  anglrs  droits. 

Corollaire  I.  Deux  angles  d'un  triangle  étant  donnés, 
ou  seulement  leur  somme,  on  connaîtra  le  troisième 
eu  retranchant  la  somme  do  cas  angles  de  deux  angles 
droits, 

H.  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux,  à  deux 
angles  d'un  autre  triangle,  chacun  à  chacun  ,  le  troi- 
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sième  de  l'un  sera  égal  au  troisième  de  l'autre,  et 
les  deux  triangles  seront  équiangles  entre  eux. 

III.  Dans  un  triangle  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul 
angle  droit  ;  car  s'il  y  en  avait  deux  ,  le  troisième 
devrait  être  nul}  à  plus  forte  raison  un  triangle  ne 
peut-il  avoir  qu'un  seul  angle  obtus. 

IV.  Dans  un  triangle  rectangle  la  somme  des  deux 
angles  aigus  est  égale  à  un  angle  droit. 

V.  Dans  un  triangle  équilatéral  chaque  angle  est 
le  tiers  de  deux  angles  droits  ou  les  deux  tiers  d'un 
angle  droit.  Donc  si  l'angle  droit  est  exprimé  par  i, 
l'angle  du  triav!,<;k:  équilatéral  îe  sera  par  -f. 

VI.  Dans  tout  triangle  ABC  si  on  prolonge  le  côté 
AB  vers  D,  l'angle  extérieur  GBD  sera  égal  à  la  som- 
me des  deux  intérieurs  opposés  A  et  G  ;  car  en  ajoutant 
de  part  et  d'autre  ABC,  les  deux  sommes  sont  égales 
à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XX. 

THÉORÈME, 

La  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d'un 

i-'ii/ygoïic  est  égale  à  autant  de  fois  deux  angles 
droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des 
cotés  moins  deux. 

Soit  ABCD  etc.  le  polygone  proposé  ;  si  du  sommet 
d'un  même  angle  A,  on  mène  à  tous  les  sommets  des  fig.  t,i, 
angles  opposés  les  diagonales  AG ,  AD  ,  AE ,  etc. , 
il  est  aisé  de  voir  que  le  polygone  sera  partagé  en 
cinq  triangles,  s'il  a  sept  côtés;  en  six  triangles,  s'il 
avait  huit  côtés;  et  en  général,  en  autant  de  triangles 
que  le  polygone  a  de  côtés  moins  deux  ;  car  ces  trian- 
gles peuvent  être  considérés  comme  ayant  pour  sommet 
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n  le  point  A,  et  pour  bases  les  différents  côtés  des 
polygones ,  excepté  les  deux  qui  forment  l'angle  A.  On 
voit  en  même  temps  que  la  somme  des  angles  de  tous 
ces  triangles  ne  diffère  point  de  la  somme  des  angles 
du  polygone;  donc  cette  dernière  somme  est  égale 
à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  triangles, 
c'est-à-dire,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  moins  deux. 

Corollaire  I.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère 
est  égale  à  deux  angles  droits  multipliés  par  4  —  2 ,  ce 
qui  fait  quatre  angles  droits.  Donc  si  tous  les  angles 
d'un  quadrilatère  sont  égaux,  chacun  d'eux  sera  un 
angle  droit  :  ce  qui  justifie  la  définition  xvn  où  l'on 
a  supposé  que  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère 
sont  droits,  dans  le  cas  du  rectangle  et  du  quarré. 

II.  La  somme  des  angles  d'un  pentagone  f.-M  égale 
à  deux  angles  droits  multipliés  par  5  —  2,  ce  qui 
fait  6  angles  droits.  Donc  lorsqu'un  pentagone  est 
èquiungle,  c'est-à-dire  lorsque  ses  angles  sont;  égaux 
les  uns  aux  autres,  chacun  d'eux  est  égal  au  cin- 
quième de  six  angles  droits ,  ou  aux  %  d'un  angle  droit. 

III.  La  somme  des  angles  d'un  hexagone  est  de 
2  X  (  6 — 2  )  ou  8  angles  droits  ;  donc  dans  l'hexagone 
équiangle,  chaque  angle  est,  %  ou  f  d'angle  droit. 

Scholie.  Si  on  voulait  appliquer  cette  proposition 
à  un  polygone  dans  lequel  il  y  aurait  un  ou  plusieurs 
nn;sli'i'  rentrants,  il  faudrait  considérer  chaque  angle 
rentrant  comme  étant  plus  grand  que  deux  angles 
droits.  Mais,  pour  éviter  tout  embarras,  nous  ne 
consi durerons  ici  et  dans  la  suite,  que  les  polygones 
à  angles  saillait ts,  qu'on  peut  appeler  autrement /Wr- 
iroiws  amvi'xes.  Tout  polygone  convexe  est  tel,  qu'une 
ligue  droite,  menée  comme  on  voudra,  ne  peut  rencon- 
trer le  contour  de  ce  polygone  qu'en  deux  points. 
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Si  deux  lignes  droites  AB,  CD,  sont  perpendi-   c 
culaires  à  une  troisième  FG,  ces  deux  lignes  seront 
parallèles,  c'est-à-dire  qu'elles  ne  pourront  se 
rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge. 

Car  si  elles  se  ren contraient  en  un  point  0,  il  y  aurait 
deux  perpendiculaires  OF,  OG,  abaissées  d'un  même 
point  O sur  une  mêmeligne  FG,  ce  qui  est  impossible.* 

PROPOSITION   XXII. 

THÉORÈME. 

67  deux  lignes  droites  AB ,  CD,  font  avec  une 
troisième EF,  deux  cingles  intérieurs  BEF,  DFE, 
dont  la  somme  soit  égale  à  deux  angles  droits, 
les  lignes  AB,  CD,  seront  parallèles. 

Si  les  angles  BEF,  DFE,  étaient  égaux,  lisseraient 
droits  l'un  et  l'autre,  et  on  tomberait  dans  le  eas  de 
la  proposition  préeédente;  supposons  donc  qu'ils  sont 
inégaux  et  par  le  point  F,  sommet  du  plus  grand,  abais- 
sons FG  perpendiculaire  sur  AB. 

Dans  le  triangle  EFG,  la  somme  des  deux  angles 
aigus  FEG+EFG  est  égale  à  un  angle  droit*;  celte  • 
somme  étant  retranchée  de  la  somme  BEF  -+-  DFE 
égale  par  hypothèse  à  deux  angles  droits,  il  restera 
l'angle  DFG  égal  à  un  angle  droit.  Donc  les  deux  li- 
gnes AB,  CD,  sont  perpendiculaires  à  une  même  ligue 
FG,  donc  elles  sont  parallèles  *. 
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THEOREME. 


Si  deux  lignes  droites  AB,  CD,  font  avec  une 
troisième  EF ,  deux  angles  iniérieuis  d'un,  même 
côté ,  dont  la  somme  soit  plus  petite  ou  plus 
grande,  que  deux  angles  droits,  le.';  lignes  AB  ?CD , 
prolongées  suffisamment ,  devront  se  rencontrer. 

Soit  ic  La  somme  BEF+EFD  plus  petite  que  deux 
angles  droits  ,  menez  FG  de  manière  que  l'angle 
EFG=:AEF,  yous  aurezla  somme  BEF+EFG  égale 
à  la  somme  BEF+AEF  et  par  conséquent  égale  à 
deux  angles  droits,  et  puisque  BEF  +  EFD  est  plus 
petite  que  deux  angles  droits,  la  droite  DF  sera  com- 
prise dans  l'angle  EFG. 

Par  le  point  F  tirez  une  oblique  FM  qui  rencontre 
.AB  en  M,  l'angle  AMF  sera  égal  à  GFM,  puisqu'en 
ajoutant  de  part  et  d'autre  une  même  quantité  EFM 
+FEM,  les  deux  sommes  sont  égales  chacune  à  deux 
angles  droits.  Prenez  ensuite  MN=FM  et  joignez  FN; 
l'angle  AMF,  extérieur  au  triangle  FMN  ,  est  égal  k 
la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  MFN  ,  MNF*  i 
ceux-ci  sont  égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  sont  opposé;) 
à  des  côtés  égaux  MN,  FM;  donc  l'angle  AMF  ou  son 
égal  MFG  est  double  de  MFN;  donc  la  droite  FN 
divise  en  deux'  parties  égales  i';:ng!c  G  [■■'.Yî.eLrc!)  contre  la 
ligne  AB  en  un  point  N  situé  à  la  distance  MN— FM. 

Il  suit  de  la  même  démonstration  que  si  on  prend 
NP  =  FN,  on  déterminera  sur  la  ligne  AB  le  point  P 
oii  aboutit  la  droite  FP  qui  fait  l'angle  GFP  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  GFN,  ou  au  quart  de  l'angle  GFM, 

On  peut  donc  prendre  ainsi  s uccessi veinent  la  moitié 
le  quart,  le  huitième,  etc.de  l'angle  GFM,  etles 
lignes  qui  opèrent  ces  divisions,  rencontreront  !,i  ligne 
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AIÏ  en  des  points  de  plus  en  plus  éloignés ,  mais  faciles 
à  déterminer,  puisque  MN—FM,  NP=FN,  PQ— 
PF,  etc.  On  peut  même  observer  que  chaque  distance 
d'un  de  ces  points  d'intersection  au  point  fixe  F ,  n'est 
pas  tout  à  fait  double  de  la  distance  dti  point  d'intersec- 
tion précédent,  car  FN  par  exemple  est  moindre  que 
FM+MN  ou  2  FM j  on  a  pareillement  FP  <aFN, 
FQ  <  2FP,  etc. 

Mais  en  continuant  de  sous-diviser  l'angle  GFM  en 
raison  double,  on  parviendra  bientôt  à  un  angle  GFZ 
plus  petit  que  l'angle  donné  GFD ,  et  il  sera  encore 
vrai  que  FZ  prolongée  rencontre  AB  en  un  point  dé- 
terminé :  donc  à  plus  forte  raison  la  droite  FD  com- 
prise dans  l'angle  EFZ,  rencontrera  AB. 

Supposons  20  que  la  somme  des  deux  angles  inté- 
rieurs AEF-I-CFE  est  plus  grande  que  deux  angles 
droits,  si  l'on  prolonge  AE  vers  B  et  GF  vers  D,  la 
somme  des  quatre  angles  AEF,  BEF,  CFE,  EFD  ,  sera 
égale  à  quatre  angles  droits  ;  donc  si  de  cette  somme 
on  retranche  AEF-I-CFE  plus  grande  que  deux 
angles  droits,  il  restera  la  somme  BEF+EFD  plus 
petite  que  deux  angles  droits.  Donc  suivant  le  premier 
cas  les  lignes  EB,  FD,  prolongées  suffisamment,  doivent 
se  rencontrer. 

Corollaire.  Par  un  point  donné  F  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  parallèle  à  la  ligne  donnée  AB  ;  car  ayant 
tiré  FE  à  volonté,  il  n'y  a  qu'une  ligne  FG  qui  fasse 
la  somme  des  deux  angies  IjKF+EFG,  égale  à  deux 
angles  droits;  toute  autre  droite  FD  ferait  la  somme 
des  deux  angles  BEF-I-EFD  plus  petite  ou  plus  grande 
que  deux  droits;  et  rencontrerait  par  conséquent 
la  ligne  AB. 

PROPOSITION    XXIV. 

THÉORÈME. 

Si  deux  lignes  parcJliles  AB,  CD,  sont  ren-  fig.3s, 
contrées  par  une  sécante   EF  ,    la  somme   des 
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angles  intérieurs  AGO ,  GOC ,  sera  égale  à  deux 
angles  droits. 

Car  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite,  les  deux 
droites  AB,  CD,  se  rencontreraient  d'un  côté  ou  de 
■  s3.  l'autre*  et  ne  seraient  pas  parallèles. 

Corollaire  I.  Si  l'angle  GOC  est  droit,  l'angle  AGO 
sera  aussi  un  angle  droit;  donc  toute  ligne  perpen- 
diculaire à  l'une  des  parallèles  est  perpendiculaire  k 
l'autre. 

Corollaire  IL  Puisque  la  somme  AGO  ■+■  GOC  est 
égale  à  deux  angles  droits,  et  que  la  somme  GOD  + 
GOC  est  aussi  égale  à  deux  angles  droits;  si  on  re- 
tranche de  part  et  d'autre  GOC,  on  aura  l'angle  AGO 
.5.  —GOD.  D'ailleurs  AGO  =  RGE,  et  GOD=:COF*; 
donc  les  quatre  angles  aigus  AGO,  BGE ,  GOD ,  COF, 
sont  égaux  entre  eux;  il  en  est  de  même  des  quatre 
angles  obtus  AGE,  BGO,  GOC,  DOF.  On  peut  ob- 
server de  plus  qu'en  ajoutant  l'un  des  quatre  angles 
aigus  à  l'un  des  quatre  obtus ,  ta  somme  sera  toujours 
égale  à  deux  angles  droits. 

Scholie.  Les  ang.es  dont  on  vient  de  parler ,  com- 
parés deux  à  deux,  prennent  différents  noms.  Nous 
avons  déjà  appelé  les  angles  AGO,  GOC,  intérieurs 
d'un  même  côté;  les  angles  BGO,  GOD ,  ont  le  même 
nom;  les  angles  AGO,  GOD,  s'appellent  alternas- 
internés,  ou  simplement  alternes;  il  en  est  de  même 
des  angles  BGO  ,  GOC.  Enfin  on  appelle  internes- 
externes  les  angles  EGB,  GOD,  ou  EGA,  GOC,  et 
alternes-externes  les  angles  EGB ,  COF ,  ou  AGE ,  DOF. 
Cela  posé  on  peut  regarder  les  propositions  suivantes 
comme  étant  déjà  démontrées. 

i"  Les  angles  intérieurs  d'un  même  côté,  pris  en- 
semble, valent  deux  angles  droits. 

a°Les  angles  alternes-internes  sont  égaux,  ainsi  que 
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les  angles  internes-externes,  et  les  angles  alternes- 
externes. 

BéeiproquemenU  si  dans  ce  second  cas,  deux  angles 
de  même  nom  sont  égaux,  on  peut  conclure  que  les 
lignes  auxquelles  ils  se  rapportent  sont  parallèles. 
Soit,  par  exemple ,  l'angle  AGO  =  GOD  ;  puisque  GOC 
+  GOD  est  égal  à  deux  droits,  on  aura  aussi  AGO 
-r  GOC  égal  à  deux  droits,  donc*  les  lignes  AG,  CO,  " 
sont  parallèles. 

PROPOSITION    XXV. 

THÉORÈME, 

Deux  lignes  AB,  CD ,  parallèles  à  une  troi- 
sième El7 ,  sont  parallèles  entre  elles. 

Menez  la  sécante  PQR  perpendiculaire  à  EF. 
Puisque  AB  est  parallèle  à  EF ,  la  sécante  PR  sera 
perpendiculaire  à  AB  *  ;  de  même  puisque  CD  est  pa- 
rallèle à  EF,  la  sécante  PR  sera  perpendiculaire  à 
CD.  Donc  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  à  la  même 
droite  PQ;  donc  elles  sont  parallèles"". 

PROPOSITION   XXVI. 


Deux  parallèles  sont  partout  également  dis* 
tantes. 

Étant  données  les  deux  parallèles  AB ,  CD,  si  par  fig.  4°. 
deux  points  pris  à  volonté,  on  élève  sur  AB  les  deux 
perpendiculaires  EG,  FH,  les  droites  EG,  FH,  seront 
en  même  temps  perpendiculaires  à  CD*  ;je  dis  de  plus  *pr.  sj. 
que  ces  droites  seront  égales  entre  elles. 

Car  en  tirant  GF,  les  angles  GFE,  EGII,  considôiv:: 
par  rapport  aux  parallèles  AB  ,  CD ,  seront  égaux 
comme   alternes -internes*;  de  même  puisque  les    *(c]] 
droites  EG,  FH,  sont  perpendiculaires  à  une  même  Pr-  **> 
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droite  AB  ,  et  par  conséquent  parallèles  entre  elles, 
les  angles  EOF ,  GFH ,  considérés  par  rapport  aux 
parallèles  GE  ,  FH ,  seront  égaux  comme  alternes- 
internes.  Donc  les  deux  triangles  EFG ,  FGH ,  ont  un 
côté  commun  FG  adjacent  à  deux  angles  égaux, 
chacun  à  chacun  ;  donc  ces  deux  triangles  sont 
*pr.7i  égaux*;  donc  le  côté  EG  qui  mesure  la  distance  des 
pai-allôles  AB  ,  CD ,  au  point  E,  est  égal  au  côté  FH, 
qui  mesure  la  distance  de  ces  mêmes  parallèles  au 
point  F. 

PROPOSITION    XXVII. 

THÉORÈME. 

fi6-4*«  Si  deux  angles  EÀG,  DEF,  ont  les  côtés  pa- 
rallèles ,  chacun  à  chacun  ,  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  ces  deux  angles  seront  égaux. 

Prolongez ,  s'il  est  nécessaire ,  DE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  AC  en  G  ;  l'angle  DEF  est  égal  à  DGG , 
*j>T.2b.  parce  que  EF  est  parallèle  à  GC*;  l'angle  DGC  est 
égal  à  BAC ,  parce  que  DG  est  parallèle  à  AB  ;  donc 
l'angle  DEF  est  égal  à  BAC. 

Scholie.  On  met  dans  cette  proposition  la  restriction 
que  le  côté  EF  soit  dirigé  dans  le  même  sens  que  AC 
et  ED  dans  le  même  sens  que  AB  ;  la  raison  en  est  que 
si  on  prolonge  FE  vers  H,  l'angle  DEH  aurait  ses 
côtés  parallèles  à  ceux  de  l'angle  BAC,  mais  ne 
lui  serait  pas  égal.  Dans  ce  cas  ,  l'angle  DE  et 
l'angle  BAC  feraient  ensemble  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XXVIII. 

WHÉOKÈME. 

Les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont 
égaux,  ainsi  que  les  angles  opposés. 

*g-4*.         Tirez  la  diagonale  BD,  les  deux  triangles  ADB, 
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DfiC,  ont  le  côté  commun  BD;  de  plus,  à  cause  des 
parallèles  AD,  BC,  l'angle  ADB=DBC*,  et  à  cause   • 
des  parallèles  AB  ,  CD  ,  l'angle  ABD  — BDC;  doue 

les  deux  triangle:-:  ADB,  DiîC,  sont  égaux.*;  donc  le    * 
côté  AB  oppose  à.  l'angle  ADB  est  égal  au  côté  DC 
opposé  à  l'angle  égal   D13G ,  et  pareillement  le   troi- 
sième côté  ÀÎJ  est  égal  au  troisième  BG  ;  donc  les 
côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont  égaux. 

En  second  lieu,  de  l'évalué  des  mûmes  triangles  il 
s'ensuit  que  i'artgie  A.  en  égal  à  l'angle  G,  et  aussi  que 
l'angle  ABC,  composé  des  deux  angles  ADB,  iî!)C; 
est  égal  à  l'angle  ABC,  composé  des  deux  angles 
DBC,  ABD,  donc  les  angles  opposés  d'un  parallélo- 
gramme sont  égaux. 

Corollaire,  Donc  deux  parallèles  A.B,  CD,  com- 
prises entre  deux  autres  parallèles  AD,  BG,  sont 
t'égale. 

PROPOSITION    XXIX. 


Si  dans  un  quadrilatère  ABGD  les  cotés  op-   %.  44 
posés  sont  égaux ,  en  sorte  qu'on  a(ÏAB=CD, 
e(AD=BG,  les  côtés  égaux  seront  parallèles ,  et 
la  figure  sera  un  parallélogramme. 

Car,  en  tirant  la  diagonale  BD  ,  les  deux  triangles 
ABD ,  BDC ,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun;  donc  ils  seront  égaux;  donc  l'angle  ADB  op- 
posé au  côté  A.B,  est  égal  à  l'angle  DBG  opposé  an 
côté  CD;  donc* le  côté  AD  est  parallèle  à  BG.  Par  *pr. ai 
une  semblable  raison,  AB  eit  parallèle  à  CD;  donc  le 
quadrilatère  ABGD  est  un  parallélogramme. 
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PROPOSITION  XXX. 

THEOREME. 

Si  deux  côtés  opposés  AB ,  CD ,  d'un  quadri- 
latère sont  égaux  et  parallèles ,  les  deux  autres 
côtés  seront,  pareillement  égaux  et  parallèles ,  et 
la  figure  ABCD  sera  un  parallélogramme. 

Soit  tirée  la  diagonale  BD  ;  puisque  AB  est  pa- 
rallèle à  CD,  les  angles  alternes  ABD,  BDC,  sont 
.  égaux  *  :  d'ailleurs  le  côté  AB  —  DC ,  le  côté  DB  est 
commun;  donc  le  triangle  ABD  est  égal  au  triangle 
DBG*;  donc  le  côté  AD  :=BC,  l'angle  ADB  =  DBC, 
et  par  conséquent  AD  est  parallèle  à  BG;  donc  la 
ligure  ABCD  est  un  parallélogramme. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉORÈME. 

Les  deux  diagonales  AC ,  DB,  d'un  parallé- 
logramme se  coupent  mulup.lle.meiU  en  deux 
parties  égales. 

Car,  en  comparant  le  triangle  ADO  au    triangle 

COB,  on  trouve  le  côté   AD=CB,   l'angle  ADO= 

.  CBO  *  ;  et  l'angle  DAO=OCB ,  donc  ces  deux  trian- 

.   gles  sont  égaux*;  donc  AO,   côté  opposé    à   l'angle 

ADO ,  est  égal  à  OC ,  côté  opposé  à  l'angle  OBC  ;  donc 

aussi  D0=OB. 

Scholie.  Dans  le  cas  du  losange ,  les  côtés  AB  ,  BC, 
Haut  égaux,  les  triangles  AOB,  OBC,  ont  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  et  sont  par  conséquent 
égaux;  d'où  il  suit  que  l'angle  AOB=BOC,  et  qu'ainsi 
les  deux  diagonales  d'un  losange  se  coupent  mutuelle- 
ment à  angles  droits. 
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LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 


I.   JLja  circonférence  du,  cercle  est  une  ligne  courbe,  fig 
dont  tous  les  points  sont  également  (listants  d'un  point 
intérieur  qu'on  appelle  centre. 

Le  cercle  est  l'espace  terminépar  cette  ligne  courbe. 

N.  B.  Quelquefois  fia;! s  If  fli^iurs  na  confond  le  cercle  avec  sa 

drco-iiCcicMot;  ;  ni.iis  il  wm  pou  |(iiirs  l;;ci!i;  df  j-Ouliiir  IN.1  saut  Un  df: 
tics  cx])Vi.'ssitms  ,  en  se  ïim  vi'huiil  : j  i j e  If  curcli:  i;sr.  une  Miil'ace»  ijiii 
a  longiicnv  et  largeur,  tandis  que  la  circonférence  n'est  qu'iuie 

ligne. 

II.  Toute  ligne  droite  CA,  CE,  CD,  etc.,  menée 
du  centre  à  la  circonférence  ,  s'appelle  rayon  ou  demi- 
dianïctre ;  toute  ligne,  comme  AB,  qui  passe  par  le 
centre,  et  qui  est  terminée  de  part  et  d'autre  à  la  cir- 
conféronce,  s'appelle  diamètre. 

En  vertu  de  la  définition  du  cercle,  tous  les  rayons 
sont  ég;ui.\:  tous  les  diamètres  sont  égaux  aussi,  et 
doubles  du  rayon. 

III.  On  appelle  arc  une  portion  de  circonférence 
telle  que  FHG. 

La  corde  ou  som-tendante  do  l'arc  est  la  ligne  droite 
F  G  qui  joint  ses  deux  extrémités. 

IV.  Segment  est  la  surface  ou  portion  de  cercle 
comprise  entre  l'arc  et  la  corde. 

N.B.  Alamême  corde  FG  répondent  toujours  deux  arcs  Fil  G» 
l'JÏG,  et  par  conséquent  aussi  deux  segments;  nuis  c'est  loiijou.fi 
le  plus  petil  dont  on  entend  parler,  à  moins  qu'on  n'exprime 
le  contraire. 
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V.  Secteur  est  la  partie  du  cercîe  comprise  entre 
un  arc  DE  et  les  deux  rayons  CD,  CE,  menés  aux 
extrémités  de  cet  arc. 
fi».  45.  VI.  On  appelle  ligne  inscrite  dans  le  cercle,  celle 
dont  les  extrémités  sont  à  la  circonférence,  comme 
AB; 

Angle  inscrit ,  un.  angle  tel  que  BAC  ,  dont  le  som- 
met est  àla  circonférence,  et  qui  est  formé  par  deux 
cordes  ; 

Triangle  inscrit,  un  triangle  tel  que  BAC,  dont  les 
trois  angles  ont  leurs  sommets  à  la  circonférence; 

Et  en   général  figure  inscrite ,  celle   dont  tous  les 

angles  ont  leurs  sommets  à  la  circonférence:  en  même 

temps  on  dit  que  le  cercle  est  circonscrit  à  cette  figure. 

6g.  48,         VII.  On  appelle  sécante  une  ligne  qui  rencontre  la 

circonférence  en  deux  points  :  telle  est  AB. 

VIII.  Tangente  est  une  ligne  qui  n'a  qu'un  point 
de  commun  avec  la  circonférence  :  telle  est  CD. 

Le  point  commun  M  s'appelle  point  de  contact. 

IX.  Pareillement  deux  circonférences  sont  tan- 
gentes  l'une  à  l'autre,  lorsqu'elles  n'ont  qu'un  point 
de  commun. 

%.  160.  X.  Un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  lorsque 
tous  ses  cotés  sont  des  tangentes  à  la  circonférence; 
dans  le  même  cas  on  dit  que  le  cercle  est  inscrit  dans 
le  polygone. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

«g.  4o-  Tout  diamètre  AB  divise  le  cercle  et  sa  circon- 
férence en  deux  parties  égales. 

Car  si  on  applique  la  figure  AEB  sur  AFB ,  en 
conservant  la  base  commune  AB,  il  faudra  que  la 
ligne  courbe   AEB    tombe  exactement  sur  lu  ligne 
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courbe  AFB,  sans  quoi  iiy  aurait  dans  l'une  ou  dans 
l'autre  des  points  inégalement  éloignés  du  centre ,  ce 
tjui  est  contre  la  définition  du  cercle. 

PROPOSITION  IL 


Toute  corde  est  plus  petite  que  le  diamètre. 

Car  si  aux  extrémités  de  la  corde  AD  on  mène  les  g._  4 
rayons  AC ,  CD ,  on  aura  la  ligne  droite  AD  <  AC  ■+■ 
CD,ouAD<AB. 

Corollaire.  Donc  la  plus  grande  ligne  droite  qu'on 
puisse  inscrire  dans  un  cercle  est  égale  à  son  diamètre. 

PROPOSITION    III. 


Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  cir- 
confvrvnce  en  plus  de  deux  points. 

Car  si  elle  ia  rencontrait  en  trois,  ces  trois  points 
seraient  également  distants  du  centre;  il  y  aurait  donc 
trois  droites  égales  menées  d'un  même  point  sur  une 
même  ligne  droite ,  ce  qui  est  impossible  *.  > 

PROPOSITION    IV. 


Dans  un  même  cercle,  ou  dans  des  cercles 
égaux,  les  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des 
cordes  égales ,  et  réciproquement  les  cordes 
égales  sous-tendent  des  arcs  égaux. 

Le  rayon  AC  étant  égal  au  rayon  EO  ,  et  l'arc  AMD  £ 
égal  à  l'arc  ENG ,  je  dis  que  la  corde  AD  sera  égale  à 
ta  corde  EG. 

3. 
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Car  le  diamètre  AB  étant  égal  au  diamètre  EF ,  le 
demi-cercle  AMDB  pourra  s'appliquer  exactement  sur 
le  demi-cercle  ENGF ,  et  la  ligue  courbe  AMDB  coïn- 
cidera entièrement  avec  la  ligne  courbe  ENGF.  Mais 
on  suppose  la  portion  AMD  égale  à  la  portion  EN  G  ; 
donc  le  point  D  tombera  sur  le  pointGj  donc  la  corde 
AD  est  égale  à  la  corde  EG. 

Réciproquement,  en  supposant  toujours  le  rayon 
AC=EO ,  si  la  corde  AD=JEG ,  je  dis  que  l'arc  AMD 
sera  égal  à  l'arc  ENG. 

Car  en  tirant  les  rayons  CD,  OG ,  les  deux  trian- 
gles ACD,  EOG,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  savoir,  AC— EO ,  CD=^OG  ,  et  AD  = 
EG  ;  donc  ces  triangles  sont  égaux*;  donc  l'angle 
ACD^EOG.  Mais  en  posant  le  demi-cercle  ADB  sur 
son  égal  EGF ,  puisque  l'angle  ACD  =  EOG,  il  est 
clair  que  le  rayon  CD  tombera  sur  le  rayon  OG ,  et 
le  point  D  sur  le  point  G;  donc  l'arc  AMD  est  égal  à 
l'arc  ENG. 

PROPOSITION  V. 


Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
un  plus  grand  arc  est  sous  -  tendu  par  une  plus 
grande  corde,  et  réciproquement ,  si  toutefois  les 
arcs  dont  il  s'agit  sont  moindres  qu'une  demi- 
circonférence. 

n  So  Car  soit  l'are  AH  plus  grand  que  AD,  et  soient 
menées  les  cordes  AD ,  AH  ,  et  les  rayons  CD ,  CH  : 
les  deux  côtés  AC ,  CH ,  du  triangle  ACH  sont  égaux 
aux  deux  côtés  AC,  CD,  du  triangle  ACD  ;  l'angle 

*1(>  ,,  ACH  est  plus  grand  que  ACD  ;  donc  *  le  troisième 
côté  AH  est  plus  grand  que  le  troisième  AD;  donc 
la  corde  qui  sous-tcnd  le  plus  grand  arc  est  la  plus 
gr;tmU', 
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Réciproquement,  si  la  corde  AH  est  supposée  plus 
grande  que  AD,  on  conclura  des  mêmes  triangles 
que  l'angle  ACH  est  plus  grand  que  ACD,  et  qu'ainsi 
l'arc  AH  est  plus  grand  que  AD. 

Scholia.  Nous  supposons  que  les  arcs  dont  il  s'agit 
sont  plus  petits  que  la  demi  -  circonférence.  S'ils 
étaient  plus  grands,  la  propriété  contraire  aurait  lieu; 
l'arc  augmentant,  la  corde  diminuerait,  et  récipro- 
quement :  ainsi  l'arc  AKBD  étant  plus  grand  que 
AKBH ,  la  corde  AD  du  premier  est  plus  petite  que 
la  corde  AH  du  second. 

PROPOSITION  VI. 

THÉORÈME. 

Le  rayon  CG,  perpendiculaire  à  une  corde   Hg.  5i. 
AB  ,  divise  cette  corde  et  l'arc  sous-tendu  ÀGB, 
chacun  en  deux  parties  égales. 

Menez  les  rayons  CA,  CB;   ces  rayons  sont,   par 
rapport  à  la  perpendiculaire  CD,  deux  obliques  égales; 
donc  ils  s'écartent  également  de  la  perpendiculaire  "5  ■  16,  t. 
dune  AD=DB. 

En  second  lieu ,  puisque  AD=DB ,  CG  est  une  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  de  AB  donc  *  tout  <  ,7> ,, 
point  de  cette  perpendiculaire  doit  être  également 
distant  des  deux  extrémités  A  et  B.  Le  point  G  est  un 
de  ces  points;  donc  la  distance  AG— BG.  Mais  si  la 
corde  AG  est  égale  à  la  corde  GB,  l'arc  AG  sera  égal 
àl'are*GB*;  doue  le  rayon  CG,  perpendiculaire  à  la  *pr. 4, 
corde  AB,  divise  l'arc  sous -tendu  par  cette  corde  en 
deux  parties  égales  au  point  G. 

Scholie.  Le  centre  C,  le  milieu  D  de  la  corde  ABj 
et  le  milieu  G  de  l'arc  sous -tendu  par  cette  corde, 
sont  trois  points  situés  sur  une  même  ligne  perpen- 
diculaire à  la  corde.  Or  il  suifit  de  deux  points  pour 
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déterminer  la  position  d'une  ligne  droite;  donc  toute 
ligne  droite  qui  passe  par  deux  des  points  mention- 
nés, passera  nécessairement  par  le  troisième,  et  sera 
perpendiculaire  à  la  corde. 

Il  s'ensuit  aussi  que  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  d'une  corde  passe  par  le  centre  et  par  le 
-milieu  de  l'arc  sous-tendu  par  cette  corde. 

Car  cette  perpendiculaire  n'est  autre  que  celle  qui 
sentit  abaissée  du  centre  sur  la  même  corde,  puis- 
qu'elles passent  toutes  deux  par  le  milieu  de  ta  corde. 

PROPOSITION  VII. 

THÉORÈME. 

Par  trois  points  donnés,  A,  B,  C,  non  en 
ligne  droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
circonférence,  mais  on  n'en  peut  faire  passer 
qu'une. 

Joignez  AB,  BC,  et  divises!  ces  deux  droites  en  deux 
parties  égales  par  les  perpendiculaires  DE,  FG;  je  dis 
d'abord  que  ces  perpendiculaires  se  rencontreront  en 
un  point  O. 

Car  les  lignes  DE,  FG,  se  couperont  nécessai- 
rement si  elles  ne  sont  pas  parallèles.  Or  supposons 
qu'elles  fussent  parallèles;  la  ligne  AB,  perpendicu- 
laire à  DE,  serait  perpendiculaire  à  FG*,  et  l'angle 
K.  serait  droit;  mais  BK,  prolongement  de  BD,  est 
rliiïéreme  de  BF,  puisque  les  trois  points  A,  B,  C, 
ne  sont  pas  en  ligne  droite;  donc  il  y  aurait  deux 
perpendiculaires  BF,  BK,  abaissées  d'un  même  point 
i.  sur  la  même  ligne,  ce  qui  est  impossible*;  donc  les 
perpendiculaires  UF-,  FG,  se  couperont  toujours  en 
un  point  0. 

Maintenant  le  point  O,   comme  appartenant  à  la 

perpendiculaire  DE,   est  à   égale    distance  des   deux 

■  points  AetB*;  le  même  pointO,  comme  appartenant 
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à  la  perpendiculaire  FG,  est  à  égale  distance  des 
deux  points  B,  C;  donc  les  trois  distances  OA,  OB, 
OC,  sont  égales;  donc  la  circonférence  décrite  du 
centre  O  et  du  rayon  OB  passera  par  les  trois  points 
donnés  A,  B,C. 

Il  est  prouvé  par-là  qu'on  peut  toujours  l'aire  passer 
une  circonférence  par  trois  points  donnés,  non  en 
ligne  droite  ;  je  dis  de  plus  qu'on  n'en  peut  faire  pas- 
ser qu'une. 

Car  s'il  y  avait  une  seconde  circonférence  qui  pas- 
sât par  les  trois  points  donnés  A,  B,  C,  son  centre 
ne  pourrait  être  hors  de  la  ligne  DE*,  puisqu'alors  il  '  '7>' 
serait  inégalement  éloigné  de  A  et  de  B  ;  il  ne  pour- 
rait être  non  plus  hors  de  la  ligne  FG  par  une  raison 
semblable;  donc  il  serait  à-la-fois  sur  les  deux  lignes 
DE,FG.  Or  deux  lignes  droites  ne  peuvent  se  couper 
en  plus  d'un  point  ;  donc  il  n'y  a  qu'une  circonférence 
qui  puisse  passer  par  trois  points  donnés. 

Corollaire.  Deux  circonférences  ne  peuvent  se 
rencontrer  en  plus  de  deux  points;  car  si  elles 
avaient  trois  points  communs,  elles  auraient  le  même 
centre,  et  ne  feraient  qu'une  seule  et  même  circon- 
férence. 

PROPOSITION   VIII. 


Deux  cordes  égales  sont  également  éloignées 
du  centre;  et  de  deux  cordes  inégales,  la  plus 
petite,  est  lapins  éloignée  du  centre. 

i°  Soit  la  corde  AB=DE  :  divisez  ces  cordes   en    ■ 
deux  également  par  les  perpendiculaires  CF,  CG,  et 
tirez  les  rayons  CA,  CD. 

Les  triangles  rectangles  CAF,  DCG,  ont  les  hy- 
poténuses   CA,  CD,   égales;    de   plus  le  côté   AF 
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moitié  de  AB,  est  égal  au  côté  DG,  moitié  de  DE  ; 

18,  i.  donc  ces  triangles  sont  égaux*,  et  le  troisième  côté 
CF  est  égal  au  troisième  CG;  donc,  i°  les  deux 
cordes  égales  AB,  DE,  sont  également  éloignées  du 
centre. 

20  Soit  la  corde  AH  plus   grande  que  DE,   l'arc 

pr.5.  AKH  sera  p]^  grand  qUe  l'arc  DME*:  sur  l'arc 
AKH  prenez  la  partie  ANB=DME,  tirez  la  corde 
AB,  et  abaissez  CF,  perpendiculaire  sur  cette  corde, 
et  CI,   perpendiculaire  sur  AH;  il  est  clair  que  CF 

lfi>  '■  est  plus  grand  que  CO ,  et  CO  plus  grand  que  CI  *  ; 
donc  à  plus  forte  raison  GF>CI.  Mais  CF=CG, 
puisque  les  cordes  AB,  DE ,  sont  égales  ;  donc  on  a 
CG>  CI;  donc  de  deux  cordes  inégales  la  plus  petite 
est  la  plus  éloignée  du  centre. 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

s-  54.  La  perpendiculaire  BD,  menée  à  l'extrémité 
du  rayon  GA ,  est  une  tangente  à  la  circonfé- 
rence. 

Car  toute  oblique  CE  est  plus  longue  que  la  per- 

ifi.  '■  pendïculaire  CA*;  done  le  point  E  est  hors  du  cercle; 
donc  la  ligne  BD  n'a  que  le  point  A  commun  avec  la 

dér.s.  circonférence;  donc  BD  est  une  tangente*. 

Scholie.  On  ne  peut  mener  par  un  point  donné  A 
qu'une  seule  tangente  AD  à  la  circonférence;  car  si 
on  en  pouvait  mener  une  autre,  celle-ci  ne  serait  plus 
perpendiculaire  au  rayon  CA;  donc,  par  rapport  à 
cette  nouvelle  tangente ,  le  rayon  C  A  serait  une  oblique, 
et  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  sur  cette 
liui^i'iiie,  serait  plus  courte  que  CA;  donc  cette  pré- 
tendue tangente  entrerait  dans  le  cercle,  et  serait  une 
sécnnte, 


,Google 


PROPOSITION  X. 

THÉORÈME, 

Deux  parallèles  AB  ,  DE,  interceptent  sur  la  fis-  S5- 
circonférence  des  arcs  égaux  MN,  PQ. 

Il  peut  arriver  trois  cas. 

i°  Si  les  deux  parallèles  sont  sécantes,  menez  le 
rayon  CH  peipeiiilicnlnrc  à  la  corde  MP,  il  sera  en 
même  temps  perpendiculaire  à  sa  parallèle  WQ*;  donc  *a4t". 
le  point  H  sera  à-la-fois  le  milieu  de  l'arc  MHP  et 
celui  de  l'arc  NHQ*;  on  aura  donc  l'arc  MH=HP  *6" 
et  l'arc  NH=HQ  ;  (le  là  résulte  MH— NH=HP 
— HQ,  c'est-à-dire  MN— PQ. 

2°  Si  des  deux  parallèles  AB,  DE,  l'une  est  se-  fig.  56 
cante,  l'autre  tangente;  an  point  de  contact  H  menez 
le  rayon  CH  ;  ce  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente DE*,  et  aussi  à  sa  parallèle  MP.  Mais  puisque  9" 
CH  est  perpendiculaire  à  la  corde  MP ,  le  point  H  est 
le  milieu  de  l'arc  MHP;  donc  les  arcs  Mil,  HP,  com- 
pris cuire  les  parallèles  AB,  DE,  sont  égaux. 

3"  Enfin  si  les  deux  parallèles  DE,  IL,  sont  tan- 
gentes, l'une  en  H,  l'autre  en  K. ,  menez  la  sécante 
parallèle  AB,  vous  aurez,  par  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, MH— HP  et  MK— KP;  donc  l'arc  entier 
HMK=HPK  ,  et  de  plus  on  voit  que  chacun  de  ces 
ares  est  une  demi -circonférence, 

PROPOSITION  XI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  se  coUpent  en  deux 
points,  la  ligne  qui  passe  par  leurs  centres  sera 
perpendiculaire  à  la  corde  qui  joint  les  points 
d'intersection ,  et  la  divisera  en  deux  parties 
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Car  la  ligne  AB ,  qui  joint  les  points  d'intersection, 
i-p  est  une  corde  commune  aux  deux  cercles.  Or,  si  sur  le 
milieu  de  cette  corde  on  élevé  une  perpendiculaire, 
*  6-  elle  doit  passer  par  chacun  des  deux  centres  G  et  D  *. 
Mais  par  deux  points  donnés  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  ligne  droite;  donc  la  ligne  droite,  qui  passe  par 
les  centres,  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
corde  commune. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Si  la  distance  des  deux  centres  est  plus  courte 

que  la  somme  des  rayons,   et  si  en  même  temps 

le  plus  grand  rayon  est  moindre  que  la  somme 

du  plus  petit  et  de  la  distance  des  centres,   les 

deux  cercles  se  couperont. 

î-5;        Car  pour  qu'il  y  ait  lieu  à  intersection,  il  faut  que 

le  triangle  CAD  soit  possible  :  il  faut  donc  non  seii- 

:'*T*    lement  que  CD  soit    <AC  +  AD,  mais  aussi  que  le 

['58-    plus  grand  rayon  AD  soit  <AC+CD.  Or,  toutes  les 

fois  que  le  triangle  CAD  pourra  être  construit,  il  est 

clair  que  les  circonférences  décrites  des  centres  C  et 

D ,  se  couperont  en  A  et  B. 

PROPOSITION   XIII. 


SI  la  distance  CD  des  centres  de  deux  cercles 
est  égale  à  la  pomme  de  leurs  rayons  CA  ,  AD , 
ces  deux  cercles  se  loucheront  extérieurement. 

Il  est  clair  qu'ils  auront  le  point  A  commun;  mais 
ils  n'auront  que  ce  point;  car,  pour  qu'ils  eussent  deux 
poinls  communs,  i!  faudrait  queîa  distance  des  centres 
hit  plus  petite  que  la  somme  des  rayons. 
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PROPOSITION  XIV. 


Si  la  distance  CD  des  centres  de  deux  cercles 
est  égale  à  la  différence  de  leurs  rayons  CA,  AD, 
ces  deux  cercles  se  toucheront  intérieurement. 

D'abord  il  est  clair  qu'ils  ont  le  point  A  commun  : 
ils  n'en  peuvent  avoir  d'autre;  car  pour  ceia  il  fau- 
drait que  le  plus  grand  rayon  AD  fût  plus  petit  que  la 
somme  faite  du  rayon  AC  et  de  la  distance  des  centres 
CD*,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  *  "■ 

Corollaire.  Donc,  si  deux  cercles  se  touchent,  soit 
intérieurement,  soit  extérieurement,  les  centres  et  le 
point  de  contact  sont  sur  la  même  ligne  droite. 

Sckolie.  Tous  les  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  &e$ 
la  droite  CD,  et  qui  passent  par  le  point  A,  sont  tan- 
gents les  uns  aux  autres;  ils  n'ont  entre  eux  que  le 
seul  point  A  de  commun.  Et  si  par  le  point  A  on  mène 
AE  perpendiculaire  à  CD,  la  droite  AE  sera  une  tan- 
gente commune  à  tous  ces  cercles. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux ,   iiB.  61. 
les  angles  égaux  ACB ,  DCE,  dont  le  sommet  est 
au  centre ,  interceptent  sur  la  circonférence  des 
arcs  égaux  AB,  DE. 

Réciproquement,  si  les  arcs  AB,  DE,  sont 
égaux,  les  angles  ACB,  DCE,  seront  aussi  égaux. 

Car,  i°  si  l'angle  ACB  est  égal  à  Tangle  DCE,  ces 
deux  angles  pourront  se  placer  l'un  sur  l'autre  ;  et 
comme  leurs  côtés  sont  égaux,  il  est  clair  que  le 
point  A  tombera  en  D ,  et  le  point  B  en  E.  îlots  alors 
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l'arc  AB  doit  aussi  tomber  sur  l'arc  DE  ;  car  si  les 
deux  arcs  n'étaient  pas  confondus  en  un  seul,  il  y 
aurait  dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  points  inégale- 
ment éloignés  du  centre,  ce  qui  est  impossible;  donc 
l'arc  AB— DE. 

a°  Si  on  suppose  AB=DE,  je  dis  que  l'angle 
ACB  sera  égal  à  DCE;  car  si  ces  angles  ne  sont  pas 
égaux,  soit  ACB  le  plus  grand,  et  soit  pris  ACI^r 
DCE;  on  aura,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré,  AI 
=  DE  :  mais,  par  hypothèse,  l'arc  AB=DE;  donc 
on  aurait  AI=AB,  ou  la  partie  égale  au  tout,  ce  qui 
est  impossible;  donc  l'angle  ACB— DCE. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
si  deux  angles  au  centre  ACB,  DCE,  sont  entre 
eux  comme  deux  nombres  entiers,  les  arcs  inter- 
ceptés AB ,  DE ,  seront  entre  eux  comme  les 
mentes  nombres,  et  on  aura  cette  proportion: 
Angle  ACB  :  angle  DCE  :  :  arc  AB  :  arc  DE. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  angles  ACB, 
DCE,  soient  entre  eux  comme  7  est  à  4;  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  supposons  que  l'angle  BI,  qui  ser- 
vira de  commune  mesure,  soit  contenu  sept  fois  dans 
l'angle  ACB,  et  quatre  dans  l'angle  DCE.  Les  angles 
partiels  ACm,  mCn,  nCp,  etc.  DCa?,  xCy,  etc., 
étant  égaux  entre  eux,  les  arcs  partiels  Am,  mn, 
np,  etc.,  Dx,  xy,  etc.,  seront  aussi  égaux  entre  eux*; 
donc  l'are  entier  AB  sera  à  l'arc  entier  DE  comme 
7  est  à  4-  Or  il  est  évident  que  le  même  raisonne- 
ment aurait  toujours  lieu,  quand  à  la  place  de  7  et  4 
on  aurait  d'auters  nombres  quelconques;  donc,  si  le 
rapport  des  angles  ACB,   DCE,  peut   être  exprimé 
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en  nombres  entiers,  les  arcs  AB ,  DE ,  seront  entre 
eux  comme  les  angles  ACB ,  DCE. 

Scholie.  Réciproquement,  si  les  arcs  AB,  DE, 
étaient  entre  eux  comme  deux  nombres  entiers ,  les 
angles  ACB ,  DCE  ,  seraient  entre  eux  comme  le 
mêmes  nombres,  et  on  aurait  toujours  ACBrDCE 
::  AB:DE;  car  les  arcs  partiels  km,  mn,  etc.,  J)x, 
ocy ,  etc.,  étant  égaux,  les  angles  partiels  AC»z, 
wCtt,  etc.,  BCx,  xGj,  etc.,  sont  aussi  égaux. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

Quel  que  soit  le  rapport  des  deux  angles  ACB,    fig.  38, 
ACD,  ces  deux  angles  seront  toujours  entre  eux 
comme  les  arcs  AB,  AD,  interceptés  entre  leurs 
côtés  et  décrits  de  leurs  sommets  comme  centres 
avec  des  rayons  égaux. 

Supposons  le  plus  peti  t  angle  placé  dansleplus  grand; 
si  la  proposition  énoncée  n'a  pas  lieu ,  l'angle  ACB  sera 
à  l'angle  ACD  comme  l'arc  AB  est  à  un  arc  plus  grand 
ou  plus  petit  que  AD.  Supposons  cet  arc  plus  grand, 
et  représentons-le  par  AO  ,  nous  aurons  ainsi  : 

Angle  ACB:angle  ACD  ::  arc  AB:  arc  AO. 

Imaginons  maintenant  que  l'arc  AB  soit  divisé  en 
parties  égales  dont  chacune  soit  plus  petite  que  DO, 
il  y  aura  au  moins  un  point  de  division  entre  D  et  O  : 
soitl  ce  point,  et  joignons  CI;  les  arcs  AB,  AI,  seront 
entre  eus  comme  deux  nombres  entiers,  et  on  aura  en 
vertu  du  théorème  précédent  : 

Angle  ACB:angle  ACI  :  :  arc  AB  :  arc  AI. 

Rapprochant  ces  deux  proportions  l'une  de  l'autre, 
et  observant  que  les  antécédents  sont  les  mêmes,  on 
en  conclura  que  les  conséquents  sont  proportionnels, 
et  qu'ainsi 
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A  ngle  ACD  :  angle  ACI  :  :  arc  AO  :  arc  AI. 

Maïs  l'arc  AO  est  plus  grand  que  l'arc  AI  :  il  fau- 
drait donc ,  pour  que  la  proportion  subsistât ,  que 
l'angle  ACD  fût  plus  grand  que  l'angle  ACI;  or  au 
contraire  il  est  plus  petit  ;  donc  il  est  impossible  que 
l'angle  ACB  soit  à  l'angle  ACD  comme  l'arc  AB  est  à 
un  arc  plus  grand  que  AD. 

On  démontrerait  par  un  raisonnement  entièrement 
semblable  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
ne  peut  être  plus  petit  que  AD  ;  donc  il  est  exactement 
AD;  donc  on  a  la  proportion  : 

Angle  ACIÎ:angle  ACD  ::  arc  AB:arc  AD. 

Corollaire.  Puisque  l'angle  au  centre  du  cercle  et 
l'arc  intercepté  entre  ses  côtés  ont  une  telle  liaison 
que  quand  l'un  augmente  ou  diminue  dans  un  rap- 
port quelconque,  l'autre  augmente  ou  diminue  dans 
le  même  rapport  ,  on  est  en  droit  d'établir  l'une  de 
ces  grandeurs  pour  Ja  mesure  de  l'autre  :  ainsi  nous 
prendrons  désormais  l'arc  AB  pour  la  mesure  de 
l'angle  ACB.  Il  faut  seulement  observer ,  dans  la  com- 
paraison des  angles  entre  eux ,  que  les  arcs  qui  leur 
servent  de  mesure  doivent  être  décrits  avec  des  rayons 
égaux  ;  car  c'est  ce  que  supposent  toutes  les  proposi- 
tions précédentes. 

Scholie  I.  Il  paraît  plus  naturel  de  mesurer  une 
quantité  par  iine  quantité  de  la  même  espèce,  et 
sur  ce  principe  il  conviendrait  de  rapporter  tous 
les  angles  à  l'angle  droit  :  ainsi  l'angle  droit  étant 
l'unité  de  mesure,  un  angle  aigu  serait  exprimé  par 
un  nombre  compris  entre  o  et  i ,  et  un  angle  obtus 
par  un  nombre  entre  i  et  2.  Mais  cette  manière 
d'exprimer  les  angles  ne  serait  pas  la  plus  commode 
dans  l'usage  ;  on  a  trouvé  beaucoup  plus  simple  de 
les  mesurer  par  des  arcs  de  cercle,  à  cause  de  la  faci- 
lité de  faire  des  arcs  égaux  à  des  arcs  donnés ,  et  pour 
beaucoup  d'autres  raisons.  Au  reste,  si  la  mesure  des 
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angles  par  les  afcs  de  cercle  est  en  quelque  sorte 
indirecte ,  il  n'en  est  pas  moins  facile  d'obtenir  par 
leur  moyen  la  mesure  directe  et  absolue  ;  car  si  vous 
compares  l'arc  qui  sert  de  mesure  à  rm  angle  avec  le 
quart  de  la  circonférence,  vous  aurez  le  rapport  de 
l'angle  donné  à  l'angle  droit,  ce  qui  est  la  mesure 
absolue. 

Seholie,  IX.  Tout  ce  qui  a  été  démontré  dans  les 
trois  propositions  précédentes  pour  la  comparaison 
des  angles  avec  les  arcs,  a  lieu  également  pour  la  com- 
paraison des  secteurs  avec  les  arcs  :  car  les  secteurs 
sont  égaux  lorsque  les  angles  le  sont,  et  en  général  ils 
sont  proportionnels  aux  angles;  donc  deux  secteurs 
ACB  ,  ACD ,  pris  dans  le  même  cercle  ou  clans  des 
cercles  égaux  ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  AB  , 
AD,  bases  de  ces  mêmes  secteurs. 

On  voit  par-là  que  les  arcs  de  cercle  qui  servent 
de  mesure  aux  angles  peuvent  aussi  servir  de  mesure 
aux  différents  secteurs  d'un  même  cercle  ou  de  cercles 
égaux, 

PROPOSITION    XVIII. 


L'angle  inscrit  BAD  a  pour  mesure  la  moitié    ^^ 
de  l'arc  BD  compris  entre  ses  côtés. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  du  cercle  soil 
situé  dans  l'angle  BAD,  on  mènera  le  diamètre  AE  fig.Gj, 
et  les  rayons  GB ,  CD.  L'angle  BCE ,  extérieur  au 
triangle  ABC,  est  égal  à  la  somme  des  deux  intérieurs 
CAB,  ABC*  :  mais  le  triangle  BAC  étant  isoscèle,  *,9)  ,, 
l'angle  CAB— ABC  ;  donc  l'angle  BCE  est  double 
de  BAC.  L'angle  BGE,  comme  angle  au  centre,  a 
pour  mesure  l'arc  BE;  donc  l'angle  BAC  aura  pour 
mesure  la  moitié  de  BE.  Par  une  raison  semblable, 
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l'angle  CAD  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ED;  donc 
BAC+CAD  ou  BAD  aura  pour  mesure  la  moitié  de 
BE+ED  ou  la  moitié  de  BD. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  centre  C  soit  situé 
hors  de  l'angle  BAD ,  alors  menant  le  diamètre  AE, 
l'angle  BAE  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE,  l'ange 
DAE  la  moitié  de  DE;  donc  leur  différence  BAD  aura 
pour  mesure  la  moitié  de  BE  moins  la  moitié  de  ED  , 
Ou  la  moitié  de  BD. 

Donc  tout  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de 
l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Corollaire  I.  Tous  les  angles  BAC ,  BDC ,  etc. ,  ins- 
crits dans  le  même  segment  sont  égaux;  car  ils  ont 
pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  BOC. 

II.  Tout  angle  BAD  inscrit  dans  le  demi-cercle 
est  un  angle  droit  ;  car  il  a  pour  mesure  la  moitié 
de  la  demi-circonférence  BOD  ,  ou  le  quart  de  la 
circonférence. 

Pour  démontrer  la  même  chose  d'une  autre  ma- 
nière ,  tirez  le  rayon  AC  ;  le  triangle  BAC  est  îso- 
scèle  ,  ainsi  l'angle  BAC  —ABC  ;  le  triangle  CAD  est 
pareillement  isoseèle  ;  donc  l'angle  CAD=:ADC; 
donc  BAC  +  CAD  ou  BAD==ABD  +  ADB.  Mais 
si  les  deux  angles  B  et  D  du  triangle  ABD  valent  en- 
semble le  troisième  BAD,  les  trois  angles  du  triangle 
vaudront  deux  fois  l'angle  BAD  ;  ils  valent  d'ailleurs 
deux  angles  droits  ;  donc  l'angle  BAD  est  un  angle 
droit. 
'.  III,  Tout  angle  BAC  inscrit  dans  un  segment  plus 
grand  que  le  demi-cercle ,  est  un  angle  aigu  ;  car  il  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BOC  moindre  qu'une 
demi-circonférence. 

Et  tout  angle  BOC,  inscrit  dans  un  segment  plus 
petit  que  le  demi-cercle,  est  un  angle  obtus  ;  car  il  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BAC  plus  grande  qu'une 
demi-circonférence. 
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IV.  Les  angles  opposés  A  et  C  d'un  quadrilatère 
inscrit  ABCD,  valent  ensemble  deux  angles  droits; 
e:;r  i':mgle  BAD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BCD; 
l'angle  BCD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BADi 
donc  les  deux  angles  BAD,  BCD,  pris  ensemble,  ont 
pour  mesure  la  moitié  de  la  circonférence;  donc  leur 
somme  équivaut  à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XIX. 


L'angle  BAC ,  formé  par  une  tangente  et  une    %  <>9- 
corde ,  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AMDC 
compris  entre  ses  côtés. 

Au  point  de  contact  A  menez  le  diamètre  AD; 
l'angle  BAD  est  droit  *,  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  *  g- 
la  demi-circonférence  AMD ,  l'angle  D  AC  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  DC  ;  donc  BAD  +  DAC  ou  BAC  a 
pour  mesure  la  moitié  de  AMD,  plus  la  moitié  de  DC, 
ou  la  moitié  de  l'arc  entier  AMDC. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  CAE  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AC  compris  entre  ses 
côtés. 


Problèmes  relatifs  aux  deux  premiers  livres. 

PROBLEME     PREMIER. 

Diviser  la  droite  donnée  AB  en  deux  parties    H- 
égales. 

Des  points  A  et  B,  comme  centres,  avec  un  rayon 
plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  deux  arcs 
qui  se  coupent  en  D  ;  le  point  D  sera  également  éloi- 
gné des  points  A  et  B  :  niarqne7,  de  même  au-dessus 
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on  au-dessous  de  la  ligne  AB  un  second  point  K  éga 
lement  éloigné  des  points  A  et  B,  par  les  deux  points 
D,  E,  tirez  la  ligne  DE;  je  dis  que  DE  coupera  la 
ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C. 

Car  les  deux  points  D  et  E  étant  chacun  également 
éloignes  dts  exfi'émités  A  et  B,  ils  doivent  se  trouver 
tous  deux  dans  la  perpendiculaire  élevée  surle  milieu 
de  AB.  Mais  par  deux  points  donnés  il  ne  peut  passer 
qu'une  seule  ligne  droite;  donc  la  ligne  DE  sera  cette 
perpendiculaire  elle-même  qui  coupe  la  ligne  AB  en 
deux  parties  égales  au  point  C. 


Par  un  point  A ,  donné  sur  la  ligne  BC,  éle- 
ver une  perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Prenez  les  points  B  etC  à  égale  distance  de  A,  en- 
suite des  points  B  et  C ,  comme  centres ,  et  d'un  rayon 
plus  grand  que  BA ,  décrivez  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  D  ;  tirez  AD  qui  sera  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

Car  le  point  D  étant  également  éloigné  de  B  et  de 
C ,  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  BC  ;  donc  AD  est  cette  perpendiculaire. 

Sckolie.  La  même  construction  sert  a  faire  un  angle 
droit  BAD  en  un  point  donné  A  sur  une  ligne  don- 
née BC, 

PROBLÈME     III. 

D'un  point  k,  donné  hors  de  la  droite  Bfi, 

abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffi- 
samment grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  liane 
QD  aux  deux  points  B  et  D  ;  marquez  ensuite  un  point 
E  également  distant  des  points  BetD,et  tirez  AE  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  deux  points  A  et  E  sont  chacun  également 
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distants  des  points  B  et  T>  ;  donc  la  ligne  AE  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  BD. 


Au  point  A  de  la  ligne  AB ,  faire  un  angle   H-  ; 
égal  à  l'angle  donné  K. 

Du  sommet  K.,  comme  centre,  et  d'un  rayon  à 
volonté,  décrivez,  l'arc  IL  terminé  aux  deux  cotés 
de  l'angle  ;  du  point  A ,  comme  centre ,  et  d'un  rayon 
AB  égal  à  Kl,  décrivez  l'arc  indéfini  BO;  prenez  en- 
suite un  rayon  égal  à  la  corde  Lï  ;  du  point  B ,  comme 
centre,  et  de  ce  rayon,  décrivez  un  are  qui  coupe  en 
D  l'arc  indéfini  BO;  tirez.  AD,  et  l'angle  DAB  sera 
égal  à  l'angle  donné  K. 

Car  les  deux  arcs  BD,  LI,  ont  des  rayons  égaux  et 
des  cordes  égales  ;  donc  ils  sont  égaux*}  donc  l'angle     "4, 1 
BAD—IKL. 

PROBLEME     V. 

Diviser  un  angle  ou  un  arc  donné  en  deux    %.  7 
parties  égales. 

i°  S'il  faut  diviser  l'arc  AB  en  deux  parties  égales, 
des  points  A  et  B ,  comme  centres,  et  avec  un  même 
rayon ,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D  ;  par  le 
point  D  et  par  le  centre  G  tirez  CD  qui  coupera  l'arc 
AB  en  deux  parties  égales  au  point  E. 

Car  les  deux  points  C  et  D  sont  chacun  également 
distants  des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB  ;  donc 
la  ligne  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette 
corde;  donc  elle  divise  l'arc  AB  eu  deux  parties  égales 
au  point  Ë*.  *6,a. 

2°  S'il  faut  diviser  en  deux  parties  égaies  l'angle 
ACB,  on  commencera  par  décrire  du  sommet  C, 
comme  centre,  l'are  AB,  et  le  reste  comme  il  vient 
d'être  dit.  Il  est  clair  que  la  ligne  CD  divisera  en  deux 
parties  égales  l'angle  ACB, 
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Scholie.On  peut,  par  la  même  construction ,  diviser 
chacune  des  moitiés  AE,  EB,  en  deux  parties  égales  ; 
ainsi,  par  des  sous-divisions  successives,  on  divisera 
un  angle  ou  un  arc  donné  en  quatre  parties  égales ,  en 
huit,  en  seize,  etc. 

PROBLÈME    VT. 

Par  un  point  donné  A ,  mener  une  parallèle 
à  fa  ligne  donnée  BC. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffi- 
samment grand ,  décrivez  l'arc  indéfini  EO  ;  du  point 
E  ,  comme  centre,  et  du  même  rayon  ,  décrivez  l'arc 
AF,  prenez  ED  —  AF,  et  tirez  AD  qui  sera  lu  parallèle 
demandée. 

Car  en  joignant  AE,  on  voie  que  les  angles  alternes 
AEF,  EAD ,  sont  égaux  ;  donc  les  lignes  AD ,  EF,  sont 
parallèles  *. 


Deux  angles  A  et  B  d'un  triangle  étant  don- 
nés, trouver  le  troisième. 

Tirez  la  ligne  injléfinie  DKF,  faites  au  point  E  l'an- 
gle DEC^iA,  et  l'angle  CEH  =  B  :  l'angle  restant 
HEF  sera  ie  troisième  angle  requis  ;  car  ces  trois  a  ngles 
pris  ensemble  valent  deux  angles  droits. 


Étant  donnés  deux  côtés  B  etC  d'un  triangle  et 
l'angle  A  qu'ils  comprennent ,  décrire  le  Iritmglf. 

Ayant  tiré  la  ligne  indélîuie  DE,  faites  au  point  D 
l'angle  EDF  égal  à  l'angle  donné  A;  prenez  ensuite 
DG=B,DH  =  C,  et  tirez  GH;  DGHserale  triangle 
demandé. 
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PflOBLÈME     IX. 

Étant  donnés  un  côté  et  deux  angles  d'un 
triangle ,  décrire  le  triangle. 

Les  deux  angles  donnés  seront  ou  tous  deux  adja- 
cents au  côté  donné,  ou  l'un  adjacent,  l'autre  oppo- 
sé :  dans  ce  dernier  cas ,  cherchez  le  troisième  *,  vous  *jwob.7.- 
aurez  ainsi  les  deux  angles  adjacents.  Cela  posé  ,  tirez 
la  droite  DE  égale  au  côté  donné,  faites  au  point  D  £g.  78, 
l'angle  EDF  égal  à  l'un  des  angles  adjacents,  et  au 
point  E  l'angle  DEG  égal  à  l'autre;  les  deux  lignes 
DF,  EG,  se  couperont  en  H,  et  DEIÎ  sera  le  triangle 
requis. 

PBOBLÈME    X. 

Les  trois  côtés  A ,  B ,  C ,  d'un  triangle  étant    lig-  79- 
donnés,  décrire,  le  triangle. 

Tirez  DE  égal  au  côté  A;  du  point  E,  comme 
centre,  et  d'un  rayon  égal  au  second  côté  lï,  décri- 
vez un  arc  ;  du  point  D ,  comme  centre  ,  et  d'un  rayon 
égal  au  troisième  côté  C,  décrivez  un  autre  arc  <jui 
coupera  le  premier  en  F;  tirez  DF,  EF,  et  DEF  sera 
le  triangle  requis. 

Scholie.  Si  l'un  des  côtés  était  ^>lus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres,  les  arcs  ne  se  couperaient 
pas  ;  mais  la  solution  sera  toujours  possible  ,  si  la 
somme  de  deux  côtés,  pris  comme  on  voudra,  est  plus 
grande  que  le  troisième. 

PROBLÈME    XI. 

Étant  donnés  deux  cotés  A  et  B  d'un  triangle, 
avec  l'angleC  opposé  aucôtéR,  décrire  le  triangle. 

11  y  a  deux  cas  :  i"  si  l'angle  G  est  droit  ou  obtus ?     fig-  80. 
faites  l'angle  EDF  égal  à  l'angle  G;  prenez  DE=  A, 
du  point  E,  comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  au 
côté  donné  B,  décrivez  un  arc  qui  coupe  en  F  la 
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ligne  DF;  tirez  EF,  et  DEF  sera  le  triangle  de- 
mandé. 

Il  faut,  dans  ce  premier  cas ,  que  le  eôté  B  soit  plus 
grand  que  A,  car  l'angle  C  étant  droit  ou  obtus,  est 
le  plus  grand  dés  angles  du  i.rianglo;  donc  le  côté  op- 
posé doit  être  aussi  le  plus  grand. 

2°  Si  l'angle  C  est  aigu,  et  que  B  soit  plus  grand  que 
À ,  la  même  construction  a  toujours  lieu,  et  DEF  est 
le  triangle  requis. 

Mais  si,  l'angle  C  étant  aigu,  le  côté  B  est  moindre 
que  À,  alors  l'arc  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon 
EF  =  B,  coupera  le  côté  DF  en  deux  points  F  et  G, 
situés  du  même  côté  de  D  ;  donc  i!  y  aura  deux  trian- 
gli;:-;  DEF,  DEG,  qui  satisferont  également  au  pro- 
blème. 

Seholie.  Le  problème  serait  impossible  dans  tous 
les  cas,  si  le  côté  B  était  plus  petit  que  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  E  sur  la  ligne  DF. 


%•  «3-  Les  côtés  adjacents  A  et  B  d'un  parallélo- 
gramme étant  donnés  avec  l'angle  C  qu'ils  com- 
prennent, décrire  le  parallélogramme. 

Tirez  la  ligne  DE=A,  faites  au  point  D  l'angle 
FDE=C ,  prenez  DF=:B  ;  décrivez  deux  arcs ,  l'un 
du  point  F  comme  centre  ,  et  d'un  rayon  FG  =  DE , 
l'autre  du  point  E  comme  centre,  et  d'un  rayon 
EG—DF  :  au  point  G,  où  ces  deux  arcs  se  coupent, 
tirez  FG,  EG;  et  DEGF  sera  le  parallélogramme  de- 
mandé. 

Car ,  par  construction ,  les  côtés  opposés  sont  égaux , 
*  3o,  i.  donc  la  figure  décrite  est  un  parallélogramme*,  et  ce 
parallélogramme  est  formé  avec  les  côtés  donnés  et 
l'angle  donné. 

Corollaire.  Si  l'angle  donné  est  droit,  la  figure  sert 
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un  rectangle;  si,  de  plus ,  les  côtés  sont  égaux ,  ce  sera 
un  quarré. 

PROBLÈME    XIII. 

Trouver  le  centre  d'un  cercle  ou  d'un  arc  donné. 

Prenez  à  volonté  dans  |a  circonférence  ou  dans  fig.  84, 
l'arc  trois  points  A,  B,  G;  joignez  ou  imaginez  qu'on 
joigne  AB  et  BC,  divisez  ces  deux  lignes  en  deux  par- 
ties i:;;;',les  par  les  perpendiculaires  DE,  FG-;  le  point 
0,  où  ces  perpendiculaires  se  rencontrent,  sera  le 
centre  cherché. 

Scholie.  La  même  construction  sert  à  faire  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  donnés  A,  B,  G, 
et  aussi  à  décrire  une  circonférence  dans  laquelle  le 
triangle  donné  ABC  soit  inscrit. 


Par  un  point  donné  mener  une  tangente  à 
un  cercle  donné. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  circonférence,  tirez  r,s-  85' 
le  rayon  CA,  et  menez  AD  perpendiculaire  à  CA; 
AD  sera  la  tangente  demandée*.  *y  ,  •>.. 

Si  le  point  A  est  hors  du  cercle ,  joignez  le  point  S-  36- 
A  et  le  centre  par  la  ligne  droite  CA;  divisez  CA  en 
deux  également  au  point  0;  du  point  O,  comme  cen- 
tre, et  du  rayon  OG,  décrivez  une  circonférence  qui 
coupera  la  circonférence  donnée  au  point  B  ;  tirez 
AB ,  et  AB  sera  la  tangente  demandée. 

Car  en  menant  GB,   l'angle  CBA,  inscrit  dans  le 
demi-eercle,  est  un  angle  droit*;  donc  AB  est  per-    *i8,a. 
pèndiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  CB ,  donc  elle  est 
tangente. 

Scholie.  Le  point  A  étant  hors  du  cercle ,  on  voit 
(ju'il  y  a  toujours  deux  tangentes  égales  AB,  AD, 
qui  passent  par  le  point  A  :  elles  sont  égales,  car  les 
*:naïis;1-:?s  rectangles  CBA..  Cl.) A  ont  l'hypoténuse  GA 
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commune  ,  et  le  côté  CB  —  CD  ;  donc  ils  sont 
égaux";  donc  AD^AB,  et  en  même  temps  l'angle 
CAD^CAB. 

PROBLÈME    XV. 

Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ABC. 

Divisez  les  angles  A  et  B  en  deux  également  par 
les  lignes  AO  et  BO  <jui  se  rencontreront  en  0;  du 
point  O  abaissez  les  perpendiculaires  OD,  OE,  OF, 
sur  les  trois  côtés  du  triangle;  je  dis  que  ces  perpen- 
diculaires seront  égales  entre  elles;  car,  par  construc- 
tion, l'angle  DAO—OAF,  l'angle  droit  ADO— AFO; 
donc  le  troisième  angle  AOD  est  égal  au  troisième 
AOF.  D'ailleurs  le  côté  AO  est  commun  aux  deux 
triangles  AOD,  AOF,  et  les  angles  adjacents  au  côté 
égal  sont  égaux  ;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux  ; 
donc  DO— OF.  On  prouvera  de  même  que  les  deux 
triangles  BOD,  BOE,  sont  égaux;  donc  OD  =  OE, 
donc  les  trois  perpendiculaires  OD,  OE,  OF,  som 
égales  entre  elles. 

Maintenant  si  du  point  O,  comme  centre,  et  du 
rayon  OD,  on  décrit  une  circonférence,  il  est  clair 
que  cette  circonférence  sera  inscrite  dans  le  triangU; 
ABC;  car  le  côté  AB,  perpendiculaire  à  l'extrémité 
du  rayon  OD,  est  une  tangente  :  il  en  est  de  même  des 
côtés  BC,  AC. 

Scholie.  Les  trois  lignes  qui  divisent  en  deux  égale- 
ment les  trois  angles  d'un  triangle,  concourent  en  un 
même  point. 

PROBLÈME    XVI. 

Sur  une,  droite  donnée  A  R ,  décrire  un  segment 
capable  de  l'angle  donné  C ,  c'est-à-dire ,  un  seg- 
ment tel  que  tous  les  angles  qui  y  sont  inscrits 
soient  égaux  à  l'angle  donné  C. 

Prolongez  AB  vers  D,  faites  au  point  1!  l'angle 
PBEt=C,  tirez  BO  perpendiculaire  à  BE,  et  GO  per- 
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pendieulaire  sur  le  milieu  de  AB;  du  point  de  ren- 
contre O,  comme  centre,  et  du  rayon  OB,  décrivez 
un  cercle ,  le  segment  demandé  sera  AMB. 

Car  puisque  BF  est  perpendiculaire  à  l'extrémité 
du  rayon  OB,  BF  est  une  tangente ,  et  l'angle  ABF  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AK.B*;  d'ailleurs  l'an- 
gle AMB,  comme  angle  inscrit,  a  aussi  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  AKB,  donc  l'angle  AMB  =  ABF  = 
EBD  — C;  donc  tous  les  angles  inscrits  dans  le  seg- 
ment AMB  sont  égaux  à  l'angle  donné  C, 

Sckolie.  Si  l'angle  donné  était  droit,  le  segment  cher- 
ché serait  le  demi-cercle  décrit  sur  le  diamètre  AB. 


Trouvei'  le  rapport  numérique  de  deux  lignes  %■  WJ- 
droites  données  AB,  CD,  si  toutefois  ces  deux 
lignes  ont  entre  elles  une  mesure  commune. 

Portez  la  plus  petite  CD  sur  la  plus  grande  AB  au- 
tant de  fois  qu'elle  peut  y  être  contenue;  par  exemple, 
deux  fois,  avec  le  reste  BE. 

Portez  le  reste  BE  sur  la  ligne  Cl),  autant  de  t'ois 
qu'il  peut  y  être  contenu  ,  une  fois ,  par  exemple ,  avec 
le  reste  DF, 

Porte-*  le  second  reste  DF  sur  le  premier  BE,  au- 
tant de  fois  qu'il  peut  y  être  contenu,  une  fois,  par 
exemple,  avec  le  reste  BG. 

Portez  le  troisième  reste  BG  sur  le  second  DF,  au- 
tant de  ibis  qu'il  peut  y  être  contenu. 

Continuez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  un  reste 
qui  soit  contenu  un  nombre  de  fois  juste  dans  le  pré- 

Alors  ce  dernier  reste  sera  la  commune  mesure  des 
lignes  proposées,  et,  en  le  regardant  comme  l'unité, 
on  trouvera  aisément  les  valeurs  des  restes  précédents 
et  enfin  celles  des  deux  lignes  proposées,  d'où  l'on 
conclura  leur  rapport  en  nombres. 
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Par  exemple,  si  l'on  trouve  que  GB  est  contenu 


deux  fois  juste  dans  FD,  BG  sera  la  commune  mesure 
des  deux  lignes  proposées.  Soit  BG  —  i ,  on  aura  FD 
=  2;  mais  EB  contient  une  fois  FD  plus  GB;  donc 
EB=^3;  CD  contient  une  fois  EB  plus  FD;  donc 
CD  — 5;  enfin  AB  contient  deux  fois  CD  plus  EB; 
donc  AB^=i3;  donc  le  rapport  des  deux  lignes  AB, 
CD,  est  celui  de  i3  à  5.  Si  la  ligne  CD  était  prise  pour 
unité,  la  ligne  AB  serait  '-/-,  et  si  la' ligne  Ali  était  prise 
pour  unité,  la  ligne  CD  serait-^. 

Scholie.  La  méthode  qu'on  vient  d'expliquer  est  la 
même  que  prescrit  l'arillimctiquepour  trouverleeom- 
mun  diviseur  de  deux  nombres  ;  ainsi  elle  n'a  pas 
besoin  d'une  autre  démonstration. 

Il  est  possible  que,  quelque  loin  qu'on  continue 
l'opération,  on  ne  trouve  jamais  un  reste  qui  soit 
contenu  un  nombre  de  fois  juste  dans  le  précédent. 
Alors  les  deux  lignes  n'ont  point  de  commune  mesure, 
et  sor.t  ce  qu'on  appelle  incommensurahles  :  on  en 
verra  ci-après  un  exemple  dans  le  rapport  de  la  dia- 
gonale au  côté  du  quarré.  On  ne  peut  donc  alors 
trouver  le  rapport  exact  en  nombres  ;  mais  en  lié^ii-- 
géant  le  dernier  reste,  on  trouvera  un  rapport  plus 
ou  moins  approché,  selon  que  l'opération  aura  été 
poussée  plus  ou  moins  loin. 


Deux  angles  A  et  S  étant  donnés ,  trouver  leur 
commune  mesure,  s'ils  en  ont  une ,  et  de  là  leur- 
rapport  en  nombres. 

Décrivez  avec  des  rayons  égaux  les  arcs  CD,  EF, 
qui  servent  de  mesure  à  ces  angles;  procédez  ensuite 
pour  la  comparaison  des  arcs  CD ,  EF,  comme  dans  le 
problème  précédent;  car  un  arc  peut  être  porté  sur 
un  arc  de  même  rayon,  comme  ui;e  ligne  droite  sut 
une  ligne  droite.  Vous  parviendrez  ainsi  à  la  com- 
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m  une  mesure  des  arcs  CD,  EF,  s'ils  en  ont  une,  et  à 
leur  rapport  en  nombres,  Ce  rapport  sera  le  même  que 
celui  des  angles  donnés*;  et  si  DO  est  la  commune 
mesure  des  arcs ,  DAO  sera  celle  des  angles. 

Scfwlie.  On  peut  ainsi  trouver  la  valeur  absolue  d'un 
angle  en  comparant  l'arc  qui  lui  sert  de  mesure  à  toute 
la  circonférence  :  par  exemple,  si  l'arc  CD  est  à  la  cir- 
coni'érence  comme  3  est  à  2Î>,  l'angle  A  sera  les  -^  de 
quatre  angles  droits,  ou  ^  d'un  angle  droit. 

Il  pourra  arriver  aussi  que  les  arcs  comparés  n'aient 
pas  de  commune  mesure;  alors  on  n'aura  pour  les 
angles  que  des  rapports  en  nombres  plus  ou  moins 
approchés,  selon  que  l'opération  aura  été  poussée  plus 
ou  moins  loin. 


,Google 


LIVRE  III- 


les   PROPORTIONS  DES  FIGURES. 


I.  J'AtPELLERAi^z^wm  équivalentes  celles  dont  les 
surfaces  sont  égales. 

Deux  figures  peuvent  être  équivalentes ,  quoique 
très  -  dissemblables  :  par  exemple,  un  cercle  peut 
être  équivalent  à  un  quarré ,  un  triangle  à  un  rec- 
tangle, etc. 

La  dénomination  de  ligures  égales  sera  conservée  à 
relie.';  qui  étant  appliquées  l'une  sur  l'autre,  coïncident 
dans  tous  leurs  points  :  tels  sont  deux  cercles  dont 
les  rayons  sont  égaux,  deux  triangles  dont  les  trois 
côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun,  etc. 

IL  Deux  figures  sont  semblables,  lorsqu'elles  ont 
Jes  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les  cotés  lu.mi.o- 
logitjts  proportionnels.  Par  côtés  homologues  on  en- 
tend ceux  qui  ont  la  même  position  dans  les  deux 
figures,  ou  qui  sont  adjacents  à  des  angles  égaux.  (les 
angles  eux-mêmes  s'appellent  angles  homologues. 

Deux  figures  égales  sont  toujours  semblables;  mais 
deux  figures  semblables  peuvent  être  fort  inégales. 

III.  Dans  deux  cercles  différents,  on  appelle  arcs 
semblables ,  secteurs  semblables ,  segments  sembla- 
bles, ceux  qui  répondent  à  des  angles  au  centre 
égaux. 

Eg.  gs.  Ainsi   l'angle  A   étant  égal   à  l'angle  O,  l'arc  BG 

est  semblable  à  l'arc  DE,  le  secteur  ABC  au  secteur 
ODE,  etc. 

IV.  La  hauteur  d'un  parallélogramme  est  la  per- 
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pendiculaire  EF  qui  mesure  la  distance  des  deux  côtes  fig.  9s. 
opposés  AB,CD,  pris  pour  bases. 

V.  La  hauteur  d'un  triangle  est  la  perpendiculaire  ■ 

AD  abaissée  du  sommet  d'un  angle  A  sur  le  côté  op-  ee-  Si- 
posé  BC  pris  pour  base.  %■  9S- 

VI.  La  hauteur  du  trapèze  est  la  perpendiculaire 
EF  menée  entre  ses  doux  côtés  parallèles  AB,  CD. 

VIL  L'aire  ou  la  surface  d'une  figure  sont  des  ter- 
mes à -peu-près  synonymes.  L'aire  désigne  plus  parti- 
culièrement la  quantité  superficielle  de  la  figure  en 
tant  qu'elle  est  mesurée  ou  comparée  à  d'autres  sur- 
faces. 

N.  B.  Pour  l'intelligence  de  ce  livre  et  des  suivants,  il 
faut  avoir  présente  la  [Injurie  des  proportions,  pour  laquelle 
nous  renvoyons  aux  traite's  ordinaires  d'arithmétique  et 
d'algèbre.  Nous  ferons  seulement  une  observation,  qui  est 
très-importante  pour  fixer  le  vrai  sens  des  propositions,  et 
dissiper  toute  obscurité,  soit  dans  l'énoncé,  soit  dans  les 
démonstrations. 

Si  on  a  la  proportion  A;E::C:D,  on  sait  que  le  produit 
des  extrêmes  A  X D  est  égal  au  produit  des  moyens  BxC. 

Cette  vérité  est  incontestable  pour  les  nombres;  elle  Test 
aussi  pour  des  grandeurs  quelconques ,  pourvu  qu'elles  s'ex- 
priment ou  qu'on  les  i  m  agi  ne  exprimées  en  nombres;  et  c'est 
ee  qu'on  peut  toujours  supposer:  par  exemple,  si  A,  B,C,D, 
sont  <;  es  lignes,  on  peut  imaginer  qu'une  de  cts  quatre  lignes, 
ou  une  cinquième  ,  si  l'on  veut,  serve  à  toutes  de  commune 
mesure  et  soit  prisepour  unité  ;  alors  A,  B,  C ,  D,repré?enient 
chacune  mi  certain  nombre  d'unités,  entier  ou  rompu,  com- 
in.ensiirable  on  incommensurable, et  la  proportion  entre  les 
lignes  A,  B  ,C,D,  devient  une  proportion  de  nombres. 

Le  produit  des  lignes  A  et  D,  qu'on  appelle  aussi  leur 
rectangle  ,  n'est  donc  autre  chose  que  le  nombre  d'unités 
linéaires  contenues  dans  A,  multiplié  par  le  nombre  d' uni- 
lés  linéaires  contenues  danslï;  et  on  conçoit  lacilementquo 
ce  produit  peut  et  doit  être  égal  à  celui  qui  résulte  sembîa- 
bîement  des  lignes  B  et  C, 


,Google 


62  GÉOMÉTRIE. 

Les  grandeurs  A  et  B  peuvent  être  d'une  espèce,  par 
exemple,  des  lignes,  et  les  grandeurs  C  et  D  d'une  autre 
espèce ,  par  exemple ,  des  surfaces  ;  alors  il  faut  toujours  re- 
j^ifiliT  ces  grandeurs  comme  des  nombres  :  A  et  B  s'expri- 
meront en  unités  linéaires,  C  et  D  en  unités  superficielles, 
et  le  produit  A  X  D  sera  un  nombre  comme  le  produit  B  X  C. 

En  général,  dans  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  les 
|)r:>|)0!'iions,il  faut  toujours  regarder  les  termes  de  ces  pro- 
portions comme  autant  dénombres,  chacun  de  l'espèce  qui 
lui  convient,  et  on  n'aura  aucune  peine  à  concevoir  ces  ope- 
râlions  et  les  conse'quences  qui  en  résultent. 

Nous  devons  avertir  aussi  que  plusieurs  de  nos  démons- 
trations sont  fondées  sur  quelques-unes  des  règles  les  plus 
simples  de  l'algèbre,  lesquelles  s'appuient  elles-mêmes  sur 
'es  axiomes  connus  .-ainsi  si  l'on  aA  =  B-f-C,  et  qu'on  mul- 
tiplie chaque  membre  par  une  même  quantité  M ,  on  en 
conclut  A  XH  =  BXM+CXM;  pareillement  si  l'on  a  A= 
B  +  C  et  D=E  —  C,  et  qu'on  ajoute  les  quantités  égales, 
(;n  nlïiitjant  +  Cet  —  C  qni  se  détruisent,  on  en  conclura 
A+D=B  +  E,  et  ainsi  des  autres.  Tout  cela  est  assez 
évident  par  soi-même;  mais,  en  cas  de  difficulté,  il  sera 
bon  de  consulter  les  livres  d'algèbre,  et  d'entre-tnêîer  .'lins: 
l'élude  des  deux  sciences. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 


Les  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalents. 

Soit  AB  la  base  commune  des  deux  parallélogram- 
mes ABGD,  ABEF,  puisqu'ils  sont  supposes  avoir  la 
même  hauteur ,  les  bases  supérieures  DC,  FE,  seront 
situées  sur  une  même  ligne  parallèle  à  AB.  Or  on  a 
par  la  nature  des  paraUélo^niiiiraes  AD— BC,  et  AF 
=  BE  ;  par  la  même  raison  on  a  DC—  AB ,  et  FE  — 
ABjdoncDC  — FE;  donc,  retranchant  DC  et  FE  de 
la  même  ligne  DE ,  les  restes  CE  et  DF  seront  égaux. 
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Il  suit  de  là  que  les  triangles  D  AF,  CBE ,  sont  équi- 
latéraux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux. 

Mais  si  du  quadrilatère  ABTCD  on  retranche  le  tri-  (g.  96. 
angle  ADF,  il  reste  le  parallélogramme  ABEF;  et  si 
du  même  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle 
CBE,  il  reste  le  parallélogramme  ABCD  ;  done  les 
deux  parallélogrammes  ABCD,  ABEF,  qui  ont  même 
hase  et  même  hauteur,  sont  équivalents. 

Corollaire.  Tout  parallélogramme  ABCD  est  équi- 
valent au  rectangle  ABEF  de  même  hase  et  de  même  eS-  W- 
li  auteur. 

PROPOSITION   II. 

théohèhe. 

Tout  triangle  ABC  est  la  moitié  du  parallélo-  fig.  98. 
gramme  ABCD  qui  a  même  base  cl  mé me  hauteur. 

Caries  triangles  ABC,  ACD,  sont  égaux*.  *a8,  ' 

Corollaire  I.  Donc  un  triangle  ABC  est  la  moitié  du 
rectangle  BCEF  qui  a  même  base  BC  et  même  hau- 
teur AO  ;  car  le  rectangle  BCEF  est  équivalent  au  pa- 
rallélogramme ABCD, 

Corollaire  II.  Tous  les  triangles  qui  ont  des  hases 
égales  et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalents. 

PROPOSITION  III. 


THEOREME. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

Soient  ABCD,  AEFD,  deux  rectangles  qui  ont  pour    fig.g 
hauteur  commune  AD;  je  dis  qu'ils  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AB,  AE. 

Supposons  d'abord  que  les  bases  AB,  AE,  soient 


,Google 


64  CÉOKÉTHIK. 

commensurables  entre  elles,  et  qu'elles  soient,  par 
exemple ,  comme  les  nombres  y  et  4  '■  si  on  divise  AB 
en  7  parties  égales,  AE  contiendra  4  de  ces  Par" 
ties,  élevez  à  chaque  point  de  division  une  perpen- 
diculaire à  la  base,  vous  formerez  ainsi  sept  rectan- 
gles partiels,  qui  seront  égaux  entre  eux,  puisqu'ils 
auront  même   base    et  même  hauteur.  Le  rectangle 

A  l;i  IL»  ■  ><hl|ii"lr-.i  s>-pt  |ft-t.iti^lc«   [■■ I*. ,  t-imli-i  i|ur 

AEFD  en  contiendra  quatre  ;  donc  le  rectangle  ABCD 
est  au  rectangle  AEFD  comme  7  est  à  4  i  ou  comme 
AB  est  à  AE.  Le  même  raisonnement  peut  être  appli- 
qué à  tout  autre  rapport  que  celui  de  7  à  4  ',  donc, 
quel  que  soit  ce  rapport,  pourvu  qu'il  soit  coramen- 
surable,  on  aura, 

ABCD:  AEFD  ;:AB:AE. 
Supposons,  en  second  lieu,  que  les  bases  AB,  AE, 
soient  incommensurables  entre  elles;  je  dis  qu'on  n'en 
aura  pas  moins, 

ABCD  :  AEFD  ::AB:AE. 
Car  si  cette  proportion  n'est  pas  vraie ,  les  trois  pre- 
miers termes  demeurant  les  mêmes,  le  quatrième  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  AE.  Supposons  qu'il  soit 
plus  grand  et  qu'on  ait, 

ABCD:  AEFD  ::AB:AO. 
Divisez  la  ligne  AB  en  parties  égales  plus  petites  que 
EO,  il  y  aura  au  moins  un  point  de  division  I  entre  E 
et  0  :  par  ce  point  élevez  sur  Alla  perpendiculaire  Mi- 
les bases  AB,  AI,  seront  eominensurables  entre  elles, 
et  ainsi  on  aura  ,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré , 

ABCD:AIKD::AB:AI. 
Mais  on  a,  par  hypothèse  . 

ABCD:AEFD::AB:AO. 
Dans  ces  deux  proportions  les  antécédents  sont  égaux; 
donc  les  conséquents  sont  proportionnels,  et  il  en 
résulte , 

AIKD:AEFD::AI:AO. 
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Mais  AO  est  plus  grand  que  AI;  donc,  pour  que 

cette  proportion  subsistât,  il  faudrait  que  le  rectangle 

AEFD  fût  plus  grand  que  AIKD  ;  or ,  au  contraire,  i! 

est  plus  petit;  done  la  proportion  est  impossible;  donc 

ABCD  ne  peut  être  à  AEFD  comme  AB  est  à  une  ligne 

plus  grande  que  AE. 

Par  un  raisonnement  entièrement   semblable,  on 

prouverait  que  le  quatrième  ternie  de  la  proportion 

ne  peut  être  plus  petit   que  AE;  donc    il  est    égal 

a  AE. 

Donc,  quel  que  soit  le  rapport  des    bases,  deux 

rectangles   de   même   hauteur  ABCD,   AEFD,  sont 

entre  eux  comme  leurs  bases  AB ,  AE. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Deux  rectangles  quelconques  ABCD ,  AEGF,   %.  i 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  bases  mul- 
tipliées par    les    hauteurs,    de   sorte    qu'on    a 
ABCD  :  AEGF  :  :  AB  x  AD  :  AE  X  AF. 

Ayant  disposé  les  deux  rectangles  de  manière  que 
les  angles  en  A  soient  opposés  au  sommet,  prolongez 
les  côtés  GE,  CD,  jusqu'à  leur  rencontre  en  H;  les 
deux  rectangles  ABCD,  AEHD,  ont  même  hauteur 
AD  ;  ils  sont  donc  entre  eux  comme  leurs  bases 
AB,  AE  :  de  même  les  deux  rectangles  AEHD, 
AEGF,  ont  même  hauteur  AE,  ils  sont  donc  entre 
eux  comme  leurs  bases  AD ,  AF  ainsi  on  aura  les 
deux  proportions, 

ABCD:  AEHD  :;AB:AE. 
AEHD  :  AEGF::  AD  :AF. 

Multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  obser- 
vant que  le  moyen    terme    AEHD   peut   être  omis 
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comme  multiplicateur  commun  à  l'antécédent  et  Su 
conséquent,  on  aura, 

ABCD:AEGF::AB  x  AD:AE  X  AF. 

Scholie.  Donc  on  peut  prendre  pour  mesure  d'un 
rot'îîiMïfJe  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  pourvu 
qu'on  entende  par  ce  produit  celui  de  deux  nombres, 
qui  sont  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans 
la  base ,  et  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues°dans 
la  hauteur. 

Cette  mesure,  d'ailleurs,  n'est  pas  absolue,  mais 
seulement  relative;  elle  suppose  qu'on  évalue  sem- 
blablement  un  autre  rectangle  en  mesurant  ses  côtés 
par  la  même  unité  linéaire  ;  on  obtient  ainsi  un  second 
produit,  et  le  rapport  des  deux  produits  est  égal  à 
celui  des  rectangles,  conformément  à  la  proposition 
qu'on  vient  de  démontrer. 

Par  exemple ,  si  la  base  du  rectangle  A  est  de  trois 
unités  et  sa  hauteur  de  dix,  le  rectangle  sera  représenté 
par  le  nombre  3  X  10,  ou  3o,  nombre  qui  ainsi  isolé 
ne  signifie  rien;  mais  si  on  a  un  second  rectangio  B 
dont  la  base  soit  de  douze  unités  et  la  hauteur  de  sept, 
le  second  rectangle  sera  représenté  par  le  nombre  y 
X  12,  ou  84  :  de-là  on  conclura  que  les  deux  rec- 
tangles A  et  B  sont  entre  eux  comme  3o  est  à  84  ; 
donc,  si  on  convenait  de  prendre  le  rectangle  A  pour 
l'unité  de  mesure  dans  les  surfaces,  le  rectangle  B  au- 
rait alors  pour  mesure  absolue  |f,  c'est-à-dire  qu'il 
serait  égal  à  ~  d'unités  superficielles. 

Il  est  plus  ordinaire  et  plus  simple  de  prendre  le 
quarré  pour  l'unité  de  surface ,  et  on  choisit  le  quarré 
dont  le  côté  est  l'unité  de  longueur  ;  alors  la  mesure 
que  nous  avons  regardée  simplement  comme  relative 
devient  absolue  :  par  exemple  le  nombre  3o,  par  le- 
quel nous  avons  mesuré  le  rectangle  A,  représente  3o 
unités  superficielles ,  ou  3o  de  ces  quarrés  dont  le  côté 
est  égal  à  l'unité  :  c'est  ce  que  la  fig.  10a  rend  sensible. 


,Google 


On  confond  assez  souvent  en  géométrie  le  produit 
de  deux  lignes  avec  leur  rectangle,  et  cette  expres- 
sion a  même  passé  en  arithmétique  pour  désigner  le 
produit  de  deux  nombres  inégaux ,  comme  on  emploie 
celle  de  aifarrg  pour  exprimer  le  produit  d'un  nombre 
multiplié  par  lui-même. 

Les  quarrés  des  nombres  i  ,  2  ,  3  ,  etc. ,  sont  1  ,  4) 
9,  etc.  Aussi  voit-on  que  le  quarré  fait  sur  une  ligne 
double  est  quadruple;  sur  une  ligne  triple  ,  il  est  neuf  gg,  I03_ 
l'ois  plus  grand,  et  ainsi  de  suite. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

L'aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  le  parallélogramme  ABCD   est  équivalent  au  fig.  9;. 
rectangle  ABEF ,  qui  a  même  base  AB  et  même  hau- 
teurBE*;or  celui-ci  a  pour  mesure  ABxBE*11,   'i.**;, 
donc  ABxBE  est  égal  à  l'aire  du   parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire.  Les  parallélogrammes  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et  les  parallé- 
logrammes de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases;  car  A,  B,  C,  étant  trois  grandeurs  quel- 
conques ,  on  a  généralement  AxC:BxC::A:B. 

PROPOSITION  VI. 


L'aire  dun  triangle  est  égale  au  produit  de 
sa  base  par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

Car  le   triangle  ABC   est  la  moitié  du  paralléjo-   Ê    Io4- 
gramme    ABCE  »    qui  a   même   base   BC  et    même 
hauteur    AD":    or,  la  surface  du   parallélogramme  .  a 
5. 
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=  BG  X  AD*;  donc  celle  du  triangle=;BC  X  AD, 
ouBC  xi  AD. 

Corollaire.  Deux  triangles  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  et  deux  triangles  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION  VIL 


fig.  ioS.  L'aire  du  trapèze  ABCD  est  égale  à  sa  hau- 
teur EF ,  multipliée  par  la  demi  -  somme  des 
bases  parallèles,  AB,  CD. 

Par  le  point  I,  milieu  du  côté  CB,  menez  KL  pa- 
rallèle au  côté  opposé  AD,  et  prolongez  DC  jusqu'à 
la  rencontre  de  KX. 

Dans  les  triangles  IBL,  ICK,  on  a  le  côté  IB^IC 

par    construction ,    l'angle    L1B  =  G1K ,    et    l'angle 

'24.1.  IBL— ICK,  puisque   CK   et   BL  sont   parallèles*; 

•7,1.    donc    ces    triangles  sont    égaux";  donc    le   trapèze 

ABCD  est  équivalent  au  parallélogramme  ADKL,  et 

il  a  pour  mesure  EF  X  AL. 

Maïs  on  a  AL  =  DK,  et  puisque  le  triangle  IBL 
est  égal  au  triangle  KCI,  le  côté  BL  — CK;  donc 
AB+CD=AL  +  DK=:2AL,  et  ainsi  AL  est  la 
demi-somme  des  bases  AB,  CD;  donc  enfin  l'aire 
du  trapèze  ABCD  est  égale  à  la  hauteur  EF  multi- 
pliée par  la  demi-somme  des  bases  AB,  CD,  ce  qui 

s'exprime  ainsi  :  ABCD  =  EF  X   (AB~^C-\ 

Scholie.  Si  par  le  point  I,  milieu  de  BC,  on  mène 
IH,  parallèle  à  la  base  AB,  le  point  H  sera  aussi  le 
milieu  de  AD,  car  la  figure  AHIL  est  un  parallélo- 
gramme, ainsi  que  DHIK,  puisque  les  côtés  opposés 
sont  parallèles  :  on  a  donc  AH=IL  et  DH  =  IK;  or, 
IL— IK,  puisque  les  triangles  BIL,  GIK,  sont  égaux; 
donc  AH=zDH. 
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On   peut  remarquer    que   la    ligne    HI~AL=: 


par  EF  x  HI  :  elle  est  donc  égale  à  la  hauteur  du 
trapèze  multipliée  par  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
des  côtés  non  parallèles. 

ropositioïï  vin. 


Si  une  agne  AC  est  divisée  en  deux  parties  AB,  %■ 1 
BC ,  le  quarrêfait  sur  la  ligne  entière  AC  con- 
tiendra le  quarrêfait  sur  une  partie  AB ,  plus  le 
quarrè  fait  sur  Vautre  partie  BC ,  plus  deux 
fois  le  rectangle  compris  sous  les  deux  parties  AB, 
BC,  ce  qu'on  exprime  ainsi,  AC  ou  (AB  +  BC) 

=  AB+BG-f- 2  AB  x  BC. 

Construisez  le  quarré  ACDE,  prenez  AF  =  AB, 
mené?  FG  parallèle  à  AC ,  et  BH  parallèle  à  AK. 

Le  quarré  ABCD  est  divisé  en  quatre  parties  :  la 
première  AB1F  est  le  quarré  fait  sur  AB,  puisqu'on 
a  pris  AF=AB:  la  seconde  IGDH  est  le  quarré  iaît 
sur  BC;  car  puisqu'on  a  AC  — AE,  et  AB=AF,  la 
ilifïéiviice  AC' — AB  est  égale  à  la  différence  AE  — 
AF ,  ce  qui  donne  BC— EF  ;  maïs  à  cause  des  paral- 
lèles IG=BC,  et.  DG=EF,  donc  HfGD  est  égal  au 
quarré  fait  sur  BC.  Ces  deux  parties  étant  retran- 
chées du  quarré  total ,  il  reste  les  deux  rectangles 
BCGI ,  EFIH ,  qui  ont  chacun  pour  mesure  AB  x  BC , 
donc  le  quarré  fait  sur  AC,  etc. 

Scàolie.  Cette  proposition  revient  à  celle  qu'on 
démontre  en  algèbre  pour  la  formation  du  quarré 
d'un.  Binôme,  et  qui  est  ainsi  exprimée: 
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PROPOSITION    IX. 


St  la  ligne  AC  est  la  différence  des  deux  lignes 
AB,  BC  ,  le  quatre  fait  sur  AC  contiendra  le 
quarré  de  AB, plus  le  quatre  de  BC  ,  moins  deux 
fois  le  rectangle  fait  sur  AB  et  BC  ;  c'est-à-dire 
qu'on  aura  AC  ou  (AB  —  BC)  =  AB  +  BC  — 
2  AB  x  BC. 

Construisez  le  quarré  ABIF  ,  prenez  AE  =  AC, 
menez  CG  parallèle  à  BI,  HK  parallèle  à  AB,  etache- 
vez  le  quarré  EFLK. 

Les  deux  rectangles  CRIG ,  GLKD ,  ont  chacun  pour 
mesure  AB  X  BG  :  si  on  les  retranche  de  la  figure  en- 
tière ABILKEA,  qui  a  pour  valeur  AB-f-BC,  il  est 
clair  qu'il  restera  le  quarré  AGDE,  donc,  etc. 

Scholie.  Cette  proposition  revient  à  la  formule  d'al- 
gèbre {a — 6)'  =  a'-i-è* — liai/. 

PROPOSITION    X. 


Le  rectangle,  fait  sur  la  sommeetla  différence 
de.  deux  lignes ,  est  égal  à  la  différence  des 
quarrès  de  ces  lignes:  ainsi  on  a  (  AB  +  BC)  X 

(AB— BC)=ÂB— "BC. 

Construisez  sur  AB  et  AG  lès  quarrés  ABIF , 
ACDE  ;  prolongez  AB  d'une  quantité  BK  =  BC ,  et 
achevez  le  rectangle  AKLE. 

La  hase  AK  du  rectangle  est  là  somme  des  deux 
lignes  AB ,  BC ,  sa  hauteur  AE  est  la  différence 
de  ces  mêmes  lignes  ;  donc  le  rectangle  AKLE= 
(AB-l~BC)  x  (AB— BC).  Mais  ce  même  rectangle 
«st  composé    des   deux    parties    ABriE  +  BHLK  ;  et 
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la  partie  BHLK  est  égale  au  rectangle  ËDGF ,  ear 
BH— DE  et  BK=rEF;  donc  AKLE=ABHE+EDGF. 
Or,  ces  deux  parties  forment  le  cjuarré  ABIF  moins 
le  quarré  DHIG ,  qui  est  le  quarré  fait  sur  BG  ;  donc 
enfin  (AB+BC)  X  (AB— BC)=ÂB—  BfT 

Scholie.   Cette   proposition    revient  à   la  formule 
d'algèbre   (a+ù)  (a  — £)=«"— b\ 

PROPOSITION    XI. 


te  quarré  fait  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  est  égal  à  la  somme  des  quarrès  faits 
sur  les  deux  autres  côtés. 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  :  ayant  formé  f 
des  quàrrés  sur  les  trois  côtés,  abaissez  de  l'angle 
droit  sur  l'hypoténuse  la  perpendiculaire    AD   que 
vous  prolongerez  jusqu'en  E  ;  tirez  ensuite  les  diago- 
nales AF,  CH. 

L'angle  ABF  est  composé  de  l'angle  ABC  plus  l'an- 
gle droit  CBF  :  l'angle  CBH  est  composé  du  même 
angle  ABC  plus  l'angle  droit  ABH;  donc  l'angle  ABF 
=  HBC.  Mais  AB  =  BH  comme  côtés  d'un  même 
quarré,  et  BF=BG  par  la  même  raison;  donc  les 
triangles  ABF,  HBC,  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  ;  donc  ils  sont  égaux*.  ' 

Le  triangle  ABF  est  la  moitié  du  rectangle  BDEF  , 
(ou.  pour  abréger  BE)  qui  a  même  base  BF  et  même 
hauteur  BD  *.  Le  triangle  HBC  est  pareillement  la  * 
moitié  du  quarré  AH;  car  l'angle  BAC  étant  droit 
ainsi  que  BAL ,  ÀC  et  AL  ne  font  qu'une  même 
ligne  droite  parallèle  à  HB;  donc  le  triangle  HBC  et 
le  quarré  AH,  qui  Ont  la  base  commune  BH,  ont 
aussi  la  hauteur  commune  AB  ;  donc  le  triangle  est 
la  moitié  du  quarré. 
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On  a  déjà  prouvé  que  le  triangle  ABF  est  égal  au 
triangle  HBC;  donc  le  rectangle  BDEF,  double  du 
triangle  ABF,  est  équivalent  au  quarré  AH,  double 
du  triangle  HBC.  On  démontrera  de  même  que  le  rec- 
tangle CDEG  est  équivalent  au  quarré  AI;  mais  les 
deux  rectangles  BDEF,  CDEG,  pris  ensemble,  font  le 
quarré  BCGF  ;  donc  le  quarré  BCGF ,  fait  sur  l'hypo- 
ténuse ,  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  ABHL ,  ACIK , 
faits  sur  les  deux  autres  côtés;  ou,  en  d'autres  termes, 

BC^AB+ÂC. 

Corollaire  I.  Donc  le  quarré  d'un  des  côtés  de 
l'angle  droit  est  égal  au  quarré  de  l'hypoténuse  moins 
le  quarré  de  l'autre  côté ,  ce  qu'on  exprime  ainsi  : 

AB— BC— AC. 

i.  Corollaire  II.  Soit  ABCD  un  quarré,  AG  sa  dia- 
gonale; le  triangle  ABC  étant  rectangle  et  isoscèle , 
on  aura  ÀcUrAB  +  BcVaÂB  ;  donc  le  quarré 
fait  sur  la  diagonale  AC  est  double  du  quant  fait 
sur  le  côté  AB. 

On  peut  rendre  sensible  cette  propriété  en  menant 
par  les  points  A  et  C  des  parallèles  à  BD,  et  par  les 
points  B  et  D  des  parallèles  à  AC  :  on  formera  ainsi 
un  nouveau  quarré  EFGH  qui  sera  le  quarré  de  AC. 
Or,  on  voit  que  EFGH  contient  huit  triangles  égaux 
à  ABE,  et  que  ABCD  en  contient  quatre;  donc  le 
quarré  EFGH  est  double  de  ABCD. 

Puisque  AC  :  AB  :  :  a  :  i ,  on  a  ,  en  extrayant  la  ra- 
cine quarrée ,  AC  :  AB  :  :  s/o.  :  i  ;  donc  la  diagonale 
d'un  quarré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

C'estee  qu'on  développera  davantage  dans  une  autre 
occasion. 

)■  Corollaire  III.  On  a  démontré  que  le  quarré  AH 
est  équivalent  au  rectangle  BDEF  ;  or ,  à  cause  de  la 
hauteur  commune  BF,  le  «narré  BCGF  est  au  rec-> 
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tangle  BDEF  comme  la  bas< 
donc, 

:  BC  est  à  la  base  BD  ; 

BG  :  AB  :  :  BC  :  BD. 
Donc  le  quarré  de  l'hypoténuse  est  au  quarré  d'un 
des  cotés  de  l'angle  droit  comme  l'hypoténuse  est  au 
segment  adjacent  a  ce  côté.  On  appelle  ici  segment  In 
partie  de  l'hypoténuse  déterminée  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'angle  droit;  ainsi  BD  est  le  segment 
adjacent  au  côté  AB,  et  DC  est  le  segment  adjacent  au 
côté  AG.  On  aurait  semblablement , 

BcMg'::BC  :  CD. 
Corollaire  IV.  Les  rectangles  BDEF,  DGGE,  ayant 
aussi  la  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  BD,  CD.  Or,  ces  rectangles  sont  équivalents  aux 
quarrês  AB ,  AC  ;  donc , 

ÂB;ÂG  ::  BD  :  DC. 
Donc  les  quarrês  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont 
entre  eux  comme  les  segments  de  l'hypoténuse  adja- 
cents a,  ces  côtés. 

PROPOSITION    XII. 

THÉORÈME. 

Dans  un  triangle  ABC,  si  l'angle  C  est  aigu,  f 
le  quarré  du  côté  opposé  sera  plus  petit  que  la 
somme  des  quarrês  des  cotés  qui  comprennent 
l'angle  C;  et  si  l'on  abaisse  AT)  perpendiculaire 
sur  BG  ,  la  différence  sera  égale  au  double  du 
rectangle  BCxCD;  de  sorte  qu'on  aura, 

AB  —  AC+ BC—  2  BC  X  CD. 
Il  y  a  deux  cas.  i°  Si  la  perpendiculaire  tombe  au- 
dedans   du   triangle  ABC  ,   on  aura  BD=BC — CD, 
et  par  conséquent  *  BD  =  BC*-|- CD*—  a  BCx  CD,  * 
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Ajoutant  de  part  et  d'autre  AD ,  et  observant  que 
les  triangles  rectangles  ABD,  ADC,  donnent  AD  + 
BD=ÂB  et  Â~D+DC=ÂC,  on  aura  Â~B=BG  + 
ÀC—  2BGXGD. 

art  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  triangle 
ABC  ,  on  aura  BD=CD — BC  ,  et  par  conséquent* 

BDWcd'  +  BC"— -aCDxBC.  Ajoutant  de   part  et 
d'autre  AD,  on  en  conclura  de  même, 
ÂbUbC+ÂG— 2  BC  X  CD. 

PROPOSITION    XIII. 

THBOliÊME. 

Dans  un  triangle  ARC,  si  l'angle  C  est  obtus, 
le  quarré  du  coté  apposé  AB  sera  plus  grand 
que  la  somme  des  quarrés  des  cotés  qui  com- 
prennent l'angle  C ,  et  si  on  abaisse  AD  perpen- 
diculaire sur  RC ,  la  différence  sera  égale  au 
double  du  rectangle~RC  X  CD,  de  sorte  qu'on  aura, 
AR~  ÂC  '■+■  BC  +  2  BC  x  CD. 
La  perpendiculaire  ne  peut  pas  tomber  an-dedans 
du  triangle;  car  si  elle  tombait,  par  exemple,  en  E, 
le  triangle  ACE    aurait  à  la  fois   l'angle  droit  E  et 
■   l'angle  obtus  C,  ce  qui   est  impossible*;  donc  elle 
tombe  au  dehors,   et   on  a   RD  =  BC  +  CD.  De   là 
,  résulte*  RD  ==  BC*+ CD  *+■  ■>-  BCxCD.  Ajoutant  de 
part  et  d'autre  AD  et  faisant  les  réductions  comme 
dans  le  théorème    précédent  ,   on    en    conclura  AB 
=BC+ AC+ 1  BC  X  CD. 

Scholis.  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  dans  le- 
quel la  somme  des  quarrés  de  deux  côtés  soit  égale 
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au  quarré  du  troisième  ;  car  si  l'angle  compris  par  ces 
côtés  est  aigu,  la  somme  de  leurs  quarrés  sera  plus 
grande  que  le  quarré  du  côté  opposé;  s'il  est  obtus, 
elle  sera  moindre. 

PROPOSITION    XIV. 

THÉORÈME. 

Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  si  On  mène  '■s-1 
du  sommet  au  milieu  de  la  baSè  la  ligne  AE ,  je 

dis  qu'on  aura  AB-f-  AC=a  AE  +  2BE. 

Abaissez  la  perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC^  le 
triangle  AEG  donnera  par  le  théorème  xii, 

ÏC= ÂE+ËC—  2  EG  X  ED. 
Le  triangle  ABE  donnera  par  le  théorème  xrn , 

AB*=ÀE+ËB+aEBx£D- 

Donc,  en  ajoutant  et  observant  que  EB:=:EC,  on  aura, 

ÂB '+ AC = 2  ÂE  +  2  ËB  * 

Corollaire.  Donc,  dans  tout  parallélogramme ,  la 
'■omme  tles  (/narrés  t/es  eviés  est  égala  a  la  somme  des 
quarrés  des  diagonales. 

Car  les  diagonales  AG,  BD,  se  coupent  mutuelle-  fig  ' 
ment  en  deux  parties  égales  au  point  E*;  ainsi  le  "3i| 
triangle  ABC  donne, 

ÂB+BG~2  ÀË  +  2  BrL 
Le  triangle  ADC  donne  pareillement, 

Id+ 55c =s  2  ae ; + 2  de! 

Ajoutant  membre  à  membre,  en  observant  que  BE- 
DE, on  aura, 

ÂB+ÂD  +  DC+BC '==  4  ÂE+  4  DE* 

Mais  4  AE  est  le  quarré  de  2  AE  ou  de  AG  ;  4  DE 
est  le  quarré  de  BD;  donc  la  somme  des  quarrés  des 
:.-oi:és  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  dus  diagonales. 
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PROPOSITION    XV. 


THEOREME. 


La  ligne  DE ,  menée  parallèlement  à  la  base 
d'un  triangle  ABC  ,  divise  les  côtés  AB ,  AC, 
proportionnellement  ;  de  sorte  qu'on  a  AD  :  DB 
:  :  AE  :  EG. 

Joignez  BE  et  DC;  les  deux  triangles  BDE,  DEC, 
ont  même  base  DE  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur, 
puisque  les  sommets  B  et  G  sont  situés  sur  une  paral- 
lèle à  la  base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents*. 

Les  triangles  ADE,  RDE,  dont  le  sommet  commun 
est  E,  ont  même  hauteur  et  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  AD,  DB*;  ainsi  on  a, 

ADE  :  BDE  :  :  AD  :  DB. 

lies  triangles  ADE,  DEC,  dont  le  sommet  commun 
est  D,  ont  aussi  même  hauteur,  et  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AE ,  EC  ;  donc, 

ADE  :  DEC  :  :  AE  :  EC. 

Mais  le  triangle  BDE = DEC;  donc,  à  cause  du 
rapport  commun  dans  ces  deux  proportions,  on  en 
conclura  AD  :  DB  ;  ;  AE  :  EC. 

Corollaire  I.  De  là  résulte  componeiido  AD  +  DB: 
AD::AE  +  EC:  AE.ouAB:  AD::  AC  :AE,  et  aussi 
AB:BD::  AC  :  CE. 

Corollaire  II.  Si  entre  deux  droites  AB,  CD,  on 
mène  tant  de  parallèles  qu'on  voudra  AC,  EF,  GH, 
BD,  etc.,  ces  droites  seront  coupée*  proportionnelle- 
ment, et  on  aura  AE  :  CE  :  :  EG  :  FH  :  :  GB  :  HD. 

Car  soit  0  le  point  de  concours  des  droites  AB , 
CD;  dans  le  triangle  OEF,  où  la  ligne  AC  est  menée 
parallèlement  à  la  base  EF,  on  aura  OE  :  AE  :  :  OF  : 
CF ,  ou  OE  :  OF  :  :  AE  :  CF.  Dans  le  triangle  OGH,  on 
aura  semblablement  OE  :  EG  :  :  OF  :  FH ,  ou  OE  :  OF 
;:  EG;  F  H;  donc,  à  cause  du  rapport  commun  : 
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OE:OF,  ces  deux  proportions  donnent  AE  :  CF  :  : 
EG  :  FH.  On  démontrera  de  la  même  manière  que  EG  : 
FH  ::GB:HD,  et  ainsi  de  suite;  donc  les  lignes  AB, 
CD,  sont  coupées  proportionnellement  par  les  paral- 
lèles EF,  GH,  etc. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Réciproquement  si  les  côtés  AB ,  AC ,  sont  cou-  f 
pés  proportionnellement  par  la   ligne  DE ,  en 
sorte  qu'on  ait  AD  :  DB  :  ;  AE  :  EC ,  je  dis  que  la 
ligne  DE  sera  parallèle  à  la  base  BC. 

Car  si  DE  n'est  pas  parallèle  à  BC,  supposons  que 
DO  en  soit  une;  alors,  suivant  le  théorème  précé- 
dent, on  aura  AD:BD:: AO:OC.  Mais,  par  hypo- 
thèse ,  AD  :  DB  :  :  AE  :  EC  ;  donc  on  aurait  AO  :  OC  :  : 
AE:EC;  proportion  impossible,  puisque  d'une  part 
L'antécédent  AE  est  plus  grand  que  AO ,  et  que  de 
l'autre  le  conséquent  EC  est  plus  petit  que  OC  ;  donc 
la  parallèle  à  BC  menée  par  Le  point  D  ne  peut  diffé- 
rer de  DE;  donc  DE  est  cette  parallèle. 

Scholie.  La  même  conclusion  aurait  lieu  si  on  sup- 
posait la  proportion  AB:  AD::AC:AE.  Car  cette  pro- 
portion donnerait  AB — AD:AD::AC — AE:AE,  ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION  XVII, 


La  ligne  AD  ,  qui  divise  en  deux  parties  égales  6g.  117. 
l'angle  BAC  d'un  triangle,  divisera  la  base  EC 
en  deux  segments  IJD  ,  DC ,  proportionnels  aux 
côtés  adjacents  AB,  AC;  de  sorte  qu'on  aura 
BD:DC::  AB:AC. 
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Par  le  point  C  menez  CE  parallèle  à  AD  jusqu'à  la 
rencontre  de  BA  prolonge. 

Dans  le  triangle  BCE ,  la  ligne  AD  est  parallèle  à  la 
base  CE;  ainsi  on  a  la  proportion  *, 

BD:DC::AB:AE. 
Mais  le  triangle  ACE  est  isoscèle  ;  car,  à  cause  des 
parallèles  AD ,  CE ,  l'angle  ACE=DAC,  et  l'angle 
.  AEC=BAD*:  or,  par  hypothèse,  DAC=BAD  ; 
.  donc  l'angle  ACE =AEC,  et  par  suite  AE=AC  *  ; 
substituant  donc  AC  à  la  place  de  AE  dans  la  propor- 
tion précédente,  on  aura, 

BD:DC::AB:AC. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  èquiangles  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels  et  sont  semblables. 

Soient  ABC,  CDE,  deux  triangles  qui  ont  les  an- 
gles égaux  chacun  à  chacun ,  savoir  BAG—CDE, 
ABC=;DCE,  et  ACB=zDEC;je  dis  que  les  côtés 
homologues  ou  adjacents  aux  angles  égaux,  seront 
proportionnels,  de  sorte  qu'on  aura  BC:CE::AB: 
CD::AC:DE. 

Placez  les  côtés  homologues  BC,  CE,  dans  la  même 
direction,  et  prolongez  les  côtés  BA,  ED,  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  rencontrent  eu  F, 

Puisque  BCE  est  une  ligne  droite,  et  que  l'angle 

.  BCA=CED,  il  s'ensuit  que  AC  est  parallèle  à  DE  \ 

Pareillement,  puisque  l'angle  ABC^DCE,  la  ligne 

AB  est  parallèle  à  DC .;  donc  la   figure  ACDF  est  un 

parallélogramme. 

Dans  le  triangle  BFE  la  ligne  AC  est  parallèle  à  la 
base  FE,  ainsi  on  a  BC:CE::BA:AF*.  A  la  place  de 
AF  mettant  son  égale  CD,  on  aura, 
BC:CE::BA:Ca 
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Dans  le   même   triangle  BFE,  si  on   regarde  BF 

comme  la  base,  CD  est  une  parallèle  à  cette  base,  et 

on  a  la  proportion  BC:CE:;FD;DE.  A  la   place  de 

FD  mettant  son  égale  AC ,  on  aura, 

BC:CE::AC:DE. 

Enfin  de  ces  deux  proportions  qui  contiennent  le 
même  rapport,  BC:CE,  on  peut  conclure  aussi, 
AC:DE::BA:CD. 

Donc  les  triangles  équiangles  BAC,  GDE ,  ont  les 
côtés  homologues  proportionnels  :  mais,  suivant  la 
définition  II,  deux  figures  sont  semblables,  lorsque 
elles  ont  à  la  fois  les  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
et  les  côtés  homologues  proportionnels  ;  donc  les 
triangles  équiangles  BAC,  CDE ,  sont  deux  figures 
semblables. 

Corollaire.  Pour  que  deux  triangles  soient  sembla- 
bles, il  suffit  qu'ils  aient  deux  angles  égaux  chacun  à 
chacun ,  car  alors  le  troisième  sera  égal  de  part  et 
d'autre,  et  les  deux  triangles  seront  équiangles. 

Scholie.  Remarquez  que,  dans  les  triangles  sem- 
blables ,  les  côtés  homologues  sont  opposés  à  des 
angles  égaux;  ainsi  l'angle  AGB  étant  égal  à  DEC  ,  le 
côté  AIS  est  homologue  à  DG  ;  de  même  AC  et  DE  sont 
homologues  comme  étant  opposés  aux  angles  égaux 
ABC,  DCE  :  les  côtés  homologues  étant  reconnus ,  on 
forme  aussitôt  les- proportions  : 

AB:DC::AC:DE::BC:CE. 

PROPOSITION  X.IX. 


Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
proportionnels,  sont  équiangles  et  semblables. 

Supposons   qu'on   ait  BG:  EF  :  :  AB:DE:  :AC:DF,   . 
je  dis  que  les  triangles  ABC ,  DEF,  auront  les  angles 
égaux,  savoir,  A=D,  B=E,  Cx=:F. 
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Faîtes  au  point  E  l'angle  FEG— B  et  au  point  F 
l'angle  EFG=C,  le  troisième  G  sera  égal  au  troi- 
sième A ,  et  les  deux  triangles  ABC ,  EFG ,  seront 
équiangles  ;  donc  on  aura  par  le  théorème  précédont 
BC:EF::AB:EG  ;  mais,  par  hypothèse,  BC:EF:: 
AB:DE;donc  EG=DE.  On  aura  encore,  par  le 
même  théorème,  BC:EF::AC:FG;  or  on  a,  par  hy- 
pothèse,  BC  :  EF  ::  AC  :  DF ,  donc  FG— DF;  donc 
les  triangles  EGF,  DEF,   ont  les  trois   côtés  égaux 

■  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont  égaux  *.  Mais  ,  par 
construction ,  le  triangle  EGF  est  équiangle  au  trian- 
gle ABC  ;  donc  aussi  les  triangles  DEF ,  ABC ,  sont 
équiangles  et  semblables. 

Scholie  I.  On  voit  par  ces  deux  dernières  proposi- 
tions, que  dans  les  triangles,  légalité  des  angles  est 
une  suite  de  la  proportionnalité  des  côtés,  et  ré- 
ciproquement, de  sorte  qu'une  de  ces  conditions 
suffit  pour  assurer  la  similitude  des  triangles.  Il  n'en 
est  pas  àe  même  dans  les  figures  de  plus  de  trois 
côtés;  car,  dès  qu'il  s'agit  seulement  des  quadrila- 
tères, on  peut,  sans  changer  les  angles,  altérer  la 
proportion  des  côtés,  ou,  sans  altérer  les  côtés, 
changer  les  angles;  ainsi  la  proportionnalité  des 
côtés  ne  peut  être  une  suite  de  l'égalité  des  angles,  ni 

,,  -vice  -versa.  On  voit,  par  exemple,  qu'en  menant  EF 
parallèle  à  BC,  les  angles  du  quadrilatère  AEFD 
sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère  ABCD  ;  mais  la 
proportion  des  côtés  est  différente  :  de  même ,  sans 
changer  les  quatre  côtés  AB,  BC,  CD,  AD,  on  peut 
rapprocher  ou  éloigner  le  point  B  du  point  D ,  ce  qui 
altérera  les  angles. 

Scholie  II.  Les  deux  propositions  précédentes  qui 
n'en  font  proprement  qu'une,  jointes  à  celle  du 
quarré  de  l'hypoténuse,  sont  les  propositions  les  plus 
importantes  et  les  plus  fécondes  de  la  géométrie  > 
elles  suffisent  presque  seules  à  toutes  les  applications 
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et  à  la  résolution  de  tous  les  problèmes  :  la  raison  en 
est  que  toutes  les  figures  peuvent  se  partager  en 
triangles,  et  un  triangle  quelconque  en  deux  trian- 
gles rectangles.  Ainsi  les  propriétés  générales  des 
triangles  renferment  implicitement  celles  de  toutes  les 
figures. 

PROPOSITION  XX. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  proportionnels ,  sont  semblables. 

Soit  l'angle  A  =:  D,  et  supposons  qu'on  a  AB  :    fig.  12 
DE  :  :  AG  :  DF  ;  je  dis  que  le  triangle  ABG  est  sem- 
blable à  DEF. 

Prenez  AG  =  DE  et  menez  GH  parallèle  à  BC, 
l'angle  AGH  sera  égal  à  l'angle  ABG*;  et  le  triangle  *»4-' 
AGH  sera  équiangle  au  triangle  ABC  ;  on  aura  donc 
AB:AG::AC:AH:  mais,  par  hypothèse ,  AB:DE:: 
AG  :  DF ,  et  par  construction  AG  =  DE  ;  donc  AH  =: 
DF.  Les  deux  triangles  AGH  ,  DEF  ,  ont  donc  un 
;ui;>-l.o  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont 
égaux.  Or  le  triangle  AGH  est  semblable  à  ABC;  donc 
DEF  est  aussi  semblable  à  ABC. 

PROPOSITION  XXI. 


Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
parallèles,  ou  qui  les  ont  perpendiculaires  cha- 
cun à  chacun ,  sont  semblables. 

Car,  i°  si  le  côte  AB  est  parallèle  à  DE ,  et  BC  à  £ 
EF ,  l'angle  ABC  sera  égal  à  DEF*  ;  si  de  plus  AC  est 
parallèle  à  DF ,  l'angle  AGB  sera  égal  à  DFE  ,  et  aussi 
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BAC  à  EDF  :  donc   les  triangles  ABC,  DEF ,   son! 
équiangles  ;  donc  ils  sont  semblables. 

2°  Soit  le  côté  DE  perpendiculaire  à  AB,  et  le 
côté  DF  à  AC  ;  dans  le  quadrilatère  AIDH  les  deux 
angles  I  et  H  seront  droits  ;  les  quatre  angles  valent 
,  ensemble  quatre  angles  droits  *  ;  donc  les  deux  res- 
tants IAH,  IDH,  valent  deux  angles  droits.  Mais  les 
deux  angles  EDF,  IDH,  valent  aussi  deux  angles 
droits  ;  donc  l'angle  EDF  est  égal  à  IAH  ou  BAC  : 
pareillement  si  le  troisième  coté  EF  est  perpendi- 
culaire au  troisième  BC ,  on  démontrera  que  l'angle 
DFE==C,  et  DEF— B  ;  donc  les  deux  triangles  ABC, 
DEF,  qtii  ont  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à 
chacun ,  sont  équiangles  et  semblables. 

Séhoîte.  Dans  le  eas  dus  côtés  parallèles,  les  côtés 
homologues  sont  les  côtés  parallèles,  et,  dans  celui 
des  côtés  perpendiculaires  ,  ce  sont  les  eôtés  perpen- 
diculaires. Ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  DE  est  homo- 
logue à  AB,  DF  à  AC,  et  EF  à  BC. 

Le  cas  des  côtés  perpendiculaires  pourrait  offrir 
une  situation  relative  des  deux  triangles,  dii'f'érenro 
de  celle  qui  est  supposée  dans  la  hg.  ia4i  niais  l'éga- 
lité des  angles  respectifs  se  démontrerait  toujours , 
soit  par  des  quadrilatères  tels  que  AIDH ,  dont  deux 
angles  sont  droits,  soit  par  la  comparaison  de  deux 
triangles  qui ,  avec  des  angles  opposés  au  sommet , 
auraient  chacun  un  angle  droit  :  d'ailleurs,  on  pour- 
rait toujours  supposer  qu'on  a  construit  au-dedans 
du  triangle  ABC  un  triangle  DEF,  dont  les  côtés 
seraient  parallèles  à  ceux  du  triangle  comparé  à  ABC, 
et  alors  la  démonstration  rentrerait  dans  le  cas  de  la 
fig,  134. 
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PROPOSITION  XXII. 

Les  lignes  AF,  AG,  etc.,  menées  comme  on  vou-  fig.  irf. 
dra  par  le  sommet  d'un  triangle,  divisent  propor- 
tionnellement la  base  BC  et  sa  parallèle  DE,  de 
sorte  qu'on  a  DI  :  BF  :  :  IK  :  FG  :  :  KL  :  GH  ,  etc. 
Car,  puisque  DI  est  parallèle  à  BF,  le  triangle 
ADI  est  équiangle  à  ABF,  et  on  a  la  proportion 
DI  :  BF  :  :  AI  :  AF  ;  de  même  IK  étant  parallèle  à  FG, 
on  a  AI:AF::IK;FG  ;  donc,  à  cause  du  rapport 
commun  AI:AF,  on  aura  DI:BF::  IK:FG.  On  trou- 
vera semblablement  IK:FG:;K.L:GH,  etc.;  donc  la 
ligne  DE  est  divisée  aux  points  I,  K,  L,  comme  la 
base  BG  l'est  aux   points  F,  G,  H. 

Corollaire.  Donc ,  si  BC  était  divisée  en  parties 
égales  aux  points  F,  G,  H,  la  parallèle  DE  serait  di- 
visée de  même  en  parties  égales  aux  points  I,  K,  L. 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Si  de  l'angle  droit  k  d'un  triangle  rectangle  on  %  ni;. 
abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoténuse-, 

i°  Les  deux  triangles  partiels  ABD,  ADC) 
seront  semblables  entre  eux  et  au  triangle  total 
ABC  ; 

20  Chaque  côté  AB  ou  AC  sera  moyen  pro- 
portionnel entre  l'hypoténuse  BC  et  le  segment 
adjacent  BD  ou  DC  ; 

3°  La  perpendiculaire  AD  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  BD,  OC. 

Car,  i°  le  triangle  BAD  et  le  triangle  BAC  ont 
l'angle  commun  B  ;  de  plus  l'angle  droit  BDA  est 
égal  à  l'angle  droit  BAC  j  donc  le  troisième  angle 
BAD  de  l'un  est  égal  au  troisième  0  de  l'autre  ;  donc 
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ces  deux  triangles  sont  équiangles  et  semblables.  On 
démontrera  de  même  que  le  triangle  DAC  est  sem- 
blable au  triangle  BACj  donc  les  trois  triangles  sont 
équiangles  et  semblables  entre  eux, 

a°  Puisque  le  triangle  BAD  est  semblable  au  trian- 
gle BAC,  leurs  côtés  homologues  sont  proportionnels. 
Or,  le  côté  BD  dans  le  petit  triangle  est  homologue 
à  BA  dans  le  grand ,  parce  qu'ils  sont  opposés  à  des 
angles  égaux,  BAD,  BCA;  l'hypoténuse  BA  du  petit 
est  homologue  à  l'hypoténuse  BC  du  grand  5  donc  on 
peut  former  la  proportion  BD  :  BA  ::  BA  :  BC.  On 
aurait  de  la  même  manière  DC:AC  ::  AC.BC;  donc, 
2°  chacun  des  côtés  AB,  AC,  est  moyen  propor- 
tionnel entre  l'hypoténuse  et  le  segment  adjacent  à 
ce  côté. 

3"  Enfin  ,  la  similitude  des  triangles  ABD ,  ADC , 
donne,  en  comparant  les  côtes  homologues,  BD: 
AD::AD:DC;  donc,  3°  la  perpendiculaire  AD  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  BD,  DC 
de  l'hypoténuse. 

Scholie.  La  proportion  BD:AB::AB;BC  donne. 
en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens, 

AT—  BDxBC.  On  a  de  même  AC  =  DCxBC, 
donc  ÂB  +  AC  =  BDxBC-|-DCxBC,-  le  second 
membre  est  la  même  chose  que  (BD-f-DC)  x  BC, 
et  il  se  réduit  à  BC  x  BC  ou  BC  ;  donc  on  a  AB 
+  ACz^BC;  donc  le  quarré  l'ait  sur  l'hypoténuse 
BC  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits  sur  les  deux 
autres  côtés  AB ,  AC.  Nous  retombons  ainsi  sur  la 
proposition  du  quarré  de  l'hypoténuse  par  une  voie 
très- différente  de  celle  que  nous  avions  suivie  ;  d'où 
l'on  voit  qu'à  proprement  parler ,  la  proposition  du 
quarré  de  l'hypoténuse  est  une  suite  de  la  propor- 
tionnalité des  côtés  dans  les    triangles   équiangles. 


,Google 


LIVKE    III.  85 

Ainsi  les  propositions  fondamentales  de  la  géométrie 
se  réduisent,  pour  ainsi  dire,  à  celle-ci  seule,  que 
les  triangles  équiangles  ont  leurs  côtés  homologues 
proportionnels. 

11  arrive  souvent ,  comme  on  vient  d'en  voir  un 
exemple,  qu'en  tirant  des  conséquences  d'une  ou  de 
plusieurs  propositions,  on  retombe  sur  des  proposi- 
tions déjà  démontrées.  En  général,  ce  qui  caractérise 
particulièrement  les  théorèmes  de  géométrie,  et  ce 
qui  est  une  preuve  invincible  de  leur  certitude ,  c'est 
qu'en  les  combinant  ensemble  d'une  manière  quel- 
conque, pourvu  qu'on  raisonne  juste,  on  tombe 
toujours  sur  des  résultats  exacts.  Il  n'en  serait  pas  de 
même  si  quelque  proposition  était  fausse,  ou  n'était 
vraie  qu  a -peu-près  ;  il  arriverait  souvent  que,  par 
la  combinaison  des  propositions  entre  elles,  l'erreur 
s'accroîtrait  et  deviendrait  sensible.  C'est  ce  dont  on 
voit  des  exemples  dans  toutes  les  démonstrations  où 
nous  nous  servons  de  la  réduction  a  l'absurde.  Ces 
démonstrations,  où  l'on  a  pour  but  de  prouver  que 
deux  quantités  sont  égales,  consistent  à  faire  voir  que, 
s'il  y  avait  entre  elles  la  moindre  inégalité  ,  on  serait 
conduit  par  la  suite  des  raisonnements  à  une  absur- 
dité manifeste  et  palpable  ;  d'où  l'on  est  obligé  de 
conclure  que  ces  deux  quantités  sont  égales. 

Corollaire.  Si  d'un  point  A  de  la  circonférence  on  %'  ' 
mène  les  deux  cordes  AB,  AC ,  aux  extrémités  du 
diamètre  BC  ,  le  triangle  BAC  sera  rectangle  en  A';  *  l8 
donc,  i"  la  perpendiculaire.  AD  est  moyenne  propor~ 
tionnelle  entre  les  deux  segments  BD,  DC,  du  dia- 
mètre, ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  qnarré  AD 
est  égal  au  rectangle  BD  X  DC. 

2°  La  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre 
le  diamètre  BC  et  le  segment  adjacent  BD ,  ou ,  ce 
qui  revient   au   même ,  AB=BD  X  BC.    On  a  sem- 
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bâillement  AC=CDxBC;  donc  AB:AC::BD:DC; 
et  si  on  compare  AB  à  BO,  on  aura  AB  :  BC  •  :  BD  :  BC  ; 
on  aurait  de  même  AC:BC::  DC;BG.  Ces  rapports 
des  quarrés  des  côtes,  soit  entre  eus,  soit  avec  le 
quarré  de  i'hypoténuse ,  ont  été  déjà  donnés  dans  les 
corol.  in  et  iv  de  la  prop.  ii. 

PROPOSITION    XXIV. 

inÉOUÈMffi. 

Deux  triangles  qui  ont   un  angle  égal  sont 

entre  eux   comme    les  rectangles   des  côtés  qui 

.  comprennent  l'angle  égal.  Ainsi  le  triangle  ABC 

est  au  tiiangle  ADE  comme  le  rectangle  AB  x  AC 

est  au  rectangle  ADxAE. 

Tirez  1ÏE;  les  deux  triangles  ABE,  ADE,  dont  le 
sommet  commun  est  E,  ont  même  hauteur,  et  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  AB,  AD*;  donc, 

ABE:ADE::AB:A1>. 
On  a  de  même , 

ABC:ABE::AC:AE. 
Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omet- 
tant le  commun  terme  ABE  ,  on  aura, 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE. 
Corollaire.    Donc  les  deux  triangles  seraient  équi- 
valents ,  si  le  rectangle  AB  x  AC  était  égal  au  rectan- 
gle AD  xAE,   ou  si  on  avait  AB:  AD  ::  AE:AC,  ce 
qui  aurait  lieu  si  la  ligne  DC  était  parallèle  à  BE. 

PROPOSITION    XXV. 

THÉO  aÊ MB. 

Deux  triangles  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  quarrés  <h:$  cotés  homologues. 
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Soit  l'angle  A.— D  et  l'angle  B=:E  j  d'abord  à  cause  H- 
des  angles  égaux  A  et  D,  on  aura,   par  la  proposi- 
tion précédente, 

ABC:DEF  ::  ABx  AC:DExDF. 
On  a  d'ailleurs,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles, 

AB:DE::AC:DF. 
Et  si  on  multiplie  cette  proportion  terme  à  terme  par 
la  proportion  identique, 

AC:DF::AC:DF, 
il  en  résultera, 

ABxAC.DExDF::ÂC:DF. 
Donc , 

ABC:DEF.:ÂC:DF." 

Donc  deux  triangles  semblables  ABC ,  DEF,  sont 
entre  eux  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues 
AC,  DF,  ou  comme  les  quarrés  de  deux  autres  côtés 
homologues  quelconques. 

PROPOSITION    XXVI. 


Deux  polygones  semblables  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  chu 
cun  à  chacun  et  semblablement  disposés. 

Dans  le  polygone  ABGDE,  menez  d'un  même  angle  t 
A  Ses  diagonales  AG,  AD  aux  autres  angles.    Dans 
l'autre  polygone  FGHIK,  menez  semblablement  de 
l'angle  F  homologue  à  A,  les  diagonales  FH,  FI  aux 
autres  angles. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  l'angle  ABC 
est  égal  à  son  homologue  FGH  *,  et  de  plus  les  côtés  * 
AB,  BC ,  sont  proportionnels  aux  côtés  FG,  GH  ;  Je 
sorte  qu'on  a  AB:FG  ::  BG:GfI.  Il  suit  de  là  que  les 
triangles  ABC ,  FGH  ,  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés     proportionnels;    donc  i's    sont  sembla- 
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,  bles  *  ;  donc  l'angle  BCA  est  égal  à  GHF.  Ces  angles 
('•raux  étant  retranchés  des  angles  égaux  BCD,  GHI, 
les  restes  ACD,  FHI  seront  égaux  :  mais  puisque  les 
triangles  ABC,  FGH  sont  semblables,  on  a  AC: 
FH::BC:GH;  d'ailleurs,  à  cause  delà  similitude  des 

.  polygones  * ,  BC  :  GH  ::  CD  :  HI  ;  donc  AC  :  FH  :  : 
CD:HI  :  mais  on  a  déjà  vu  que  l'angle  ACD— FHI; 
donc  les  triangles  ACD,  FHI,  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  donc  ils  sont  sem- 
blables. On  continuerait  de  même  à  démontrer  la 
similitude  des  triangles  suivants ,  quel  que  fût  le  nom- 
bre des  côtés  des  polygones  proposés  ;  donc  deux 
pulv^ones  semblables  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et,  semlîlablement 
disposés. 

Scholie.  La  proposition  inverse  est  également  vraie  : 
Si  deux  polygones  sont  composés  d'an  même  nombre 
de  triangles  semblables  et  semblab'r.ment  disposés,  ces 
deux  polygone;-  seront,  semblables. 

Car  la  similitude  des  triangles  respectifs  donnera 
l'angle  ABC^FGH,  BCA  —  GHF,  ACD— FHI;  donc 
BCD=GHI,  de  même  CDE=HIK,  etc.  De  plus,  on 
aura  AB:FG  ::  BC:GH  ::  AG:FH::  CD: HI,  etc.  ;  donc 
les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les  cùïés 
proportionnels;  donc  ils  sont  semblables. 

PBOPOSITION   XXVII. 

THÉORÈME. 

I^es  contours  ou  pêrimhlres  des  polygones  sem- 
blables sont  comme  les  côtés  homologues,  et  leurs 
surfaces  sont  comme  les  quarrès  de  ces  mêmes 
côtés. 

Car,  i°  puisqu'on  a,  par  la  nature  des  figures 
semblables  ,  AB : FG  ::  BC  :  GH  ::  CD  :  Hî,  etc. ,  on 
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peut  conclure  de  celle  suite  de  rapports  égaux  :  La 
somme  des  antécédents  AB-f-IÏC  +  CD,  etc.,  péri- 
mètre de  la  première  figure,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents FG+GH+HI,  etc. ,  périmètre  de  la  seconde 
figure,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent, 
ou  comme  le  côté  AB  est  à  son  homologue  FG. 

2°  Puisque  les  triangles  ABG,  FGH  sont  sembla- 
bles ,  on  a  *  ABC  :  FGH  ::  AC:  FH;  de  même  les 
triangles  semblables  ACD,  FHI ,  donnent  ACD  :  FHI 
::  AC  :  FH;  donc,  à  cause  du  rapport  commun 
AC  :  FH,  on  a, 

ABC:  FGH  ::  ACD  :  FHI. 
Par  un  raisonnement  semblable  on  trouverait, 

ACD:  FHI  :;  ADE:FIK; 
et  ainsi  de  suite,  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre 
de  triangles.  De  cette  suite  de  rapports  égaux  on  con- 
clura :  La  somme  des  antécédents  ABC-1-ACD+ADE, 
ou  ie  polygone  ABCDE  ,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents FGH-f-FHI+FIK,  ou  au  polygone  FGHIK, 
comme  un  antécédent  ABC  est  à  son  conséquent 
FGH,  ou  comme  AB  est  à  FG  j  donc  les  surfaces  des 
polygones  semblables  sont  entre  elles  comme  les  quar- 
rés  des  côtés  homologues. 

Corollaire.  Si  ou  construit  trois  figures  semblables 
dont  les  côtés  homologues  soient  égaux  aux  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle,  la  figure  faite  sur  le 
grand  côté  sera  égale  à  la  somme  des  deux  autres  : 
car  ces  trois  figures  sont  proportionnelles  aux  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues  ;  or,  le  quarré  de  l'hypo- 
ténuse est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés  :  donc ,  etc. 
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PROPOSITION    XXVIII. 

THÉORÈME. 

g.  i3o.  Les  parties  de  deux  cordes  AB ,  CD ,  qui  se 
coupent  dans  un  cercle,  sont  réciproquement, 
proportionnelles ,  c'est-à-dire  qu'on  a  AO  :  DO 
:  :  CO  :  OB. 

Joignez  AG  et  BD  :  dans  les  triangles  AOO ,  BOD, 
les  angles  en  0  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
met; l'angle  A  est  égal  à  l'angle  D,  parce  qu'ils  sont 
»8,  a.  inscrits  dans  le  même  segment  *  ;  par  la  même  raison 
'angle  C  — B;  donc  ces  triangles  sont  semblables,  et 
les  côtés  homologues  donnent  la  proportion  AO:ÛO 
::CO:OB. 

Corollaire.  On  tire  de  ià  AO  x  OB=^DO  X  CO  :  donc 
le  rectangle  des  deux  parties  de  l'une  des  cordes  est 
égal  au  rectangle  des  deux  parties  de  l'autre. 

PROPOSITION    XXIX. 


g.  iïi.  Si  d'un  même  point  O,  pris  hoi's  du  cercle,  on 
mène  les  sécantes  OB,  OC,  terminées  à  l'arc  con- 
cave BG,  les  sécantes  entières  seront  réciproque- 
ment proportionnelles  à  leurs  parties  extérieures., 
c'est-à-dire  qu'on  aura  OB  :  OC  :  :  OD  :  OA. 
Car,  en  joignant  AC,  BD,  les  triangles  OAC,  OBD, 
lS>  *■  ont  l'angle  O  commun;  de  plus  l'angle  B=C*;  donc 
ces  triangles  sont  semblables  ;  et  les  côtes  homologues 
donnent  la  proportion  , 

01Î.OC;:OD:OA. 
Corollaire,  Donc  le  rectangle  OA  X  OB,  est  égal  au 
rectangle  OC  X  OD. 

Scholk.  On  peut  remarquer  que  cette  proposition 
a  beaucoup  d'analogie  avec  la  précédente  ,  et  qu'elle 
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n'en  diffère  quen  ce  crue  les  deux  cordes  AB,  CD, 
au  lieu  de  se  couper  dans  le  cercle ,  se  coupent 
au  dehors.  La  proposition  suivante  peut  encore  être 
regardée  comme  un  cas  particulier  de  celle-ci. 

PROPOSITION   XXX. 


Si  d'un  même  point  O  pris  hors  du  cercle  on  H- li2- 
mène  une  tangente  OÂ  et  une  sécante  OC ,  la 
tangente  sera  moyenne  proportionnelle,  entre  la 
sécante  et  sa  partie  extérieure  ;  de  sorte  qu'on 
aura  OC  :  OA  :  :  OA  :  OD  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  Ô~A—  OCxOD. 

Car,  en  joignant  AD  et  AC,  les  triangles  OAD, 
OAC,  ont  l'angle  O  commun  ;  de  plus  l'angle  OAD, 
forme  par  une  tangente  et  une  corde  *,  a  pour  mesure  *  '«.  '*■ 
la  moitié  de  l'arc  AD,  et  l'angle  C  a  la  même  mesure; 
donc  l'angle  OAD=:C  ;  donc  les  deux  triangles  sont 
semblables    et  on  a  la  proportion, 
OC:OA::OA:OD, 
qui  donne  QA=OCxOD. 

PROPOSITION     XXX. 


Dans  un  triangle  ABC  *  si  on  divise  l'angle  A  en   deux   ' 
f/tirfiei  rgala  par  la  ligne  AD  ,   h  îectangte  des  e.ôtiis  AU, 
AC  ,  sera  égalait  reetuitgk:  des  segments  BD,  DC,  plus  au 
quand  de  la  sécante  AD. 

Faites  passer  une  circonférence  par  les  n-ois  points  A,  B, 
C,  prolongez  AD  jusqu'à  la  circonférence  ,  et  joignez  CE. 

Le  triangle  EAD  est  semblable  au  triangle  KAC  ;  car,  par 
hypothèse,  l'angle  BAD— EA.C  ;  Je  plus  l'angle  B=E, 
puisqu'ils  ont  tons  deux  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AC; 
donc  ces  triantes  sont  senibSnljk'S,  et  les  cô les  homologues 
donnent  la  proportion  BA  :  AE  ;:  AD  :  AC  :  de  là  résulte 
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BAXAC—AEXAD;  mais  AE  =  AD+DE,  et  en  multi- 
pliant de  part  et  d'autre  par  AD,  on  a  AEX  AD=zAD-f- 
*a8.  ADxDE;  d'ailleurs  ADxDE=rBDxDC  *;  donc  enfin 
BAXAC=AD+BDXDC. 

PROPOSITION    XXXII. 

THEOREME. 

fig.  i34.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  rectangle  des  deux  côtes  AB, 
AC,  est  égal  au  rectangle  compris  par  le  diamètre  CE  du 
cercle  circonscrit  et  la  perpendiculaire  AD  abaissée  sur  le 
troisième  côté  BC. 

Car,  en  joignant  AE ,  les  triangles  ABD ,  AEC ,  sont  rec- 
tangles, l'un  en  D,  l'autre  en  A;  de  plus  l'angle  B=E;  donc 
ces  triangles  sont  semblables  ,  et  ils  donnent  la  proportion 
AB:CE::AD:AC;   d'où  résulte  ABXAC— CExAD. 

Corollaire.  Si  on  multiplie  ces   quantités  égales  par  la 

même  quantité  BC,  on  aura  ABxACxBC=:CEx  ADxBC. 

«  e.  Or,  AD  X  BC  est  le  double  de  ia  surface  du  triangle  "  ;  donc 

le  produit  des  trois  côté.-,  d'un  triangle  est  égal  à  sa  surface 

multiplie?  par  le  double  du  diamètre  du  cercle  eirconycril. 

Le  produit  de  trois  ligues  appelle  quelquefois  un  solide, 
par  une  raison  qu'on  verra  ci-après.  Sa  valeur  se  conçoit 
aisément.  <:o  illuminant  qui'  les  ligocs  sont  réduites  en  nom- 
bres, et  multipliant  les  nombres  dont  il  s'agit. 

Sckolie.  On  peut  démontrer  aussi  que  la  surface  d'un 

Uicutçle  est  égale  a  son  périmètre  multiplie  par  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
ii„  8;.  Car  les  triangles  AOB,  BOC,  AOC,  qui  ont  leur  sommet 
commun  en  O,  ont  pour  hauteur  commune  le  rayon  du 
cercle  inscrit;  donc  la  somme  de  ces  triangles  sera  égale  à 
la  somme  des  bases  AB ,  BC ,  AC ,  multipliée  par  la  moitié 
du  rayon  OD  ;  donc  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 
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PROPOSITION   XXXIU. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,   le   rectangle  des   I 
tleu.r.  t!i, Igor/nies  A.C,  BD,   est  égal  à   la  somme  des  rectan- 
gles des  côtés  opposés,    de  sorie  qu'on  a 

ACXBD=ABxCD+ADXBC. 

Prenez  l'arc  COz=AD ,  et  tirez  BO  qui  rencontre  la  dia- 
gonale AC  en  I. 

L'angle  ABD=CBI,  puisque  l'un  a  pour  mesure  la  moitié 
de  AD,  et  l'autre  la  moitié  de  CO  égala  AD.  L'angle  ADB— 
BCI,  parée  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  segment  AOB; 
donc  le  triangle  ABD  est  semblable  au  triangle  IBC,  et  on  a 
la  proportion  AD:GI::BD:EC  j  d'où  résulte  ADxBC= 
CI  X  BD.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  ABI  est  semblable 
au  triangle  BDC  ;  car  l'arc  AD  étant  égal  à  CO,  si  on  ajoute 
de  part  et  d'autre  OD,  on  aura  l'arc  A.O=zDC;  donc  l'angle 
ABI— DEC;  de.  plus  l'angle  BAI=BDC,  parce  qu'ils  sont 
inscrits  dans  le  même  segment;  donc  les  triangles  ABf,DBC, 
sont  semblables,  et  les  faites  homologues  donnent  la  propor- 
tion AB:BD::AI:CDj  d'où  résulte  ABxCD=AIxBD. 

Ajoutant  les  deux  résultats  trouvés,  et  observant  que 
AIXBD+CIXBD^:(AI-r-CI)XBD=ACxBD,  on  aura 
ADXBC+ABXCD=:ACXBD. 

Sckolie.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière  tin  au- 
tre théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit. 

Le  triangle  ABD  semblable  à  BIC,  donne  la  proportion 
BD:BC::AB:BI,  d'où  résulte  BIXBD^BCx  AB.  Si  on 
joint  CO,  le  triangle  ICO,  semblable  à  ABI,  sera  semblable 
àBDC,  et  donnera  la  proportion  BD:CO::DC. OIj  d'où 
résulte  OIXBD=:COxDC,  ou,  à  cause  de  CO=AD, 
OI X  BD=AD  X  DC.  Ajoutant  les  deux  résultats ,  et  obser- 
vant que  BIxBD+OIxBD  se  réduit  à  BOxBD,  on  aura, 
BO  X  BD— AB  X  BC+AD  X  DC. 

Si  on  eût  pris  BP:=  AD,  et  qu'on  eût  tiré  CKP,  on  au- 
rait trouvé  par  des  raisonnements  semblables, 
CP  X  CA— AB  X  AD+BC  X  CD. 
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Mais  l'arc  BP  étant  égal  à  CO,  si  on  ajoute  de  part  et 
d'autre  BC,  on  aura  l'arc  CBP^BCO  ;  donc  la  corde  CP 
est  égale  à  la  corde  BO,  et  par  conséquent  les  rectangles 
BO  X  BD  et  CP  X  CA  sont  entre  eux  comme  BD  est  à  CA  ; 
donc, 

BD:CA::ABXBC+ADXDC:ADXAB+BCXCD. 

Donc  les  deux  diagonales  fF  un  quadrilatère  inscrit  sont 
entre  elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui 
aboutissent  à  leurs  extrémités. 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  servir  à  trouver  les  diago- 
nales quand  on  connaît  les  côtés. 


PROPOSITION    XXXIV. 


Suit  P  un  point  donné  au  dedans  du  cercle  sur  lé  rayon 
AC,  etsoàpris  unpointQuu  dehors  sir  le  prolongement 
du  même  rayon ,  de  sorte  qu'on  ait  CP;GA::CA:CQ;  si 
a"  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  on  meneaux 
deux  points  P  et  Q  les  droites  BIP,  MQ,  fe  dis  que  ces  droi- 
tes seront  partout  dans  un  même  rapport,  et  qu'on  aura 
MP:MQ::AP:AQ 

Carona,  par  hypothèse  ,  CP:CA::  CA:CQ  ;  mettant 
CM  à  la  placé  de  CA,  on  aura  CP:CM::  CM:CQ;  donc  les 
triangles  CFM  ,  CQM,  ont  un  angle  égal  C  compris  entre 
,  côtés  proportionnels;  donc  ils  sont  semblables';  donc  le 
troisième  côté  MP  est  au  troisième  MQ  comme  CP  est  à  CM 
ou  CA.  Mais  la  proportion  CP:CA::CA;CQ  donne,  divi- 
dendo,  CP:CA::CA— CP:CQ— CA,  ou  CP:CA::AP;AQ, 
doncMP:MQ::AP:AQ. 
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Problèmes  relatifs  au  Livre   111. 


Diviser  une  ligne  droite  donnée  en  tant  de 
parties  égales  qu'on  voudra,  ou  en  parties  pro- 
portionnelles à  des  lignes  données. 

i°  Soit  proposé  de  diviser  la  îigne  AB  en  cinq  £g.  i37. 
parties  égales  ;  par  l'extrémité  A  on  mènera  la  droite 
indéfinie;  AG,  et  prenant  AG  d'une  grandeur  quel- 
conque ,  on  portera  AG  cinq  fois  sur  AG.  On  joindra 
le  dernier  point  de  division  G  et  l'extrémité  B  par  la 
ligne  GB,  puis  on  mènera  CI  parallèle  à  GB  ;  je  dis 
que  AI  sera  la  cinquième  partie  de  la  ligne  AB,  ei 
qu'ainsi  en  portant  AI  cinq  fois  sur  AB ,  la  ligne  AB 
sera  divisée  en  cinq  parties  égales. 

Car,  puisque  CI  est  parallèle  à  GB,  les  côtés  AG, 
AB,  sont  coupés  proportionnellement  en  C  et  I  *.  Mais      *  i5. 
AC  est  la  cinquième  partie  de  AG  ;  donc  AI  est  la  cin- 
quième partie  de  AB. 

a"  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  parties  fig,  ,38. 
proportionnelles  aux  lignes  données  P,  Q,  R.  Par 
l'extrémité  A  on  tirera  l'indéfinie  AG,  on  prendra 
AC~P,  CD— Q,  DE=R,  on  joindra  les  extrémités 
E  et  B,  et  par  les  points  C,  D,  on  mènera  CI,  DK, 
parallèles  à  EB  ;  je  dis  que  la  îigne  AB  sera  divisée 
en  parties  AI  ,  IK ,  KB ,  proportionnelles  aux  lignes 
données  P,  Q,  R. 

Car,  à  cause  des  parallèles  CI,  DK,  EB,  les  parties 
AI,  IK,  KB,  sont  proportionnelles  aux  parties  AC, 
CD,  DE  *j   et  par  construction  celles-ci  sont  égales      *  iS« 
aux  lignes  données  P,  Q,  R. 


Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois 
lignes  données  A , 
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Tirez  les  deux  lignes  indéfinies  DE,  DF,  sous  un 
angle  quelconque.  Sur  DE  prenez  DA=:A  etDB=B, 
sur  DF  prenez  DC  =  C,  joignez  AC,  et  par  le  point 
B  menez  BX  parallèle  à  AC  ;  je  dis  que  DX  sera  la 
quatrième  proportionnelle  demandée  :  car,  puisque 
BX  est  parallèle  à  AC,  on  a  la  proportion  DA:DB:: 
DC:DX;  or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  propor- 
tion sont  égaux  aux  trois  lignes  données  ;  donc  DX 
est  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 

Corollaire.  On  trouvera  de  même  une  troisième 
proportionnelle  aux  deux  lignes  données  A,  B,  car 
elle  sera  la  même  que  la  quatrième  proportionnelle 
aux. trois  lignes  A,  B,  B. 


PROBLEME 


Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  A  et  B. 

Surla  ligne  indéfinie  DF  prenez  DE=A,  et  EF=B; 
sur  la  ligne  totale  DF  comme  diamètre,  décrivez  la 
demi  -  circonférence  DGF;  au  point  E  élevez  sur  le 
diamètre  la  perpendiculaire  EG,  qui  rencontre  la  cir- 
conférence en  G;  je  dis  que  EG  sera  la  moyenne 
proportionnelle  cherchée. 

Car  la  perpendiculaire  GE,  abaissée  d'un  point  de 
la  circonférence  sur  le  diamètre ,  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  du  diamètre  DE, 
EF  *  :  or,  ces  segments  sont  égaux  aux  lignes  données 
AetB. 


PROBLEME    IV 


Diviser  la  ligne  donnée  AB  en  deux  parties, 
de  manière  que  la  plus  grande  soit  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  l'autre 
partie. 

A  l'extrémité  B  de  la  ligne  AB  élevez  la  perpen- 
diculaire BC  égale   à  la  moitié  de  AB;  du  point  C 
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comme  centre ,  et  du  rayon  CB  décrivez  une  circon- 
férence, tirez  AC,  qui  coupera  la  circonférence  en  D, 
et  prenez  AF=AD  ;  je  dis  que  la  ligne  AB  sera  divisée 
au  point  Fêle  la  manière  demandée,  c'est-à-dire  qu'on 
aura  AB:AF::AF:FB. 

Car  AB  étant  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
CB,  est  une  tangente;  et  si  on  prolonge  AC  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en  E, 
on  aura  *  AE:AB:: AB:AD;  donc,  dwidendo,  AE  ' 
— AB:  AB  ::  AB  —  AD:  AD.  Mais,  puisque  le  rayon 
BC  est  la  moitié  de  AB,  le  diamètre  DE  est  égal  ^ 
AB ,  et  par  conséquent  AE — AB=AD=AF  ;  on  a 
aussi,  à  cause  de  AF=:AD,  AB  —  AD=FB;  donc 
AF:AB::FB:AD  ou  AF;  donc,  invertendo,  AB:AF 
,;:AF:FB. 

Schoïie.  Cette  sorte  de  division  de  la  ligne  AB 
s'appelle  division  en  moyenne  et  extrême  raison  :  on 
en  verra  des  usages.  On  peut  remarquer  que  la  sé- 
cante AE  est  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison 
au  point  D  ;  car,  puisque  AB^=DE,  on  a  AE:DE:: 
DE:  AD. 


PROBLEME 


Pa  r  un  point  donné  A  dans  l'angle  donné  %■  42. 
BCD,  tirer  la  ligne BD  de  manière  que  les  parties 
AB ,  AD,  comprises  entre  le  point  A  et  les  deux 
cotés  de  l'angle,  soient  égales. 

Par  le  point  A  menez  AE  parallèle  à  CD,  prenez 
BE— CE,  et  par  les  points  B  et  A  tirez  BAD,  qui 
seYa  la  ligne  demandée. 

Car,  AE  étant  parallèle  à  CD ,  on  a  BE:EC  ;;  BA: 
AD  ;  or  BE=EC  ;  donc  BA= AD. 


Faire  un  quarré  équivalent  à  un  parallélo* 
gramme  ou  à  un  triangle  donné. 
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yg  GEOMETRIE. 

i°  Soit  A.BCD  le  parallélogramme  donne,  AB  sa 
base,  DE  sa  hauteur  :  entre  AB  et  DE  cherchez  une 
.  moyenne  proportionnelle  XY*";  je  dis  que  le  rjuarré 
fait  sur  XY  sera  équivalent  au  parallélogramme  ABCD 
Car  on  a,  par  construction ,  AB:XY  ::  XY:DE  ;  donc 
XY=ABxDE  :  or  ABxDE  est  la  mesure  du  pa- 
rallélogramme, et  XY  celle  du  quarré,  donc  ils  sont 
équivalents. 

a"  Soit  ABC  le  triangle  donné ,  BC  sa  hase ,  AD  sa 
hauteur  :  prenez  une  moyenne  proportionnelle  entre 
BC  et  la  moitié  de  AD ,  et  soit  XY  cette  moyenne  : 
je  dis  que  le  quarré  fait  sur  XY  sera  équivalent  au 
triangle  ABC. 

Car,  puisqu'on  a  BC:XY.:  XY  :  ^  AD,  il  en  ré- 
sulte XY=BC  X  }AD ,  donc  lé  quarré  fait  sur  XY  est 
équivalent  au  triangle  ABC. 


PROBLEME 


Faire  sur  la  ligne  donnée  AD  un  rectangle 
ADEX  équivalent  au  rectangle  donné  ABFG. 

Cherchez  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lî^iiiîà  AD,  AB,  AC,  et  soit  AX  cette  quatrième  pro- 
portionnelle, je  dis  que  le  rectangle  fait  sur  AD  et  AX 
sera  équivalent  au  rectangle  ABFC. 

Car,  puisqu'on  a  AÛ:AB  ::  AC:AX  ,  il  en  résulte 
ADxAX^ABxAC;  done  le  rectangle  ADEX  est 
équivalent  au  rectangle  ABFC. 


Trouver  en  lignes  le  rapport  du  rectangle  des 
deux  lignes  données  A  et  B  au  rectangle  des  deux 
lignes  données  G  et  D. 

Soit  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  B,  G,  D;  je  dis  que  le  rapport  des  deux  lignes 
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A  et  X  sera  égal  à  celui  des  deux  rectangles  A  X  B, 
CxD. 

Car,  puisqu'on  a  B:C::D:X,  ii  eu  résulte  CxD 
—  BxXjdonc  AxB:CxD::AxB;BxX::A:X. 

Corollaire.  Donc,  pour  avoir  le  rapport  des  quar- 
rés  faits  sur  les  lignes  données  A  et  G,  cherchez  une 
troisième  proportionnelle  X  aux  lignes  A  et  G,  en 
sorte  qu'on  ait  ArC::G;X,  et  vous  aurez  A.'  : C  ;: 

A:X. 


Trouver  en  lignes  le  rapport  du  produit  des  a%,  149. 
trois  lignes  données  A ,  B ,  C ,   au  produit  des 
(rois  lignes  données  P,  Q,  II. 

Aux  trois  lignes  données  P,  A,  B,  cherchez  une 
quatrième  proportionnelle  X:  aux  trois  lignes  don- 
nées C,  Q,  R,  cherchez  une  quatrième  proportion- 
nelle Y.  Les  deux  lignes  X,  Y,  seront  entre  elle5 
comme  les  produits  À  x  B  X  G ,  P  X  Q  X  SI. 

Car,  puisque  P:A::B:X  ,  ou  a  AxB  =  PxXj 
et,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  C,  AxB 
XC— CxPxX.  De  même,  puisque  G:Q::ll:Y, 
il  en  résulte  Qx  R— ;Gx  Y;  et,  multipliant  de  pari  ei: 
d'autre  par  P ,  on  a  PxQx  K—P X  G  X  Y  ,  donc  le 
produit  A X B X G  est  an  produit  i'xQx R.  comme 
G  X  P  X  X  est  à  P  X  C  X  Y ,  ou  comme  X  est  à  Y, 

PROBLEME    s. 

Faire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone 
donné.  ËS-  '40. 

Soit  ABGDE  le  polygone  donné.  Tirez  d'abord 
la  diagonale  CE ,  qui  retranche  le  triangle  C  "ÙE  ;  par 
le  point  D  menez  DF  parallèle  à  CE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  AË  prolongé  ;  joignez  Ci1' ,  et  le  poiygona 
AfiCDJi  sera  équivalent  au  polygone  AliCi'1'  qui  a  un 
côté  de  moins. 
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Car  les  triangles  CDE,  CFE,  ont  la  base  commune 
CE  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur  ,  puisque  leurs  som- 
mets D ,  F ,  sont  situés  sur  une  ligne  DF  parallèle  à  la 
base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents,  Ajoutant 
de  part  et  d'autre  la  figure  ABCE ,  on  aura  d'un  côté 
le  polygone  ABCDE,  et  de  l'autre  le  polygone  ABCF , 
gui  seront  équivalents. 

On  peut  pareillement  retrancher  l'angle  Ben  substi- 
tuant au  triangle  ABC  le  triangle  équivalent  AGC,  et 
ainsi  le  pentagone  ABDE  sera  changé  en  un  triangle 
équivalent  GCF. 

Le  même  procédé  s'appliquera  à  toute  autre  figure; 
car  en  diminuant  d'un  à  chaque  fois  le  nombre  des 
côtés ,  on  finira  par  tomber  sur  le  triangle  équivalent. 

Scholie.  On  a  déjà  vu  que  tout  triangle  peut  être 

fi.    changé  en  un  quarré  équivalent  * ,  ainsi  on  trouvera 

toujours  un  quarré  équivalent  à  une  ligure  rmiligne 

donnée;  c'est  ce  qu'on  appelle  quarrer  la  figure  recti- 

ligne,  ou  en  trouver  la  quadrature. 

Le  problême  de  la  quadrature  du  cercle  consiste  à 
trouver  un  quarré  équivalent  à  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre est  donné. 


Faire  un  quarré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou 
à  la  différence  de  deux  quarrés  donnés. 

Soient  A  et  B  les  côtés  des  quarrés  donnés; 

i°  S'il  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  somme  de 
ces  quarrés,  tirez  les  deux  lignes  indéfinies  ED,  EF  à 
angle  droit;  prenez  ED^=A  et  EG=B,  joignez  DG, 
et  DG  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car  le  triangle  DEG  étant  rectangle  ,  le  quarré  fait 
oui'  DG  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  laits  sur  ED 
et  EG. 

2°  S'il  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  différence 
des  quarrés    donnés,  formes  de  même  l'angle  droit 
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FE.H ,  prenez  GE  égal  au  plus  petit  de  côtés  A  et  B  ; 
uu  point  G,  comme  centre,  et  d'un  rayon  GH  égal  à 
l'autre  côté,  décrivez  un  arc  qui  coupe  EH  en  II;  je 
dis  que  le  quarré  fait  sur  EH  sera  égal  à  la  différence 
des  quarrés  faits  sur  les  lignes  A  et  B. 

Car  le  triangle  GEH  est  rectangle,  l'hypoténuse 
GH^rz;A,  et  le  côté  GE  =  B;  donc  le  quarré  fait  sur 
EH,  etc. 

Scholie,  On  peut  trouver  ainsi  un  quarré  égal  à  la 
somme  de  tant  de  quarrés  qu'on  voudra  ;  car  la  con- 
struction qui  en  réduit  deux  à  un  seul,  en  réduira 
trois  à  deux,  et  ces  deux-ci  à  un,  ainsi  des  autres.  Il 
en  serait  de  même  si  quelques-uns  des  quarrés  devaient 
être  sousûnuts  de  la  somme  des  autres. 


Construire  un  quarré  qui  soit  au  quarré  donné   fiS' 
ABCD,  comme  la  ligne  M  est  à  la  ligne  N. 

Sur  la  ligne  indéfinie  EG ,  prenez  EF^rM,  et  FG 
=  N  ;  sur  EG ,  comme  diamètre  ,  décrivez  une  demi, 
circonférence  ,  et  au  point  F  élevez  sur  le  diamètre  la 
perpendiculaire  FH.  Du  point  H  menez  les  cordes 
HG,  HE,  que  vous  prolongerez,  indéfiniment:  sur  la 
première  prenez  HK  égale  au  côté  AB  du  quarré 
donné,  et  par  le  point  K  menez  Kl  parallèle  à  EG  ; 
je  dis  que  HI  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car,  à  cause  des  parallèles  Kl,  GE,  on  aHI:HK:: 

HE  :  HG  ;  donc  HI*:  HK  ::  HE  :  HG  :  mais  dans  le 
triangle  rectangle  EHG  *,  le   quarré   de    HE    est  au  *»; 
quarré  de  HG  comme  le  segment  EF  est  au  segment 

FG  ,  oucomme  M  est  à  N,  donc  HlfHK::  M:N. 
Mais  IIK— AB;  donc  le  quarré  fait  sur  HI  est  au 
quarré  fait  sur  AB   comme  M  est  à  N, 
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Sur  le  côté  FG,  homologue  à  AB,  décrire  un 
polygone  semblable  au  polygone  donné  ABCDE. 

Dans  le  polygone  donné  tirez  les  diagonales  AG, 
AD  :  au  point  F  faites  l'angle  GFH=BAG,  et  au 
point  G  l'angle  FGH^ABC;  les  lignes  FH,  GH  ,  se 
couperont  en  H,  et  FGH  sera  un  triangle  semblable 
à  ABC  :  de  même  sur  FH  ,  homologue  à  AC  ,  construi- 
sez le  triangle  FIH  semblable  à  ADG ,  et  sur  FI,  homo- 
logue à  AD,  construisez  le  triangle  FIK,  semblable  à 
ADE.  Le  polygone  FGHIK  sera  le  polygone  demandé , 
semblable  à  ABCDE. 

Car  ces  deux  polygones  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement 
placés  *. 


Deux  figures  semblables  étant  données,  con- 

y'raire  un;:  figure  semblable  qui  soit  égale  à  leur 
.somme  ou  à  leur  différence. 

Soient  A  et  B  deux  côtés  homologues  des  figures 
données  ,  cherche/  un  quarré  égal  à  la  somme  ou  à  la 
fiiiî'cj-eiice  des  ([narrés  faits  sur  A  et  B  ;  soit  X  le  côté 
de  ce  quarré,  X  sera  d;uis  h  figure  cherchée  le  côté 
homologue  à  A  et  B  dans  les  figures  données.  On 
oonsfriiica  ensuite  la  f^ure  elle-même  par  le  problême 
précédent. 

Car  les  figures  semblables  sont  comme  les  quarrés 
•  i&.i  côtés  homologues;  or  le  i|u.ni'ré  du  côté  X  est  6.:;ii 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  quarrés  faits  sur  les 
côté.--  homologues  A  et.  B;  donc  la  figure  faite  sur  fe 
côté  X  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  îles 
'!<>r::cs  s«-:!iib1;ddi-<3  OiUcs  sur  'es  côtés  A.  et  B. 
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Construire  une  figure  semblable  à  une  figure 
donnée ,  et  qui  soit  à  cette  figure  dans  le  rapport 

donné  de  M  à  N- 

Soit  A  un  côté  de  la  ligure  donnée,  X  le  côté  homo- 
logue dans  la  figure  cherchée;  il  faudra  que  le  quarté 
de  X  soit  au  quarté  de  A  comme  M  est  à  N  *.  On  trou- 
vera donc  X  par  le  problème  xn;  connaissant  X,  le 
reste  s'achèvera  par  le  problème  xnr. 


PROBLEME     xv 


Construire  une  figure  semblable  à  la  figure  P  %  cSi. 
et  équivalente  à  la  figure  Q. 

Cherchez  le  côté  M  du  quarré  équivalent  à  la  figuro 
P,  et  le  côté  N  du  quarté  équivalent  à  la  figure  Q.  Soit 
ensuite  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  données  M,  N,  AB  ;  sur  le  côtéX^  homologue 
à  AB,  décrivez  une  figure  semblable  à  la  figure  P;  je 
dis  qu'elle  sera  de  plus  équivalente  à  la  figure  Q. 

Car  en  appelant  Y  la  figure  faite  sur  le  côté  X ,  on 
aura  P:Y::  AB:X;  mais,  par  construction  ,  AB:X:: 

M:N,  ouÂB:X*::M':N';  donc  P:Y;:M:N!  Mais  on 

a  aussi,  par  construction,  M1  — P  et  N1  — Q;  donc 
P:Y::P:Q;  donc  Y=Q;  donc  la  figure  Y  est  sem- 
blable à  la  figure  P,  et  équivalente  à  la  figure  Q. 

PBQBLÈhE    XVII. 

Construire    un     rectangle   équivalent   à    un  fig.  i5a. 
quarré   donné  C ,   et   dont  les   côtés   adjacents 
fassent  une  somme  donnée  AB. 

Sur  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cir- 
conférence, menez  parallèlement  au  diamètre  la  ligne 
KO  à  une  distance  AD  égale  au  côté  du  quarré  donnéC, 
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Du  point  E,  où  la  parallèle  coupe  la  circonférence, 
abaissez  sur  le  diamètre  la  perpendiculaire  EF;  je  dis 
que  AF  et  FB  seront  les  côtés  du  rectangle  cherché. 

Car  leur  somme  est  égale  à  AB;  et  leur  rect.;mgle 
AF  X  FB  est  égal  au  quarré  de  EF  *  ,  ou  au  quarré 
de  AD;  donc  ce  rectangle  est  équivalent  au  quarré 
donné  C. 

Sckolie.  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  po^silile, 
que  la  distance  AD  n'excède  pas  le  rayon ,  c'est-à-dire 
que  le  côté  du  quarré  C  n'excède  pas  la  moitié  de  la 
ligne  AB. 

PROBLÈME       XVIII. 

Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  quarré 
G ,  et  dont  les  côtés  adjacents  aient  entre  eux  la 
différence  donnée  AB. 

Sur  la  ligne  donnée  AB,  comme  diamètre,  décri- 
vez une  circonférence;  à  l'extrémité  du  diamètre, 
menez  la  tangente  AD  égale  au  côté  du  quarré  C  :  par 
[e  point  D  et  le  centre  O  tirez  la  sécante  DE;  je  dis 
que" DE  et  DF  seront  les  côtes  adjacents  du  rectangle 
demandé. 

Car  i°  la  différence  de  ces  côtés  est  égale  au  dia- 
mètre EF  ou  AB;  a.°  le  rectangle  DExDF  est  égal 
à  AD*;  donc  ce  rectangle  sera  équivalent  au  quarré 
donné  C. 


Trouver  la  commune  mesure,  s'il  y  en  a  une, 
entre  la  diagonale  et  le  coté  du  quarré. 

Soit  ABCGun  quarré  quelconque,  AC  sa  dindon ;i!c. 

11  faut  d'abord  porter  CB  sur  CA  autant  de  fois 

■   qu'il  peut  y  être  contenu  * \  et  pour  cela  soit  décrit 

du  Centre  C  et  du  rayon  CB  le  demi-cercle  DBE  :  on 

voit  que  CB  est  contenu  une  fois  dans  AC  avec  le 

reste  AD,  îe  résultat  de  la  première  opération  est  donc 
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le  quotient  i  avec  le  reste  AD,  qu'il  faut  comparer 
avec  BG  on  son  égale  AB. 

On  peut  prendre  AF  — AD,  et  porter  réellemen 
AF  sur  AB;  on  trouverait  qu'il  y  est  contenu  deut 
fois  avec  un  reste  :  mais  comme  ce  reste  et  les  suivants 
vont  en  diminuant,  et  que  bientôt  ils  échapperaient 
par  leur  petitesse ,  ce  ne  serait  là  qu'un  moyen  méca- 
nique imparfait,  d'où  l'on  ne  pourrait  rien  conclure 
pour  décider  si  les  lignes  AC ,  CB,  ont  entre  elles  ou 
n'ont  pas  une  commune  mesure  :  or  il  est  un  moyen 
très-simple  d'éviter  les  lignes  décroissantes,  et  de 
n'avoir  à  opérer  que  sur  des  lignes  qui  restent  toujours 
de  la  même  grandeur. 

En  effet ,  l'angle  ABC  étant  droit ,  AB  est  une  tan- 
gente, et  AE  une  sécante  menée  du  même  point,  de 
sorte  qu'on  a  *  AD:AB::  AB:AE.  Ainsi  dans  la  se- 
conde opération,  où  il  s'agit  de  comparer  AD  avec  AB, 
on  peut,  au  lieu  du  rapport  de  AD  à  AB,  prendre 
celui  de  AB  à  AE  ;  or  AB  ou  son  égale  CD  est  conte- 
nue deux  fois  dans  AE  avec  le  reste  AD  ;  donc  le  ré- 
sultat de  la  seconde  opération  est  le  quotient  2  avec 
le  reste  AD  qu'il  faut  comparer  à  AB. 

La  troisième  opération ,  qui  consiste  à  comparer  AD 
avec  AB ,  se  réduira  de  même  à  comparer  AB  ou  son 
égale  CD  avec  AE ,  et  on  aura  encore  2  pour  quotient 
et  AD  pour  reste. 

Delà  on  voit  que  l'opération  ne  sera  jamais  termi- 
née ,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  pas  de  commune  mesure  entre 
la  diagonale  et  le  côté  du  quarré  :  vérité  qui  était  déjà 
connue  par  l'arithmétique  (puisque  ces  deux  lignes 
sont  entre  elles  ::  V  2  :  1)*,  mais  qui  acquiert  un 
plus  grand  degré  de  clarté  par  la  résolution  géo- 
métrique. 

Scholie.  Il  n'est  donc  pas  possible  non  plus  de 
trouver  en  nombres  le  rapport  exaet  de  la  diagonale 
au  côté  du  quarré  ;  mais  on  peut  en  approcher  tant 
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qu'où  voudra  au  moyen  de  la  fraction  continue  qui 
est  égale  à  ce  rapport.  La  première  opération  a 
donné  pour  quotient  i  ;  la  seconde  et  toutes  les  autres 
à  l'infini  donnent  2  :  ainsi  la  fraction  dont  il  s'agit 
est  1  -|-  ,  .  . 

*  T+7+etc.  à  l'infini. 
Par  exemple  ,  si  on  calcule  cette  fraction  jusqu'au 
[;u:iLric'inie  terme  inclusivement,  on  trouve  que  sa 
valeur  est  1  ~|  ou  |~  ;  de  sorte  que  le  rapport  appro- 
ché de  la  diagonale  au  côté  du  quarré  est  ;:  41  ■  a9- 
On  trouverait  un  rapport  plus  approché  en  calculant 
un  plus  grand  nombre  de  termes. 
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LES   POLYGONES    REGULIERS, 
ET  LA  MESURE  DU  CERCLE. 


DEFINITION. 


Un  polygone  qui  est  à  la  fois  équiangle  et  équi  tolérai, 
s'appelle  polygone  régulier. 

Il  y  a  des  polygones  réguliers  de  tout  nombre  de 
côtés.  Le  triangle  équilatéral  est  celui  de  trois  côtés  ; 
et  le  quarré,  celui  de  quatre. 

PROPOSITION     PREMIÈRE. 


Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  cotés  sont  deux  figures  semblables. 

Soient ,  par  exemple,  les  deux  hexagones  réguliers  ( 
A.BCDEF ,  abcdef;  la  somme  des  angles  est  la  même 
dans  l'une  et  dans  l'autre  figure;  elle  est  égale  à  huit 
angles  droits  *.  L'angle  A  est  la  sixième  partie  de 
cette  somme  aussi  Lien  que  l'angle  a;  donc  les  deux 
angles  A  et  a  sont  égaux.;  il  en  est  par  conséquent  de 
même  des  angles  B  et  b ,  des  angles  C  et  c,  etc. 

De  plus ,  puisque  par  la  nature  de  ces  polygones 
[es  càiès  AB,  BC,  CD,  etc. ,  sont  égaux,  ainsi  que  ab, 
bc ,  cd ,  etc. ,  il  est  clair  qu'on  a  les  proportions  AB  : 
;>h  :-.  Ï'â'.-.I'd  ::  CDît'û'i  ei:c,  ;  &c,v,c  1er,  deux  figures  dont 
il  s'agit  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés  homologue:! 
proportionnels;  donc  elles  sont  semblables  *.  • 
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Corollaire.  Les  périmètres  de  deux  polygones  ré- 
guliers d'un  même  nombre  de  côtés  sont  entre  eux 
comme  les  côtés  homologues,  et  leurs  surfaces  sont 
comme  les  quarrés  de  ces  mêmes  côtés*. 

Scholie.  L'angle    d'un  polygone  régulier  se  déter- 
mine par  le  nombre  de  ses  côtés  comme  celui  d'un 
•  polygone  équiangle  *. 

PROPOSITION  IL 

THÉORÈME. 

Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans 
le  cercle,  et  peut  lui  être  circonscrit. 

Soit'  ABCDE ,  etc. ,  le  polygone  dont  il  s'agit ,  ima- 
ginez qu'on  fasse  passer  une  circonférence  par  les 
trois  points  A ,  B ,  0  ;  soit  O  son  centre,  et  OP  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  le  milieu  du  côté  BC  ;  joignez 
AO  et  OD. 

Le  quadrilatère  OPCD  et  le  quadrilatère  OPBA 
peuvent  être  superposés  :  en  effet  le  côté  OP  est  com- 
mun ,  l'angle  OPC=OPB,  puisqu'ils  sont  droits; 
donc  le  côté  PC  s'appliquera  sur  son  égal  PB,  et  le 
point  C  tombera  en  B.  De  plus,  par  la  nature  du 
polygone,  l'angle  PÇD=PBA,  donc  CD  prendra  !a 
direction  BA,  et  puisque  CD— BA,  le  point  D  tom- 
bera en  A,  et  les  deux  quadrilatères  coïncideront,  en- 
tièrement l'un  avec  l'autre.  La  distance  OD  est  donc 
égale  à  AO  ,  et  par  conséquent  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B ,  C,  passera  aussi  par 
le  point  D  :  mais,  par  un  raisonnement  semblable, 
on  prouvera  que  la  circonférence  qui  passe  par  les 
trois  sommets  B  ,  C ,  D ,  passera  par  le  sommet  sui- 
vant E,  et  ainsi  de  suite;  donc  la  même  circonfé- 
rence qui  passe  par  les  points  A,  B,  C,  passe  par  tous 
les  sommets  des  angles  du  polygone,  et  le  polygone 
est  inscrit  dans  cette  circonférence. 
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En  second  lieu ,  par  rapport  à  cette  circonférence  7 
tous  les  côtés  AB ,  BC ,  CD,  etc.,  sont  des  cordes  égales; 
elles  sont  donc  é«;alenisnt  éloignées  du  centre*  ;  donc  *8'  »■ 
si  du  point  O  ,  comme  centre,  et  du  rayon  OP  ,  on 
décrit  une  circonférence  ,  cette  circonférence  tou- 
chera le  côté  BC  et  tous  les  autres  côtés  du  polygone  . 
chacun  dans  son  milieu,  et  la  circonférence  sera  in- 
scrite clans  le  polygone,  ou  le  polygone  circonscrit  à 
la  circonférence. 

Scliolit'.  1.  Le  point  O,  centre  commun  du  cercle 
inscrit  et  du  cercle  circonscrit  ,  peut  être  regardé 
aussi  comme  le  centre  du  polygone ,  et  par  cette  raison 
on  appelle  angle  au  centre,  l'angle  AOB  formé  par 
les  deux  rayons  menés  aux  extrémités  d'un  même 
côté  AB. 

Puisque  toutes  les  cordes  AB,BC,  etc.,  sont  égales, 
il  est  clair  que  tous  les  angles  au  centre  sont  égaux, 
et  qu'ainsi  la  valeur  de  chacun  se  trouve  en  divisant 
quatre  angles  droits  par  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. 

Schoîie  II.  Pour  inscrire  un  polygone  régulier  d'un 
certain  nombre  de  côtés  dans  une  circonférence  don- 
née, il  ne  s'agit  que  de  diviser  la  circonférence  en 
autant  de  parties  égales  que  le  polygone  doit  avoir  de 
côtés  ;  car,  les  arcs  étant  égaux,  les  cordes  AB ,  BC,  Eg.  i58. 
CD,  etc.,  seront  égales;  les  triangles  ABO,  BOC, 
COD ,  etc. ,  seront  égaux  aussi ,  parce  qu'ils  sont  équi- 
latéraux  entre  eux  ;  donc  tous  les  angles  ABC ,  BCD , 
CDE,  etc.,  seront  égaux;  donc  la  figure  ABC  DE,  etc., 
sera  un  polygone  régulier. 

PROPOSITION     III. 


Inscrire  un   quarré   dans  une   circonférence 
donnée. 
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Tirez  deux  diamètres  AC,  BD,  qui   se  coupent: 

angles  droits;  joignez  les  extrémités  A, B,C,D,  et  la 
figure  ABGD  sera  le  quarré  inscrit  :  car  les  angles 
AOB ,  BOG ,  etc. ,  étant  égaux ,  les  cordes  AB , BC ,  etc., 
sont  égales. 

Scholie.  Le  triangle  BOC  étant  rectangle  et  isoscèle, 
ona*BC:BO;:  1/2:1;  donc  le  côté  du  quarré  inscrit 
est  au  rayon  comme  la  racine  quarrèe  de  2  est  à 
l'unité. 

PROPOSITION    IV. 


Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle 
èquilatèral  dans  une  circonférence  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  AB  un  côté 
de  l'hexagone  inscrit;  si  on  mène  les  rayons  AO,  OB , 
je  dis  que  le  triangle  AOB  sera  équilatéral. 

Car  l'angle  AOB  est  la  sixième  partie  de  quatre  an- 
gles droits;  ainsi  en  prenant  l'angle  droit  pour  unité, 
on  aura  AOB  =^|=^  :  les  deux  autres  angles  ABO  , 
BAO,  du  même  triangle  valent  ensemble  a  —  ~  ou  fj 
et  comme  ils  sont  égaux  ,  chacun  d'eux  —  f  ;  donc  le 
triangle  ABO  est  équilatérai  ;  donc  le  côté  de  l'hexa- 
gone inscrit  est  égal  au  rayon. 

Il  suit  de  là  que  pour  inscrire  un  hexagone  régu- 
lier dans  une  circonférence  donnée,  il  faut  porter  le 
rayon  six  fois  sur  la. circonférence,  ce  qui  ramènera 
au  même  point  d'où  on  était  parti. 

L'hexagone  ABCDEF  étant  inscrit,  si  l'on  joint  les 
sommets  des  angles  alternativement,  on  formera  le 
triangle  équilatérai  ACE. 

Scholie.  La  figure  ABCO  est  un  parallélogramme  et 
même  un  losange,  puisque  AB:=BG— CO:z=A0; 
donc  *  la  somme  des  quarrés  des  diagonales  AC-f- 
BO,  est  égale  à   la  somme  des  quarrés   des  côtés, 
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laquelle  est  4  AB  oa  4  BO;  retranchant  de  part  et 
d'autre  Bu",  il  restera  Â~C*=  3  BO";  donc  AC-BÔ"3.: 
3:i,  ou  AC:BO::  l/3:ij  donc  de  core  r/«  triangle 
itjuUatèmt  inscrit  est  au.  rayon  comme  la  racine 
quarrêe  de  3  est  a  ûunitê. 

PROPOSITION   V. 


Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone 
régulier,  ensuite  un  pentagone  et  un  pente  dé- 
cagone. 

Divisez  le  rayon  AO  en  moyenne  et  extrême  raison   Eg.  i5g. 
au  point  M  *  ,  prenez  la  corde  AB  égale  au  plus  grand   1?™$^' 
segment  OM,  et  AB  sera  le  côiq  du.  décagone  régulier 
qu'il  faudra  porter  dix  fois  sur  la  circonférence. 

Car  en  joignant  MB,  on  a  par  construction  AO; 
OM::OM:AM;  ou,  à  cause  de  AB=OM,  AO:AB 
;:AB:AM;  donc  les  triangles  ABO,  AMB ,  ont  un 
angle  commun  Acc-mrsi'is  cuir;:  i/ùtés  proportionnels  ; 
donc  ils  sont  semblables  *.  Le  triangle  OAB  est  isos-  *ao,  3. 
cèle,  donc  le  triangle  AMB  l'est  aussi,  et  on  a  AB— 
BM  :  d'ailleurs  AB=OM;  donc  aussi  MB  =  OM  ; 
donc  le  triangle  BM'O  est  isoscèle. 

L'angle  AMB,  extérieur  au  triangle  isoscèle  BMO, 
est  double  de  l'intérieur  0*;  or  l'angle  AMB— MAB;  *  19.'- 
donc  le  triangle  OAB  est  tel  que  chacun  des  angles  à 
la  base,  OAB  ou  OBA,  est  double  de  l'angle  au  som- 
met 0;  donc  les  trois  angles  du  triangle  valent  cinq 
fois  l'angle  0,  et  ainsi  l'an  g]  e  O  est  la  cinquième 
partie  de  deux  angles  droits,  ou  la  dixième  de  qua- 
tre :  donc  l'arc  AB  est  la  dixième  partie  de  la  cir- 
conférence, et  la  corde  AB  est  le  coté  du  décagone 
régulier. 
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Corollaire  l.  Si  on  joint  de  deux  en  deux  les  sommets 
du  décagone  régulier,  oit  formera  le  pentagone  régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire  II.  AB  étant  toujours  le  côté  du  déca- 
gone, soit  AL  le  côté  de  l'hexagone;  alors  l'arc  BL 
sera,  par  rapport  ;i  lu  circonférence,  j — ïTou7ri  donc 
'a  corde  BL  sera  le  côté  du  pentcdécagone  ou  poly- 
gone régulier  de  i5  côtés.  On  voit  en  même  temps 
que  l'arc  CL  est  le  tiers  de  CB. 

Scholie.  Un  polygone  régulier  étant  inscrit,  si  on 
divise  les  arcs  sous-tendus  par  ses  cotés  eu  deux  par- 
ties égales ,  et  qu'on  tire  les  cordes  des  demi-arcs } 
celles-ci  formeront  un  nouveau  polvgoce  régulier 
d'un  nombre  de  côtés  double  :  ainsi  on  voit  que  le 
quarré  peut  servir  à  inscrire  successivement  les  po- 
lygones réguliers  de  8  ,  16  ,  3a ,  etc. ,  côtés.  De  même 
hexagone  servira  à  inscrire  les  polygones  réguliers 
de  12,24,4^)  etc.,  côtés;  le  décagone,  des  polygones 
de  20,  4°î  80,  etc.,  côtés;  le  pentédécagone ,  des 
polygones  de  3o,  60,  120,  etc.,  côtés  (1). 

PROPOSITION  VI. 

PROBLÈME. 

Etant  donné  le  polygone  régulier  inscrit 
ABC13,  etc.  ,  circonscrire  à  la  même  circonfé- 
rence un  polygone  semblable. 

(1)  On  a  cru  long-temps  (pie  ces  polygones  étaient  les  seuls 
qui  pussent  être  inscrits  par  les  procédés  de  la  génmélï'ie  élé- 
mentaire, ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  résolution  des 
équation*  du  premier  et  du  second  degré  :  mais  M.  Gauss  a 
prouvé  ,  dans  un  oiwi  agi:  iutiiuii:  Di-, ./ni.- i: un, ci  strith/ui-ticti; ,  Up- 
siiï  ,  1801,  qu'on  peut  inscrire  par  de  semblables  moyens  le  po- 
lygone régulier  de  dix-sept  côtés,  et  en  général  celui  de  a"-f- 1 
côtés ,  pourvu  que  s"-|-i  soit  un  nombre   premier. 
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Aupoin  t'f,  milieu  del'arcAB,  menez  la  tangen te  GH, 
(jui  sera  parallèle  à  AR*;  faites  la  même  chose  au  milieu    * 
de  chacun  des  autres  ares  BCS  CD,  etc.;  ces  tangentes 
formeront  par  leurs  intersections  le  polygone  régulier 
circonscrit  GHIK ,  etc. ,  semblable  au  polygone  inscrit. 

il  est  aisé  devoir  ù'abord  que  les  trois  points  0, 
B,  H,  sont  en  ligne  droite,  car  les  triangles  rectan- 
gles OTH,  OHN,  ont  l'hypoténuse  commune  OH,  et 
le  côté  OT  =  QN;  donc  ils  sont  égaux*;  donc  ' 
l'angle  TOÏÏ  =  HON ,  et  par  conséquent  la  ligne  OH 
passe  par  le  point  B  milieu  de  l'arc  TN  :  par  la  même 
raison  le  point  I  est  sur  le  prolongement  de  OG,  etc. 
Mais,  puisque  GH  est  parallèle  à  AB  et  Hf  à  BC, 
l'angle  GHI=ABC  *;  de  même  HIK  =  BCD,  etc. 
donc  les  angles  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
à  ceux  du  polygone  inscrit.  De  plus,  à  cause  de  ces 
mêmes  parallèles,  on  a  GH:AB  :;  OH:OB ,  et  HI: 
BC::OH:OB;  donc  GH:AB::  HI:BC.  Mais  AB  — 
BC ,  donc  GH  =  HI.  Par  la  même  raison  ÏH= IK ,  etc.  ; 
donc  les  eûtes  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
entre  eux;  donc  ce  polygone  est  régulier  et  semblable 
au  polygone  inscrit. 

Corollaire  ï.  Réciproquement ,  si  on  donnait  le 
poivj^Mic  c'in-oiïscrk  G  3 1.  il\,  etc. ,  et  qu'il  fallût  tracer 
par  son  moyen  le  polygone  inscrit  ABC,  etc.,  on 
voit  qu'il  suffirait  de  mener  auxsommeSsG,  H,  I,  etc., 
d.i.i  polygone  donné  les  lignes  OG-,  OH,  etc. ,  qui  ren- 
contreraient la  circonférence  aux  points  A,  B,  C,  etc.; 
on  joindrait  ensuite  ces  points  par  les  cordes  AB  , 
BC,  etc.,  qui  formeraient  le  polygone  inscrit.  On 
pourrait  aussi,  dans  le  même  cas,  joindre  tout  sim- 
plement les  points  de  contact,  T,  N,  P,  etc.,  par  les 
cordes  TN,  NP,  etc.,  ce  qui  formerait  également  un 
polygone  inscrit  semblable  au  circonscrit. 

Corollaire   IL   Donc   on    peut   circonscrire   à   un 
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cercle  lionne  tous  les  polygones  réguliers  qu'o 
inscrhe  dans  ce  cercle,  et  réciproquement. 

PROPOSITION   VII. 


L'aire  d'un  polygone  régulier  est  égale  à  son 
■pc.rimetre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  inscrit. 

Soit,  par  exemple, le  polygone  régulier  G  H IK ,  etc. , 
le  triangle  GOII  a  pour  mesure  GH  X  7OT,  le  triangle 
OHI  a  pour  mesure  HIx^ON  :  mais  ON  —  OT; 
donc  les  deux  triangles  réunis  ont  pour  mesure 
(GH-l-HI)  x-iOT.  En  continuant  ainsi  pour  les 
antres  triangles,  on  verra  que  la  somme  de  tous  les 
triangles,  ou  le  polygone  entier  a  pour  mesure  la 
somme  des  bases  GH,  HI,  IK,  etc.,  ou  le  périmètre 
du  polygone ,  multiplié  par  7OT,  moitié  du  rayon  du 
œi'do  inscrit. 

Scholie.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  OT  n'est  autre 
chose  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
un  des  côtés  ;  on  l'appelle  quelquefois  Xapothême  du 
polygone. 

PROPOSITION    VIII. 


Les  périmètres  des  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés  sont  comme  les  rayons 
des  cercles  circonscrits ,  et  aussi  comme  les  rayons 
des  cercles  inscrits;  leurs  surfaces  sont  comme  les 
quarrès  de  ces  mêmes  rayons. 

Soil  AB  un  côté  de  l'un  des  polygones  dont  il 
s'agît,  0  son  centre,  -et  par  conséquent  OA  e  rayon 
du  cercle  circonscrit,  et  OD,  perpendiculaire  sur  AL , 
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le   rayon    du   cercle    inscrit;  soie  pareillement  ab  le 

côté  d'un  autre  polygone  semblable,  o  son  centre, 
oa  et  od  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  inscrit. 
Les  périmètres  des  deux  polygones  sont  entre  eux. 
comme  les  côtés  ÂB  ei.  ah;  mais  les  angles  à  et  a  sont 
égaux  comme  étant  chacun  moitié  de  l'angle  du  po- 
lygone; il  en  est  de  même  des  angles  B  et  b;  donc  les 
triangles  A.lïO ,  nlto,  sonf,  semblables,  ainsi  que  les 
triangles  rectangles  A\)0,  ado;  donc  AB:af>  ::  A.O- 
ao  '■'■  l)Q: do;  donc  les  périmètres  des  polygones  son* 
entre  snx  comme  les  rayons  ÀO ,  ao ,  des  cercles  cir- 
conscrits ,  et  aussi  comme  les  rayons  DO ,  do ,  des 
cercles  inscrits. 

Les  surfaces  de  ces  mêmes  polygones  sont  entre 
oï les  oo-iime  ;es  quavrés  des  «rites  iiOîïiûioguiîs  AB  ;U>; 
elles  sont  par  conséquent  aussi  nomme  ks  q  narrés  de,; 
i-ajoiss  des  cercles  eîi'eonserhs  AO,  «.<■;  ,  on.  comme  les 
quarrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  OD ,  od. 

PROPOSITION   IX. 


Toute  ligne  courue  ou  polygone  qui  enveloppe 

d'i.uip.  exlrèa'lié  à  C nuire  t'a  iipjie  convexe  .-V.V'ld; 
est  plus  longue  que  la  ligne  enveloppée  AMI). 

Nous  ayons  déjà  dit  que  pai'  ligue  convexe  nous  ( 
entendons  .me  i igné  courbe  ou  polygone,  ou  en  par- 
lie  courbe  et  en  partie  polygone,  toile  qu'une  ligne 
droite  ne  peut  la  couper  en  pins  de  deux  points.  Si  la 
ligue  À'MB  avait  des  parties  feutra» tes  ou  des  sinuo- 
siîés,  «île  cesserait  d'être  convexe,  parce  qu'il  esi  aisé 
de  voir  qu'une  ligne  droite  pourrait  la  couper  en  plus 
de  deux  points.  Les  arcs  de  cercle  sont  essentielle- 
ment convexes;  ni  ai  s  la  proposition  dont  il  s'agii;  iuah>~ 
tenant  s'étend  à  une  ligne  que/roisqua  qui  remplis,  la 
condition  exigée. 
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Cela  posé,  si  la  ligne  AMB  n'est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  l'enveloppent,  il  existera  parmi  ces 
dernières  une  ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres, 
laquelle  sera  plus  petite  que  AMB,  ou  tout  au  plus 
égale  à  AMB.  Soit  ACDEB  cette  ligne  enveloppante  ; 
entre  les  deux  lignes  menez  par-tout  où  vous  voudrez 
la  droite  PQ,  qui  ne  rencontre  point  la  ligne  AMBS 
ou  du  moins  qui  ne  fasse  que  la  toucher;  la  droite  PQ 
est  plus  courte  que  PCDEQ;  donc,  si  à  la  partie 
PCDEQ  on  substitue  la  ligne  droite  PQ,  on  aura  la 
ligne  enveloppante  APQB  plus  courte  que  API3QB. 
Mais,  par  hypothèse  ,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte 
de  toutes;  donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister  ; 
donc  toutes  les  lignes  enveloppantes  sont  plus  longues 
que  AMB. 

Scholie.  On  démontrera  absolument  de  la  même 
manière  qu'une  ligne  convexe  et  rentrante  sur  elle- 
même  AMB,  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui  l'en- 
velopperait de  toutes  parts,  soit  que  la  ligne  envelop- 
pante FHG  touche  AMB  en  un  ou  plusieurs  points , 
soit  qu'elle  l'environne  sans  la  toucher. 

PROPOSITION  X. 

LE  MME. 

Deux  circo/iférences  concentriques  étant  don- 
nées, on  peut  toujours  inscrire  dans  lapins  grande, 
un  polygone  régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent 
pas  la  plus  petite ,  et  on  peut  aussi  circonscrire  à 
la  plus  petite  un  polygone  régulier  dont  les  cotés 
ne  rencontrent  pas  la  grande;  de  sotte  que  dans 
l'un  et  dans  l'autre  cas  les  côtés  du  polygone  dé- 
crit seront  renfermés  entre  les  deux  circonférences. 

Soient  GA,  CB ,  les  rayons  des  deux  circonférences 
données.  Au  point  A  menez  la  tangente  DE  termi- 
née à  la  grandn    circonférence    en  D  fit  E  :  inscrivez 
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dans  la  grande  circonférence  l'un  des  polygones  ré. 
guliers  qu'on  peut  inscrire  par  les  problèmes  précé- 
dents, divisez  ensuite  les  arcs  sous-tendus  par  les 
côtés  en  deux  parties  égales,  et  menez  les  cordes  des 
demi-arcs;  vous  aurez  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  côtés  double.  Continuez  la  bissection  des 
arcs  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un  arc  plus  petit 
que  DBE.  Soit  MBN  cet  arc  (dont  le  milieu  est  sup- 
posé en  B);  il  est  clair  que  la  corde  MN  sera  plus 
éloignée  du  centre  que  DE,  et  qu'ainsi  le  polygone 
régulier  dont  MN  est  le  côté  ne  saurait  rencontrer  la 
circonférence  dont  CA  est  le  rayon. 

Les  mêmes  eboses  étant  posées,  joignez  CM  et  GN 
qui  rencontrent  la  tangente  DE  en  P  et  Q;  PQ  sera  le 
côté  d'un  polygone  circonscrit  à  la  petite  circonfé- 
rence, semblable  au  polygone  inscrit  dans  la  grande, 
dont  le  côté  est  MN.  Or  il  est  clair  que  le  polygone 
circonscrit  qui  a  pour  côté  PQ,  ne  saurait  rencon- 
trer la  grande  circonférence,  puisque  GP  est  moindre 
que  CM. 

Donc,  par  la  même  construction  ,  on  peut  décrire 
un  polygone  régulier  inscrit  dans  la  grande  circon- 
férence, et  un  polygone  semblable  circonscrit  à  la 
petite,  lesquels  auront  leurs  côtés  compris  entre  les 
deux  circonférences. 

Scholie.  Si  on  a  deux  secteurs  concentriques  FCG, 
ICI!,  on  pourra  de  même  inscrire  dans  le  plus  grand 
une  portion  de  polygone  régulier,  ou  circonscrire  au 
plus  petit  une  portion  de  polygone  semblable,  de  sorte 
que  les  contours  des  deux  polygones  soient  compris 
entre  les  deux  circonférences  :  il  suffira  de  diviser 
l'arc  FBG  successivement  en  a,  4,8,  i6,etc. ,  parties 
égides,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  aune  partie  plus 
petite  que  DBE. 

Mous  appelons  ici  portion  de  polygone  régulier  la 
figure  terminée  par  une  suite  de  cordes  égales  inscrites 
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dans  l'arc  FG  d'uni?  extrémité  à  l'antre.  Cette  portion 
a  les  propriétés  principales  des  polygones  réguliers, 
elle  a  les  angles  égaux  et  les  côtés  égaux,  elle  est  à  la 
foi.';  inscriptibly  et  cirronscripiible-  au  cercle;  cepen- 
dant elle  ne  ferait  partie  d\m  uolygo no  régulier  pro- 
prement dit,  qu'autant  que  l'are  sous- tendu  par  un 
de  ses  côtés  serait  une  partie  aliquote  de  la  circon- 
férence. 

PROPOSITION   XL 

THÉORÈME. 

Ces  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons,  et  leurs  surfaces  comme  les 
quarrès  des  rayons. 

Désignons,  pour  abréger,  par  cire.  CA  la  circon- 
férence qui  a  pour  rayon  CA;  je  dis  qu'on  aura 
arc.  CA:  cire.  OB  ::  CA:OB. 

Car,  si  cette  proportion  n'a  pas  lieu,  GA  sera  à 
OB  comme  cire.  GA  est  à  un  quatrième  terme  plus 
grand  ou  plus  petit  que  cire.  OB  :  supposons-le  plus 
petit,  et  soit,  s'il  est  possible,  CA  :  OB  :  ;  cire.  CA: 
cire.  OD. 

Inscrivez  dans  la  circonférence  dont  OB  est  le  rayon 
un  polygone  régulier  EFGKLE,  dont  les  côtés  ne 
rencontrent  point  la  circonférence  dont  01)  est  le 
rayon  *;  inscrivez  un  polygone  semblable  MNPTSM 
dans  la  circonférence  dont  GA  est  !e  rayon. 

Cela  posé,  puisque  ces  polygones  sont  semblables, 
leurs  périmètres  MNPSM,  EFGKE  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  GA,  OB,  des  cercles  circonscrits  *, 
et  on  aura  MNPSM  :  EFGKE  ::  GA  :  OB  ;  mais , 
par  hypothèse  ,  GA  ;  OB  .  :  cire.  C  A  :  cire.  OD  ;  donc 
MNPSM  :  EFGKE  ::  cire.  CA  :  cire.  OD.  Or,  cette 
proportion  est  impossible,  car  le  contour  MNPSM 
est  moindre  que  cire.  CA  *,  et  au  contraire  E!,-GKF. 
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est  plus  grand  que  cire.  OD  ;  donc  il  est  impossible 
que  CÀ  soit  à  OB  comme  cire.  CA  est  à  une  circonfé- 
rence plus  petite  que  cire.  OB,  ou,  en  termes  plus 
yénévaux,  il  est  impossible  qu'un  rayon  soit  à  un 
rayon  comme  la  circonférence  décrite  du  premier 
rayon  est  à  une  circonférence  plus  petite  que  la  cir- 
conférence décrite  du  second  rayon. 

De  là  je  conclus  qu'on  ne  peut  avoir  non  plus ,  CA 
est  à  OB  comme  cire.  CA  est  à  une  circonférence 
plus  grande  que  cire.  OB  ;  car  si  cela  était,  on  aurait, 
en  renversant  les  rapports  :  OB  est  à  CA  comme  une 
circonférence  plus  grande  que  cire.  OB  est  à  cire.  CA, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  comme  cire.  OB  est  à 
une  circonférence  plus  petite  que  cire.  CA;  donc  un 
rayon  serait  à  un  rayon  comme  la  circonférence  dé- 
crite du  premier  rayon  est  à  une  circonférence  plus 
petite  que  la  circonférence  décrite  du  second  rayon, 
ce  qui  a  été  démontré  impossible. 

Puisque  le  quatrième  terme  de  la  proportion  CA: 
OB::  cire.  CA:3C  ne  peut  être  ni  plus  petit  ni  plus 
grand  que  cire.  OB ,  il  faut  qu'il  soit  égal  à  cire.  OB; 
donc  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons. 

Un  raisonnement  et  une  construction  entièrement 
semblables  serviront  à  démontrer  que  les  surfaces 
des  cercles  sont  comme  les  quanés  de  leurs  rayons. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  d'autres  détails  sur  cette 
proposition,  qui  d'ailleurs  est  un  corollaire  de  la  sui- 
vante. 

Corollaire.    Les    arcs   semblables   AB,   DE,   sont  fi 
comme  leurs  rayons  AC,DO,  et  les  secteurs  sembla- 
bles ACB ,  DOE ,  sont  comme  les  quarrés  de  ces  mêmes 
rayons. 

Car,  puisque  les  arcs  sont  semblables,  l'angle  C 
est  égal  à  l'angle  O";  or  l'angle  C  est  à  quatre  angles   * 
droits  comme  l'arc  AB  est  à  la  circonférence  entière  n 
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décrite  du  rayon  AC*,  et  l'angle  O  est  à  quatre  angles 
droits  comme  l'arc  DE  est  à  la  circonférence  décrite 
du  rayon  OD;  donc  les  arcs  AB,  DE,  sont  entre  eux 
comme  les  circonférences  dont  ils  font  partie  :  ces  cir- 
conférences sont  comme  les  rayons  AG,  DO,  donc 
arcABiarc'DE::  AC:DO. 

Par  la  même  raison  les  secteurs  ACB,  DOE,  sont 
comme  les  cercles  entiers,  ceux-ci  sont  comme  les 
quarrés   des  rayons  ;   donc  sect,   ACB  :  sect.  DOE  ;  : 

ÂC  :  DO. 

PROPOSITION   XII. 


L'aire  du  cercle  est  égaie  au  produit  de  sa 
circonférence  par  la  moitié  du  rayon. 

Désignons  par  surf.  CA  la  surface  du  cercle  dont  le 
rayon  est  CA;  je  dis  qu'on  aura  surf.  CA^-^CAx 
cire.  CA. 

Car  si-^CAxcirc.  CAn'est  pas  l'aire  du  cercle  dont 
CA  est  le  rayon,  cette  quantité  sera  la  mesure  d'un 
cercle  plus  grand  ou  plus  petit.  Supposons  d'abord 
qu'elle  est  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand,  et  soit, 
s'il  est  possible,  ^-CA X cire.  GA.=surf.CB. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  CA  circonscrivez  un 
polygone  régulier  DEFG ,  etc. ,  dont  les  côtés  ne  ren- 
contrent pas  la  circonférence  qui  a  CB  pour  rayon*; 
la  surface  de  ce  polygone  sera  égale  à  son  contour 
DE  +  EF  +  FG+etc.  multiplié  par|AC*:mais  le 
contour  du  polygone  est  plus  grand  que  la  circon- 
férence inscrite,  puisqu'il  l'enveloppe  de  toutes  parti; 
donc  la  surface  du  polygone  DEFG,  etc.,  est  plus 
grande  que-)  ACXew'c.  AC,  qui,  par  hypothèse,  est  la 
mesure  du  cercle  dont  CB  est  le  rayon  ;  donc  le  poly- 
gone serait  plus  :>raviil  que  le  cercle.  Or  au  contraire: 
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il  esc  plus  petit,  puisqu'il  y  est  contenu;  donc  il  est 
impossible  que  l-  CA X  cire.  CA  soit  plus  grand  que 
surf.  CA,  ou,  en  d'autres  termes,  il  est  impossible  que 
la  circonférence  d'un  cercle  multipliée  par  la  moitié 
de  son  rayon  soit  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand. 

Je  dis  en  second  lieu  que  îe  même  produit  ne  peut 
être  la  mesure  d'un  cercle  plus  petit;  et,  pour  ne  pas 
changer  de  figure,  je  supposerai  qu'il  s'agit  du  cercle 
dont  CB  est  le  rayon;  il  faut  donc  prouver  que^CB 
X  cire,  CB  ne  peut  être  la  mesure  d'un  cercle  plus 
petit,  par  exemple,  du  cercle  dont  le  rayon  est  CA- 
En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  -GBxeirc.  CB  — 
surf.  CA. 

Ayant  fait  la  même  construction  que  ci-dessus,  la 
surface  du  polygone  DEFG ,  etc. ,  aura  pour  mesure 
(DE  +  EF  +  FG+etc.)XTCA;  mais  le  contour 
DE  +  EF -J- FG  +  etc. ,  est  moindre  que  cire.  CB 
qui  l'enveloppe  de  toutes  parts;  donc  l'aire  du  poly- 
gone est  moindre  que  ^  CA  X  cire.  CB ,  et.  à  plus  force 
raison  moindre  que  j  CB  x  cire.  CB.  Cette  dernière 
quantité  est,  par  hypothèse,  la  mesure  du  cercle  dont 
CA  est  le  rayon  ;  donc  le  polygone  serait  moindre 
que  le  cercle  inscrit,  ce  qui  est  absurde;  donc  il  est 
ioijH);'.ible  que  la  circonférence  d'un  cercle,  multi- 
pliée par  la  moitié  de  son  rayon ,  soit  la  mesure  d'un 
cercle  plus  petit. 

Donc  enfin  la  circonférence  d'un  cercle  multipliée 
par  la  moitié  de  son  rayon  est  la  mesure  de  ce  même 
cercle. 

Corollaire  I.  La  surface  d'un  secteur  est  égale  à  l'are   t 
de  ce  secteur  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 

Car  le  secteur  ACB  est  au  cercle  entier  comme 
l'arc  AMB  est  à  la  circonférence  entière  ABD",  ou 
comme  AMEx^AC  est  à  ABDX7AC.  Mais  le  cercle 
entiers  ABD  x  jAC;  donc  le  secteur  ACB  a  pour 
mesure  AMB  X  jAG, 
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Corollaire  II.  Appelons  >x  la  circonférence  dont  le 
diamètre  est  t'imite;  puisque  les  circonférences  son 
comme  les  rayons  ou  comme  les  diamètres ,  on  pourra 
faire  cette  proportion  :  le  diamètre  i  est  à  sa  circonfé- 
rence if  comme  le  diamètre  2CA  est  à  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  CA;  de  sorte  qu'on  aura 
ee-i65-  r:u::aGA:cire.  CA;  donc  cire.  CA^airxCA. 
Multipliant  de  part  et  d'autre  par  j  CA,  on  aura 
jGA.ye.cire.  CA  =  irxCA,  ou  surf,  CA—tt.  CA; 
donc  la  surface  d'un  cercle  est  égale  au  produit  du 
quarrè  de  son  rayon  par  le  nombre  constant  tt,  qui 
représente  la  cireonfêienee  dont  le  diamètre  est  I  ,  OU 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Pareillement  la  surface  du  cercle  qui  a  pour  rayon 
OB  sera  égale  à  irxOB;  or  tt  X  CA  :  w  X  OB  :  : 
CA:OB;  donc  les  surfaces  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  quarrn  de  leurs  rayons.,  ce  qui  s'iiecortle 
avec  le  théorème  précédent. 

Scholie.  Sous  avons  déjà  dit  que  le  problême  de  la 
quadrature  du  cercle  consiste  à  trouver  un  quarrè  é;;a  [ 
en  surtace  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  connu  ;  or  on 
vient  de  prouver  que  le  cercle  est  équivalent  au  rec- 
tangle fait  sur  la  circonférence  et  la  moitié  du  rayon, 
et  ce  rectangle  se  change  en  quarré  en  prenant  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ses  deux  dimensions*: 
ainsi  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  se  ré- 
duit à  trouver  la  circonférence  quand  on  connaît  le 
*  pr. 6,  rayon,  et  pour  cela  il  suffit  de  connaître  le  rapport 
"■    ■    de  la  circonférence  au  rayon  ou  au  diamètre. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  pu  déterminer  ce  rapport 
que  d'une  manière  approchée;  mais  l'approximation 
a  été  poussée  si  loin,  que  ia  connaissance  du  rapport 
exact  n'aurait  aucun  avantage  réel  sur  celle  du  rap- 
port approché.  Aussi  cette  question,  qui  a  beaucoup 
occupé  les  géomètres  lorsque  les  .méthodes  d'approxi- 
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étaient  moins  connues,  est  maintenant  relé- 
guée parmi  les  questions  oiseuses  dont  il  n'est  permis 
de  s'occuper  qua  ceux  qui  ont  à  peine  les  premières 
notions  de  géométrie. 

Ârchimkde  a  prouvé  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  est  compris  entre  3^  et  "i—  j 
ainsi  3^  ou  "  est  une  valeur  déjà  fort  approchée  du 
nombre  que  nous  avons  représenté  par  x,  et  cette 
première  approximation  est  fort  en  usage  à  cause  de 
sa  simplicité.  Métius  a  trouvé  pour  le  même  nombre 
la  valeur  beaucoup  plus  approchée  ~~.  Enfin  la  va- 
leur de  it,  développée  jusqu'à  un  certain  ordre  de 
décimales,  a  été  trouvée  par  d'autres  calculateurs 
3, i4i59265358g793a,  etc.,  et  on  a  en  la  patience  de 
prolonger  ces  décimales  jusqu'à  la  cent  vingt-septième 
ou  même  jusqu'à  la  cent-quarantième.  Il  est  évident 
qu'une  telle  approximation  équivaut  à  la  vérité,  et 
qu'on  ne  connaît  pas  mieux  1rs  racines  des  puissance-; 
imparfaites. 

On  expliquera,  dans  les  problêmes  suivants,  deux 
des  méthodes  élémentaires  les  plus  simples  pour  obte- 
nir ces  approximations. 

PROPOSITION  XIII. 

PROBLÈME. 

Étant  données  les  surfaces  d'un  polygone  ré- 
gulier insciit  et  d'un  polygone  semblable  cir- 
conscrit, trouver  les  su/faces  des  polygones  ré- 
guliers inscrite!:  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés 
double. 

Soit  AB  le  côté  du  polygone  donné    inscrit,  EF  e 
parallèle  à  AB,  celui  du  polygone  semblable  circon- 
scrit, 0  le  centre  du  cercle;  si  on  tire  la  corde  AM  et 
les  tangentes  AP,  BQ,  la  corde  AM  sera  le  côté  du 
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polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double,  et 
PQ  double  de  PM  sera  celui  du  polygone  semblable 
*6.  circonscrit  *.  Cela  posé,  comme  la  même  construction 
aura  lieu  dans  les  différents  angles  égaux  à  ACM,  il 
suffit  de  considérer  l'angle  ACM  seul ,  et  les  triangles 
qui  y  sont  contenus  seront  entre  eux  comme  les  poly- 
gones entiers.  Soit  A  la  surtaxe  du  polygone  inscrit 
dont  AB  est  un  côté,  B  la  surface  du  polygone  sem- 
blable circonscrit,  A'  la  surface  du  polygone  dont 
AM  est  un  coté,  B'  la  surface  du  polygone  semblable 
circonscrit;  A  et  B  sont  connus,  il  s'agit  de  trouver 
A'  et  B'. 

i°  Les  triangles  ACD,  ACM,  dont  le  sommet 
commun  est  A,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
CD,  CM;  d'ailleurs  ces  triangles  sont  comme  les  po- 
lygones A  et  A'  dont  ils  font  partie;  donc  A:A':; 
CD:CM.  Les  triangles  CAM,  CME,  dont  le  sommet 
commun  est  M,  sont  entre  eux  comme  leurs  hases 
CA,  CE;  ces  mêmes  triangles  sont  comme  les  poly- 
gones A' et  B  dont  ils  font  partie;  donc  A'  :B::CA:CË. 
Mais  à  cause  des  parallèles  AD,  ME,  on  a  CD: CM:: 
CA:CE;  donc  A:A'::A':B;  donc  le  polygone  A', 
l'un  de  ceux  que  l'on  cherche,  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  deux  polygones  connus  A  et  B  ,  et  on 

a  par  conséquent  A'— t/AxB. 

a°  A  cause  de  la  hauteur  commune  CM ,  le  trian- 
gle CPM  est  au  triangle  CPE  comme  PM  est  à  PE  ; 
mais  la  ligne  CP  divisant  en  deux  parties  égales 
7,3.1'angle  MCE,  on  a*  PM:  PE:  ;CM:CE:  :  CD:CA:: 
A:A';  donc  CPM:CPE:;A: A',  et  par  suite,  CPM: 
CPM+CPE,  ou  CME::A:A+A'.  Mais  CMPA 
ou  aCMP  et  CME  sont  entre  eux  comme  les  poly- 
gones B'  et  B  dont  ils  font  partie;  donc  B':B:: 
sA:A+A''.  On  a  déjà  déterminé  A';,  cette  nou- 
velle proportion  déterminera    B',  et  on  aura  B'^= 
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-,-;,;  donc,  au  moyen  des  polygones  A  et  B,  il  est 

facile  île  trouver  les  polygones  A'  el  B'  qui  ont  deux 
fois  plus  de  côtés. 

PROPOSITION  XIV. 


Trouve?-  le  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre. 

Soit  le  rayon  du  cercle  =:i,  le  côté  du  quatre 
inscrit  sera  1/2*,  celui  du  quarré  circonscrit  sera 
égal  ;m  diaiucrrfl  a;  donc  la  surface  du  quarré  ins- 
crit:^ 2,  et  celle  du  quarré  circonscrit::^:^  Mainte- 
nant, si  on  fait  A~z  et  B=4,  on  trouvera  par  le 
problème    précédent   l'octogone    inscrit   A'^ri/8=: 

2,8284271  1   et  l'octogone  circonscrit  B'z=— — -3— 

3,3  i3jo85.  Connaissant  ainsi  les  octogones  inscrit 
et  circonscrit,  on  trouvera  par  leur  moyen  les  po- 
lygones d'un  nombre  de  côtés  double;  il  faudra  de 
nouveau  supposer  A= 2,8284271,  B  =  3, 3 137083,  et 

on   aura  A'— l/AxB— 3,0614674 ,  et  B'~Vrx; 

-.-^3,ï82jcj79.  Knsidte  ces  polygones  de  16  côtés  ser- 
viront à  connaître  ceux  de  3a ,  et  on  continuera  ainsi 
jusqu'à  ce  que  le  calcul  ne  donne  plus  de  différence 
entre  les  polygones  inscrit  et  circonscrit,  au  moins 
dans  l'ordre  de  décimales  auquel  on  s'est  arrêté,  qui 
est  le  septième  dans  cet  exemple.  Arrivé  à  ce  point, 
on  conclura  que  le  cercle  est  égal  au  dernier  résultat, 
car  le  cercle  doit  toujours  être  compris  entre  le  po- 
lygone inscrit  et  le  polygone  circonscrit  ;  donc  si 
ceux-ci  ne  diffèrent  point  entre  eux  jusqu'à  un  certain 
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ordre  de  décimales,  le  cercle  n'en  différera  pas  non 

plus  jusqu'au  même  ordre. 

Voici  le  calcul  de  ces  polygones  prolongé  jusqu'à 
ce  qu'ils  ne  diffèrent  plus  dans  le  septième  ordre  de 
décimales. 


pfomhH  ta  cités.  Polygone  iiucnt.  l-olygOM    drcoiuont. 

4 2,0000000    4i°°ooooo 

8 2,82842;!    3,3i37o85 

16 3,0614674  3,1825979 

3a  3,i2i445i  3,i5i7a49 

64  3,i365485  3,i44*i84 

128  3,i4o33h  3,i422236 

236  ......  3,1412772  3,14*7304 

5I2 3,i4i5i38  3,i4i63ai 

1024  3,14*5729  3,1416025 

2048 3,i4i5877  3,i4i5q5i 

4096  3,1415914  3,i4i5933 

8192  ......  3,i4i59s3  3,14*5928 

*6384 3,*4*59a5  3,14*5927 

32768  3,i4*5926  3,14*5926 

De  là  je  conclus  que  la  surface  du  cercle  ^ 
3,14*5926.  On  pourrait  avoir  du  doute  sur  la  der- 
nière décimale  à  cause  des  erreurs  qui  viennent  des 
parties  négligées;  mais  le  calcul  a  été  fait  avec  une 
décimale  de  plus,  pour  être  sûr  du  résultat  que  nous 
venons  de  trouver  jusque  dans  la  dernière  décimale. 

Puisque  la  surface  du  cercle  est  égale  à  la  demi- 
circontérence  multipliée  par  le  rayon,  le  rayon  étant 
1,  la  demi-circonférence  est  3,14*5926;  ou  bien  le 
diamètre  étant  1,  la  circonférence  est  3,i4i:h/.-.6'; 
donc  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  dé- 
signé ci-dessus  par  tî  =  3, 14*5926, 
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PROPOSITION  XV. 


Le  triangle  CAB  est  équivalent  au  triangle  isoscèle  DCE ,  fig-  ■;<>■ 
qui  a  le  même  angle  C ,  et  dont  le  coté  CE  égal  à  CD  est 
moyen  proportionnel  entre  CA  et  CB.  De  plus f  si  f angle 
CAB  est  droit,  la  perpendiculaire  Cl'  abaissée  sur  a  base 
du  triangle  isoscèle ,  sera,  moyenne  proportionnelle  entre  le 
calé  CL  et  la  demi-somme  des  côtés  CA,  CB. 

Car,  i°  à  cause  de  l'angle  commun  C,  le  triangle  ABC  est 
au  triangle  isoscèle  DCE  comme  AC  X  CB  est  à  DC  X  CE ,  ou 
DC*;  donc  ces  triangles  seront  équivalents,  si  DC  =  AC  *  s/"  3' 
XCB,  ou  si  DC  est  moyenne  proportionnelle  entre  AC 
et  CB. 

a°  La  perpendiculaire  CGF  coupant  en  deux  parties  égales 
l'angle  ACB ,  on  a*  AC,  :  GB  :  :  AC  :  CB ,  d'où  résulte ,  cornpo-  *  17.  3. 
nendo,  AG:AG+GB  ou  AB;:  AC:  AC  +  CB;  mais  AG 
est  à  AB  comme  le  triangle  ACG  est  au  triangle  ACB  ou 
aCDF;  d'ailleurs,  si  l'ungle  A  est  droit ,  les  triangles  rectan- 
gles ACG,  CDF,  seront    semblables,  et  donneront  ACG  : 

CDF::AC:CF,  donc 

Âë':  a  CF::  AC  :  AC +  CB. 
Multipliant  le  second  rapport  par  AC ,  les  antéce'dents  de- 
viendront égaux,  et  on  aura  par  conséquent  aCF:=AGx 
(AC4-CB),ouCF  =  ACxf J;  donc  aû  si  l'angle 

A  est  droit,  la  perpendiculaire  CF  sera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  côté  AC  et  îa  demi-soiniiie  des  eu  lés 
AC  ,  CB. 

PROPOSITION  XVI. 


Trouver  un  cercle  qui  diffère  aussi  peu  qu'on  voudra  d'un 
polygone  régulier  donné. 

Soit  proposé,  par  exemple,  lequarréBMuVPf  abaissez  du    I 
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centre  C  la  perpendiculaire  CA  sur  le  côté  MB,  et  joignez 
C8. 

Le  cercle  de'crit  du  rayon  CA.  est  inscrit  dans  le  quarré. 
et  le  cercle  décrit  du  rayon  CB  est  circonscrit  à  ce  même 
quarré;  le  premier  sera  plus  petit  que  le  quarré ,  le  second 
sera  plus  giand;  mais  il  s'agit  de  re.isciTcr  ces  limites. 

Prenez.  CD  et  CE  égales  chacune  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  CAetCB,etjoignezED;le  triangle  isoscèle 
CDTC  sera  équivalent  un  triangle  Cl  il*  ;  l'aiie.s  de  même  pour 
chacun  des  nuit  triangles  qui  composent  le  quarré ,  vous 
formerez  ainsi  un  octogone  régulier  équivalent  au  quarré 
BMNP.    Le    cercle   décrit    du   rayon  CI",    moyen    propor- 

CA.-4-CB  .    . 

lloiniil  entre  CA.  et-  -■- .  seiv.  .usent  (.ans  !  octogone,  et 


le  cercle  décrit  du  rayon  CD  lui  sera  circonscrit.  Ainsi  le 
premier  sera  plus  petit  que  le  quarré  donné  et  le  second 
plus  grand. 

Si  on  change  de  la  même  manière  le  triangle  rectangle 
CDF  en  un  triangle  isoscèh:  équivalent,  on  formera  par  ce 
moyen  un  polygone  régulier  de  seize  côtés,  équivalent  au 
quarré  proposé.  Le  cercle  inscrit  dans  ce  polygone  sera  plus 
petit  que  le  quarré,  et  le  cercle  circonscrit  sera  plus  grand. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  rapport  entre 
le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
diffère  anssi  peu  qu'on  voudra  de  l'égalité.  Alors  l'un  et 
l'autre  cercle  pourront  être  regardés  comme  équivalents  au 
quftrré  proposé. 

Scho/.ic.  "Voici  à  quoi  se  réduit  la  recherche  des  rayons 
successifs.  Soit  «  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  î'un  des 
polygones  trouvés,  h  le  rayon  du.  cercle  circonscrit  au  même 
jpolvgone  ;  soient  a'  et  h'  Ses  rayons  semblables  pour  le  po- 
hijoiie  suivant  qui  a  un  nombre  de  côtés  double.  Suivant  ce 
que  nous  avons  démontré  ,  b'  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  a  et  b ,  et  a'  est  une  moyenne   proportionnelle 

a+k  

entre  a  et ;  de  sorte  qu'on  aura  i>'=z\/axb,  et  «'=: 
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connus ,  on  en  conclut  facilement  les  rayons  a'  et  b'  du  po- 
lygone suivant  ;  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  la 
différence  entre  les  deux  rayons  soit  devenue  insensible; 
alors  l'un  ou  l'autre  de  ces  rayons  sera  le  rayon  du  cercle 
i'(}i:liv;m!'iii  au  quarré  ou  au  polygone  proposé. 

Celte  méthode  est  facile  ;i  pratiquer  en  lignes  ,  puisque 
elle  se  réduit  à  trouver  des  moyennes  proportionnelles  suc- 
cessives entre  des  lignes  connues  ;  mais  elle  réussit  encore 
mieux  en  nombres  ,  et  c'est  une  des  plus  commodes  que  la 
gf'Hiineiric  t'ik'meiitaire  puisse  fournir  pour  trouver  promp- 
tement  le  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Soit  le  côté  du  quarré  —  2 ,  le  premier  rayon  inscrit  CA  sera 
1,  et  le  premier  rayon  circonscrit  CB  sera  \/2  ou  1,4 14a  1 36- 
taisant  donc  œ  — 1,  b  =  i,4i4^i36 ,  on  trouvera  b'-= 
i,iH(jv.o7J  -cf.  h'—  inoi)HGS:ii.  Ces  nombres  serviront  à 
calculer  les  suivants  d'après  la  loi  de  continuation. 

Voici  le  résultat  du  calcul  fait  jusqu'à  sept  ou  huit  chiffres 
par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

Hayons  des  cercles  circonscrits.  Rayons  des  cercles  inscrits. 


i,i4'io5oo  i,iaio863. 

i,i3aoi49  1,126563g. 

1,1292862  •  ■  • 1,1279257. 

1,1286063  1,1282657. 

Maintenant  que  la  première  moitié  lies  chiffres  est  la 
même  des  deux  cités ,  on  pourra  ,  au  lieu  des  moyens  géo- 
métriques, prendre  les  moyens  arithmétiques,  qui  n'en  dif- 
fèrent que  dans  les  décimales  ultérieures.  De  cette  manière 
l'opération  s'abrège  beaucoup ,  et  les  résultats  sont  ; 

1,1284360     i,ia835o8. 

i,i283934     i,I9837»i. 

1,1283827  1,1283774. 

i,u838oi   1,1*83787. 

i,.283794  i,i28379i. 

1,1283792  1,1283792. 
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Donc  i ,  i  383-793  est  à  très  -  peu  près  le  rayon  du  cercle 
égal  en  surface  au  quarré  dont  le  côté  est  2.  De  là  il  est  fa- 
cile de  trouver  le  rapport  de  la  circonférence  an  -.liatrubo: 
car  on  a  démontré  que  la  surface  du  cercle  esi  égale  su 
[|[iéiii.:  de  son  rayon  multiplié  par  le  nombre  it;  donc,  si 
on  divise  la  surface  4  par  le  quuné  de  i,i9.H'Hiçfi  ,  on  aura 
la  valeur  de  je,  qui  se  trouve  par  ce  calcul  de  3,i/|i  5gat>,  me., 
comme  on  l'a  trouvée  par  une  autre  méthode. 


APPENDICE  AU  LIVRE  IV. 


1.  \Jn  appelle  maximum  la  quantiié  la  plm  grande  entre 
joutes  celles  de  la  même  espèce  ;  minimum  la  plus  petite. 

Ainsi  le  diamètre  du  cercle  est  un  maximum  entre  toutes 
les  lignes  qui  joignent  deux  points  de  la  circonférence,  et 
la  perpendiculaire  est  un  minimum  entre  toutes  les  droites 
menées  d'un  point  donné  à  une  ligne  donnée, 

II.  On  appelle  figures  isopérimètres  cèdes  qui  ont  des  pé- 
rimètres égaux, 

PROPOSITION   PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Entre  tous  les  triangles  de  même  base  et  de  même  péri- 
mètre ,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  les  deux 
côtés  non  déterminés  sont  égaux. 

Soit  AC  =  CB ,  et  AM  +  MB  =  AC  +  CB  ;  je  dis  crue  le 
triangle  isoseèle  ACB  est  plus  grand  que  le  triangle  AMB 
qui  a  même  base  et  même  périmètre. 

Du  point  C ,  comme  centre ,  et  du  rayon  CA  —  CB ,  dé- 
crivez nue  circonférence  qui  rencontre  CA  prolongé  en  D; 
joignez  DB ;  et  l'angle  DBA.,  inscrit  dans  le  demt-cercle, 
.  sera  un  angle  droit  *.  Prolongez  la  perpendiculaire  DB  vers 
M,  faites  MN  — MB,  et  joignez  AN.  Enfin  des  points  M  et  C 
baisse»  MP  et  CG,  perpendiculaires  sur  UN,  Puisque  CB  — 
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CD  elMN^MB,  on  a  AC  +  CIÎ  =  AD,  et  AM  +  MB  — 
AM+MK.  Mais  AC+CB  — AM  +  MB;  donc  AD=AM+ 
MN;  donc  AD  >  AN:  or  si  l'oblique  AD  est  plus  grande  que 
l'oblîque  AN  ,  elle  doil  être  plus  éloignée  de  la  perpendicu- 
laire AB;  donc  DB  >BN;  donc  BG,  qui  est  moitié  de  BD*,  *  "> 
sera  plus  grande  que  BP  moitié  de  BN.  Mais  les  triangles 
A1ÎC  ,  ABJM ,  qui  ont  même  base  AR ,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  BG,  BP;  donc,  puisqu'on  a  BG>BP,  le  tri- 
angle isoscèle  ABC  est  plus  grand  que  le  non-isoscèle  ABM 
de  même  base  et  de  même  périmètre. 

PROPOSITION    II. 

THÉORÈME. 

Entre  tous  les  polygones  isopérimètres  et  d'un  même 
nom/ire  de  côtés  ,  celui  qui.  est  un  maximum  a  ses  côtés 
égaux. 

Car  soit  ABCDEF  le  polygone  maximum;  si  le  côté  BC  ,lS-  ' 
n'est  pas  égal  à  CD ,  faites  sur  la  base  BD  un  triangle  isos- 
eèle  BOD  qui  soit  isopérimetre  à  BCD ,  le  triangle  BOD  sera 
plus  grand  que  BCD*,  et  par  conséquent  le  polygone  *Pr- 
ABODEF  sera  plus  grand  que  ABCDEF  ;  donc  ce  dernier 
ne  serait  pas  le  maximum  entre  tous  ceux  qui  ont  le  même 
périinot.i'c  et  le  même  nombre  de  côtés ,  ce  qui  est  contre  la 
supposition.  On  doit  donc  avoir  BC  =  CD  :  on.  aura  par  la 
même  raison  CD  =  DE,  DE=  EF,  etc.  ;  donc  tous  les  côtés 
du  polygone  maximum  sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 

THEOREME. 

De  tous  les  triangles  formas  avec  deux  côtés  donnés- fai- 
sant entre  eux  un  angle  à  volonté ,  le  maximum  est  celui 
d.'/'/\  lequel  les  deux  côtés  donnés  font  un  angle  droit. 

Soient  les  deux  triangles  BAC ,  BAD ,  qui  ont  le  côté  AB   fig-  i 
commun ,  et  le  côté  AC  —  AD  j  si  l'angle  BAC  est  droit ,  je 
dis  que  le  triangle  BAC  sera  plus  grand  que  le  triangle  BAD, 
dans  lequel  l'angle  en  A  est  aigu  ou  obtus. 
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Car  la  base  A.B  étant  la  même ,  les  deux  triangles  BAC, 
BAD ,  sont  comme  les  hauteurs  AC ,  DE  :  mais  la  per- 
pendiculaire DE  est  plus  courte  que  l'oblique  AD  ou  son 
gale  AC  ;  donc  le  triangle  BAD  est  plus  petit  que  BAC. 

PROPOSITION  IV. 


De  tous  les  polygones  formes  tivec  des  cotes  donnés  et  un 
dernier  à  volonté,  le  maximum  doit  être  tel  que  tous  ses 
a"g?es  soient  inscrits  dans  une  demi-  circonférence  don'  le 
(.été  inconnu  sera  le  diamètre. 

6e-*7*-  Soit  ABCDEF  le  plus  grand  des  polygones  formés  avec 
les  côtés  donnés  AB,  BC  ,  CD  ,  DE ,  EF ,  et  un  dernier  AP 
à  volonté  ;  tirez  les  diagonales  AD ,  DF.  Si  l'angle  ADF 
n'était  pas  droit,  on  pourrait,  en  conservant  les  parties 
ABCD,DEF,  telles  qu'elles  sont ,  augmenter  le  triangle 
ADF,  et  par  conséquent  le  polygone  entier,  en  rendant 
l'angle  ADF  droit,  conformément  à  la  proposition  précé- 
dente ;  mais  ce  polygone  ne  peut  plus  être  augmente ,  puis- 
qu'il est  supposé  parvenu  à  son  maximum  ;  donc  l'angle 
ADF  est  déjà  un  angle  droit.  Il  en  est  (le  même  des  angles 
ABF,  ACF,  AEF;  donc  tous  les  angles  A,  B,  C,D,E,F, 
du  jiCjlv;.:oiie  miccimum  sont  inscrits  dans  une  demi-circon- 
férence  dont  le  côté  indéterminé  AF  est  le  diamètre. 

Scholie.  Celte  proposition  donne  lieu  à  une  question  ;  sa- 
voir, s'il  y  a  plusieurs  i:>;mici  es  de  forn'cc  un  polygone  avec: 
des  côtés  donnés  ,  et  un  dernier  inconnu  qui  sera  lediumi'Urij 
de  la  demi- circonférence  dans  laquelle  les  autres  côtés  sont 
inscrits.  Avant  de  décider  cette  question  ,  il  faut  observer 
que  si  une  même  corde  AB  sous-tend  des  arcs  décrits  de 

fiB-'78-    différents  rayons  AC,  AD,  l'angle  au  centre  appuyé  sur 

celte  corde  sera  le  plus  petit   dans  le  cercle  dont  le  rayon 

est  le  plus  grand;  ainsi  ACB<ADB.  En  effet  l'angle  ADO 

**»•*'  =ACD  +  CAD*;  donc  ACD<ADO,  et  en  doublant  de 

part  et  d'autre  on  aura  ACB  <  ADB. 
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Il  n'y  a  qu'une  manière  déformer  le  polygone  ABCDEF, 
avec  des  côtés  donnés  et  un  dernier  inconnu  qui  soit  le  dia- 
mètre de  lu  demi- circonférence  dans  laquelle  les  .-.'.utres  c<Uj'-s 
sont  inscrits. 

Car,  supposons  qu'on  a  trouvé  un  cercle  qui  satisfasse  à  %■  ' 
la  question  ;  si  on  prend  un  cercle  plus  grand  ,  les  cordes 
AB ,  BC ,  CD ,  etc. ,  répondront  à  des  angles  au  centre  plus 
petits.  La  somme  de  ces  angles  au  rentre  sera  donc  moindre 
que  deux  angles  droits  ;  ainsi  les  extrémités  des  côtés 
donnés  n'aboutiront  plus  aux  extrémités  d'un  dismitre. 
L'inconvénient  contraire  aura  Heu  si  on  prend  un  cercle 
plus  petit  ;  donc  le  polygone  dont  îi  s'agit  ne  peut  être 
inscrit  que  dans  un  seul  cercle. 

Scholie.  On  peut  changer  à  volonté  l'ordre  des  côtés  AB , 
BC,  CD,  etc. ,  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  sera  tou- 
jours le  même  ,  ainsi  que  la  surface  du  polygone;  car,  que' 
que  soit  l'ordre  des  arcs  AB,  BC,  etc.,  il  suffît  que  leur 
somme  fasse  la  demi-circonférence,  et  le  polygone  aur„ 
toujours  la  même  surface  ,  puisqu'il  sera  égal  au  demi- 
cercle  moins   les   segments  AB,  BC,  etc.  ,  dont  la  somme 


PROPOSITION  VI. 


:s  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnes ,  ls 
a  est  celui  qu'on  j,eui  inscrire  dans  un  cercle. 
Soit  ABCDEFG  le  poljgone  inscrit,  et  abedefg  le  non-    %■  > 
inscriptible  formé  avec  des  côtés  égaux,  en  sorte  qu'on   a 
AB=ab ,  BC=:éc,  etc.;  je  dis  que  le  polygone  inscrit  est 
plus  grand  que  l'autre. 

Tirez  le  diamètre  EM  ;  joignez  AM  ,  MB  ;  sur  ab  =  AB 
faites  le  triangle  abm  égal  à  ATCM,  et  joignez  em. 

En  vertu  de  la  proposition  IV,  le  polygone  EFGAM  est 
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plus  grand  que  efgam ,  à  moins  que  celui-ci  ne  puis  se  él  (  ■ 
pareillement  inscrit  dans  une  demi-  circonférence  dont  le 
côté  em  serait  le  diamètre ,  auquel  cas  les  deux  polygones 
seraient  égaux  en  -vertu  de  la  proposition  V.  Par  la  même 
raison  le  polygone  EDCBM  est  plus  grand  que  edchm,  sauf 
la  même  exception  où  il  y  aurait  égalité.  Donc  le  polygone 
cntier  El'GAMBCDE  est  plus  grand  que  efgambt.de,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  entièrement  égauv  :  mais  ils  ne  le  sont  pas, 
puisque  l'un  est  inscrit  dans  le  cercle ,  et  que  l'autre  est 
supposé  non-inscriptible;  donc  le  polygone  inscrit  est  le 
plus  grand.  Retranchant  de  part  et  d'autre  les  triangles 
,';<;;ii.i\  .-IBM,  abm  ,  il  restera  le  polygone  inscrit  ABCDEFG 
plus  grand  que  le  non-inscriptible  abcdefg. 

Sckolte.  On  démontrera,  comme  dans  la  proposition  V, 
qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  cercle,  et  par  conséquent 
qu'un  seul  polygone  maximum  qui  satisfasse  à  la  question; 
Pt  ce  polygone  serait  encore  de  même  surface ,  de  quelque 
manière  qu'on  changeât  l'ordre  de  ses  côtés. 

PROPOSITION  VII. 

THÉORÈME. 

Le  polygone  régulier  est  an  maximum  entre  tous  les  poly- 
gones isopërimèires  et  d'un  même  nombre  de  côtés. 

Car,  suivant  le  théorème  II ,  le  polygone  maximum  a  tous 
ses  cotés  égaux:  et,  suivant  le  thi-fin'ime  précédent ,  il  est  in- 
scriptible  dans  le  cercle  ;  donc  ce  polygone  est  régulier. 

PROPOSITION  VIII. 

LBHlf  E. 

Deux  aigles  au  centre ,  mesurés  dans  deux  cercles  diffé 

r finis ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  comprit  /h<:/.</:.--  par 

leurs  rayons. 

''■;■  T7"         Ainsi  l'angle  C  est  à  l'angle  O  comme  le  rapport  — ~-  est 

DE- 
ea  rapport  — 

D'un  rayon  OF  égal  à  AC  décrivez  l'arc  FG  compris  entre 
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(es  côtés  OD,  OE ,  prolongés  ;  à  cause  des  rayons  égaux  AC . 

OF,  on  aura  d'abord  C:0::AB:FG*,  ou::  ■■-■-,  Mais 

à  cause  des  arcs  semblables  FG,  DE,  on  a*  FG;DE:;FO:    ' 

FG  DE 

DO;  donc  le  rapport  rrr-est  égal  au  rapport——-,  et  on  a 

„  „      AB    DE 

par  conséquent  C:0:; : '. 

'  AC     DO 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

De  deux  poljgi:rfs  rr»u/it>i>.  is  <•>!"'■  ri )n  rires ,  celui  que  a  le 
plus  grand  nombre  de  col,'.'  est  le  plus  grand. 

Soit  DE  le  demi-côté  de  l'un  des  polygones  ,  O  son  centre,  i 
OE  son  apothème;  soit  AB  le  demi-côté  de  l'autre  polyjiO.jp, 
C  son  centre,  CB  son  apothème.  On  suppose  les  centres  O 
et  C  situés  à  une  distance  quelcoztque  OC ,  et  les  apothème;., 
OE,  CB,  dans  la  direction  OC  ;  ainsi  DOE  et  ACB  seront 
les  demi-angles  an  centre  des  polygones  ,  et  comme  ces  an- 
gles ne  sont  pas  égaux,  les  lignes  CA,  OD,  prolongées,  se 
rencontreront  en  un  point  F;  de  ce  point  abaissez  sur  OC 
la  perpendiculaire  FG  ;  des  points  O  et  C ,  comme  centres, 
décrives*  les  arcs  GI ,  GH ,  terminés  aux  côtés  OF,  CF. 

Cela  posé,  on  aura  par  le  IcTimie  précédent.  0;C::  - —  : ; 

mais  DE  est  au  périmètre  du  premier  polygone  comme 
l'angle  O  est  à  quatre  angles  droits .  et  AB  est  au  périmètre 
du  second  comme  l'angle  C  est  à  quatre  angles  droits;  donc, 
puisque  les  périmètres  des  polygones  sont  égaux ,  DE  .  AB 

;;0:C,ouDE:AB;:  —  :— .    Multipliant  les  antécédents 

par  OG  et  les  conséquents  par  CG,  on  aura  DE  X  OG:  AB  X 
CG:  :  GI:GH.  Mais  les  triangles  semblables  ODE,  OFG, 
donnent  OE  :  OG  :  :  DE  :  FG ,  d'où  résulte  DE  X  OG  —  OE 
XFG;  on  aura  demfane  ABXCG  =  CBXFG;  donc  OEX 
FG:  CBXFG  ::  GI;GH,  ou  OE:CB  ::  GI:  GH.  Si  donc 
on  fait  voir  que  l'arc  GI  est  plus  grand  que  l'arc  GH ,  il 
s'en  suivra  que  l'apothème  OE  est  plus  grand  que  CB. 
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De  l'autre  côté  de  CF  soit  faite  la  figure  CK.r  entièrement 
égale  à  la  figure  CGj;,  de  sorte  qu'on  ail  CK  —  CG,  l'angle 
HCK  =  HCG,  et  l'arc  K.rz^arG;  la  courbe  KjtG  envelop- 
pera l'are  KHG ,  et  sera  plus  grande  que  cet  arc  *.  Donc  Gx, 
moitié  de  la  courbe,  est  plus  grande  que  GII  moitié  de  l'arc; 
donc ,  à  plus  forle  raison ,  GI  est  plus  grand  que  GII. 

Il  résulte  de  là  que  l'apothème  OE  est  plus  grand  que  CB  : 
mais  les  deux  polygones  ayant  même  périmètre  sont  entre 
eux  comme  leurs  apothèmes*;  donc  le  polygone  qui  a  pour 
demi-côte  DE  est  plus  grand  que  celui  qui  a  pour  demi  côté 
AB  :  le  premier  a  le  plus  de  côtés ,  puisque  son  angle  au 
centre  est  le  plus  petit;  donc  de  dm*  polygones  ivgnliers  iso- 
périmètres  ,  celui  qui  a  le  plus  de  côtés  est  le  plus  grand. 

PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

Le  cercle  est  plus  grand  que  tout  polygone  isopérimètre. 

Il  est  déjà  prouvé  que  de  tous  les  polygones  isopérimètres 
et  d'un  même  nombre  de  côtés  le  polygone  régulier  est  le 
plus  grand  ;  ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  de  comparer  le  cercle 
à  un  polygone  ivgulir-r  qiïeirîinqiie  isopiTLiiiètre.  Soit  AI  le 
demi-côté  de  ce  polygone,  C  son  centre.  Soit  dans  le  cercle 
isfipéi'imètre  l'angle  DOE  — ACI ,  et  coiiséquemmcnt  l'arc 
DE  égal  au  demi -côté  AI.  Le  polygone  P  est  au  cercle  C 
comme  le  triangle  ACI  est  au  secteur  ODE  ;  ainsi  on  aura 
P:C::iAIxCI;iDExOE::CI:OE.  Soit  menée  au  point 
E  la  tangente  EG  qui  rencontre  OD  prolongé  en  G  ;  les  tri- 
angles semblables  ACI,  GOE,  donneront  la  proportion  CI: 
OE::AIouDE:GE;doncP:C::DE:GE,ou  comme  DE X 
'-  OE  qui  est  la  mesure  du  secteur  DOE  est  à  GEx^OEqui 
est  la  mesure  du  triangle  GOE  :  or  le  secteur  est  plus  petit 
que  le  triangle;  donc  P  est  plus  petit  que  C,  donc  le  cercle 
eat  plus  grand  que  tout  polygone  isopériinètre. 


,Google 


LIVRE  V. 


LES  PLANS  ET  LES  ANGLES  SOLIDES. 


[.    Une   ligne  droite  est  perpendiculaire,  a  un  plan, 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  son  pied  dans  le  plan  *.  Réciproquement  *  pr.4, 
le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette 
ligne  rencontre  le  plan. 

II.  "Une  ligne  est  parallèle  à  un  plan,  lorsqu'elle 
ne  peut  le  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  l'un  et  l'autre.  Réciproquement  le  plan  est 
parallèle  à  la  ligne. 

UI.  Deux  plans  sont  parallèles  entre  eux,  lorsqu'ils 
no  peuvent  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 

|.|-il. >■■,'.-  I  >ni  ri  I.iiHm 

IV.  Il  sera  démontré*  que  l'intersection  commune  '(,1.3, 
de  deux  plans  qui  se  rencon i.reni  est  une  ligne  droite  : 

cela  posé  ,  l'angle  ou  l'inclinaison,  mutuelle  de  deux 
plans  est  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils 
sont  écartés  l'un  de  l'autre  ;  cette  quantité  se  me- 
sure *  par  l'angle  que  font  entre  elles  les  deux  per-  *pr- 
pendiculaires  menées  dans  chacun  de  ces  plans  au 
même  point  de  l'intersection  commune. 
Cet  angle  peut  être  aigu ,  droit ,  ou  obtus. 

V.  S'il  est  droit,  les  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires entre  eux. 

VI.  Angle  solide  est  t'espace  angulaire  compris 
entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  en  un  même 
point, 


/Google 


l38  GEOMETRIE. 

Ainsi  l'angle  solide  S  est  formé  par  la  réunion  des 
plans  ASB,  BSC,  GSB,  DSA. 

Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle 
solide. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  dans 
un  plan  ,  en  partie  au  dehors. 

Car,  suivant  la  définition  du  plan,  dès  qu'une 
ligne  droite  a  deux  points  communs  avec  un  plan  , 
elle  est  tout  entière  dans  ce  plan. 

Si-holie.  Pour  reconnaître  si  une  surface  est  plane , 
il  faut  appliquer  une  ligne  droite  en  différents  sens 
sur  cette  surface,  et  voir  si  elle  touche  la  surface  dans 
toute  son  étendue. 

PROPOSITION  II. 


Deux  lignes  droites  qui  se  coupent  sont  dans 
un  même  plan ,  et  en  déterminent  la  position. 

Soient  AB,  AC  ,  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
en  A  :  on  peut  concevoir  un  plan  où  se  trouve  la 
ligne  droite  AB  ;  si  ensuite  on  fait  tourner  ce  plan 
autour  de  AB ,  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  le  point  C , 
alors  la  ligne  AC ,  qui  a  deux  de  ses  points  A  et  C  dans 
ce  plan,  y  sera  tout  entière,  donc  la  position  de  ce 
plan  est  déterminée  par  la  seule  condition  de  renfer- 
mer les  deux  droites  AB,  AC. 

Corollaire  I.  Un  triangle  ABC,  ou  trois  points 
A,  B,  C,  non  en  ligne  droite,  déterminent  la  position 
d'un  plan. 

Corollaire  II.  Donc  aussi  deux  parallèles  AB ,  CD , 
déterminent  la  position  d'un  plan;  car  si  on  mène  la 
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sécante  EF,  le  plan  des  deux  droites  AE ,  EE,  sera 
celui  des  parallèles  AB,  CD. 

PROPOSITION  III. 

THÉORÈME. 

Si  deux  plans  se  coupent,  leur  intersection 
commune  sera  une  ligne  droite. 

Car,  si  dans  les  points  communs  aux  deux  plans 
on  en  trouvait  trois  qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite , 
les  deux  plans  dont  il  s'agit,  passant  chacun  par  ces 
trois  points,  ne  feraient  qu'un  seul  et  même  plan*,  * a- 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Si  une  ligne  droite  AP  est  perpendiculaire  à  fi«.i83, 
deux  autres  PB ,  PC ,  qui  se  croisent  à  son  pied 
dans  le  plan  MN ,  elle  sera  perpendiculaire  à 
une  droite  quelconque  PQ  menée  par  son  pied 
dans  le  même  plan ,  et  ainsi  elle  sera  perpendi- 
culaire au  plan  MN. 

Par  un  point  Q,  pris  à  volonté  sur  PQ,  tirez  la 
droite  BC  dans  l'angle  BPC,  de  manière  que  BQ^z 
QC  ' ,  joignez  AB,  AQ ,  AC.  *        J^J* 

La  base  BC  étant  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  Q,  le  triangle  BPC  donnera*,  **4#3. 

PC  +  PB^iaPQ  +  sQCi 

Le  triangle  BAC  donnera  pareillement , 

ÂC  +  ÂB  =  aÀQ"-l-aQC.' 

"tîîtranchant  la  première  égalité  de  la  seconde,  et 
observant  que  les  triangles  APC ,  APB  ,  tous  deux 
rectangles  en  P,  donnent  AC  —  PC  =  AP,  et  AB  — 
PB=AP;  on  aura, 

ÂP+ÂP=  aÂQ  —  hFQ! 
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Donc,  en  prenant  les  moitiés  de  part  et  d'autre, 

on  a  ÂP= AQ—  PQ,  ou  ÀQ=ÂP  +  PQ',  donc  le 
i3, 3.  triangle  APQ  est  rectangle  en  P*;  donc  AP  est  per- 
pendiculaire à  PQ. 

Scholie.  On  voit  par  là ,  non -seulement  qu'il  est  pos- 
sible qu'une  ligne  droite  soit  perpendiculaire  à  toutes 
celles  qui  passent  par  son  pied  dans  un  plan  ,  mais 
que  cela  arrive  toutes  les  fois  que  cette  ligne  est  per- 
pendiculaire à  deux  droites  menées  dans  le  plan  ;  c'est 
ce  qui  démontre  la  légitimité  de  la  définition  I. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  AP  est  plus  courte 
qu'une  oblique  quelconque  AQ  ;  donc  elle  mesure  la 
vraie  distance  du  point  A  au  plan  PQ. 

Corollaire  II.  Par  un  point  P  donné  sur  un  plan, 
on  ne  peut  élever  qu'une  seule  perpendiculaire  à  ce 
plan  ;  car  si  on  pouvait  élever  deux  perpendiculaires 
par  le  même  point  P,  conduisez,  suivant  ces  deux 
perpendiculaires,  un  plan  dont  l'intersection  avec  le 
plan  MN  soit  PQ;  alors  les  deux  perpendiculaires 
dont  il  s'agit  seraient  perpendiculaires  à  la  ligne  PQ  , 
au  même  point  et  dans  le  même  plan ,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Il  est  pareillement  impossible  d'abaisser  d'un  point 
donné  hors  d'un  plan  deux  perpendiculaires  à  ce 
plan  ;  car  soient  AP,  AQ,  ces  deux  perpendiculaires, 
alors  le  triangle  APQ  aurait  deux  angles  droits  APQ , 
AQP,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION   V. 


Les  obliques  également  éloignées  de  la  per- 
pendiculaire sont  égales  ;  et,  de  deux  obliques 
inégalement  éloignées  de  la  perpendiculaire, 
celle  qui  s'en  éloigne  le  plus  est  la  plus  longue. 
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Car  les  angles  APB,  APC,  APD  étant  droits,  si  on  i 
suppose  les  distances  PB,  PC,  PD,  égales  entre  elles, 
les  triangles  APB,  APC,  APD,  auront  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  seront  égaux.; 
donc  les  hypoténuses  ou  les  obliques  AB,  AC,  AD, 
seront  égales  entre  elles.  Pareillement,  si  la  distance 
PE  est  plus  grande  que  PD  ou  son  égale  PB ,  il  est  clair 
que  l'oblique  AE  sera  plus  grande  que  AB ,  ou  son 
égale  AD. 

Corollaire.  Toutes  les  obliques  égales  AB ,  AC  -, 
AD,  etc.,  aboutissent  à  la  circonférence  BCD ,  dé- 
crite  du  pied  de  îa  perpendiculaire  P  comme  centre; 
donc  étant  donné  un  point  A  hors  d'un  plan,  si  on 
veut  trouver  sur  ce  plan  le  point  P  où  tomberait  la 
iii'i'jiemlicdlaij'e  abaissée  de  A,  il  faut  marquer  sur  ce 
plan  trois  points  B,  C,  D,  également  éloignés  du  point 
A,  et  chercher  ensuite  le  centre  du  cercle  qui  passe 
par  ces  points  ;  ce  centre  sera  le  point  cherché  P. 

Scholie.  L'angle  ABP  est  ce  qu'on  appelle  Y  incli- 
naison de  l'oblique  AB  sur  le  plan  MN  ;  on  voit  que 
cette  inclinaison  est  égale  pour  toutes  les  obliques  AB 
AC ,  AD ,  etc. ,  qui  s'écartent  également  de  la  perpen. 
diculaire;  car  tous  les  triangles  ABP,  ACP,  ADP,  etc., 
sont  égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  VI. 


Soit  AP  une  perpendiculaire  au  plan  MN  et  fig.  j 
BG  une  ligne  située  dans  ce  plan  ;  si  du  pied  P 
de  la  perpendiculaire  on  abaisse  PD  perpendi- 
culaire sur  BG,  et  au  on  joigne  AD,  je  disque 
AD  sera  perpendiculaire  à  BC. 

Prenez  DB=DC,  et  joignez  PB ,  PC  ,  AB  ,  AC  . 
puisque  DB=:DC,  l'oblique  PB  =  PC  ;  et  par  rap- 
port à   la   perpendiculaire    AP,  puisque  PB  =  PC, 
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l'oblique  AB  =  AC*;  donc  la  ligne  AD  a  deux  de  ses 
points  A  et  D  également  distants  dés  extrémités  B  et 
C  ;  donc  AD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BC. 

Corollaire.  On  voit  en  même  temps  que  BC  est  per- 
pendiculaire au  plan  APD,  puisque  BC  est  perpendi- 
culaire à-la-fois  aux  deux  droites  AD,  PD. 

Scholie.  Les  deux  lignes  AE,  BC,  offrent  l'exemple 
de  deux  lignes  qui  ne  se  rencontrent  point,  parce  que 
elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  La  plus 
courte  distance  de  ces  lignes  est  la  droite  PD ,  qui  est 
à-la-fois  perpendiculaire  à  la  ligne  AP  et  à  la  ligne 
BC.  La  distance  PD  est  la  plus  courte  entre  ces  deux 
lignes;  car  si  on  joint  deux  autres  points,  comme  A 
et  B ,  on  aura  AB  >  AD ,  AD  >  PD  ;  donc ,  à  plus  forte 
raison,  AB>PD. 

Les  deux  lignes  AE,  CB,  quoique  non  situées  dans 
un  même  plan ,  sont  censées  faire  entre  elles  un  angle 
droit,  parce  que  AD  et  !a  parallèle  menée  par  un  de 
ses  points  à  la  ligné  BC  feraient  entre  elles  un  angle 
droit.  De  même  la  ligne  AB  et  la  ligne  PD ,  qui  repré- 
sentent deux  droites  quelconques  non  situées  dans  le 
même  plan ,  sont  censées  faire  entre  elles  le  même 
angle  que  ferait  avec  AB  la  parallèle  à  PD  menée  par 
un  des  points  de  AB. 

PROPOSITION   VII. 


Si  la  ligne  AP  est  perpendiculaire  au  plan 
MN  ,  toute  ligne  DE  parallèle  à  AP  sera  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Suivant  les  parallèles  AP,  DE,  conduisez  un  plan 
dont  l'intersection  avee  le  plan  MN  sera  PD  ;  dans  le 
plan  MN  menez  BC  perpendiculaire  à  PD ,  et  joi- 
gnez AD. 
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Suivant  le  corollaire  du  théorème  précédent,  BC 
ust  perpendiculaire  au  plan  APDE;  donc  l'angle  DDE 
est  droit  :  mais  l'angle  EDP  est  droit  aussi,  puisque 
AP  est  perpendiculaire  à  PD,  et  que  DE  est  parallèle 
à  AP  ;  donc  la  ligne  DE  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  DP,  DB;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur 
plan  MN. 

Corollaire  I.  Réciproquement  si  les  droites  AP, 
DE  sont  perpendiculaires  au  même  plan  MN,  elles 
seront  parallèles  ;  car  si  elles  ne  l'étaient  pas ,  condui- 
sez par  le  point  D  une  parallèle  à  AP,  cette  parallèle 
sera  perpendiculaire  au  plan  MN  ;  donc  on  pourrait, 
par  un  même  point  D ,  élever  deux  perpendiculaires 
à  un  même  plan ,  ce  qui  est  impossible*.  ï 

Corollaire  lï.  Deux  lignes  A  et  B ,  parallèles  à  une 
troisième  C,  sont  parallèles  entre  elles;  car  imaginez 
un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  C,  les  ligues  A  et  B, 
parallèles  à  cette  perpendiculaire,  seront  perpendicu- 
laires au  même  plan  ;  donc ,  par  le  corollaire  précé- 
dent, elles  seront  parallèles  entre  elles. 

11  est  entendu  que  les  trois  lignes  ne  sont  pas  dans 

le  même   plan ,  sans  quoi  la  proposition   serait   déjà 

connue  *.  * 

PROPOSITION   VIII. 


Si  la  ligne  AR  est  parallèle  à  une  droite  CD  «g- 187. 
menée  dans  le  plan  M'N  ,  elle  sera  parallèle  à  ce 
plan. 

Car  si  la  ligne  AB ,  qui  est  dans  le  plan  ABCD ,  ren- 
contrait le  plan  MN ,  ce  ne  pourrait  être  qu'en  quelque 
point  de  la  ligne  CD,  intersection  commune  des  deux 
plans  :  or,  AB  ne  peut  rencontrer  CD,  puisqu'elle  lui 
est  parallèle  ;  donc  elle  ne  rencontrera  pas  non  plus 
le  plan  MN  ;  donc  elle  est  parallèle  à  ce  plan  *,  *Aê!.  1, 
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PROPOSITION   IX. 


Deux  plans  MN  ,  PQ ,  perpendiculaires  à  une 
même  droite  AB  ,  sont  parallèles  entre  eux. 

Car  s'ils  se  rencontraient  quelque  part,  soit  0  un 
de  leurs  points  communs,  et  joignez  OA,  OB  ;  la  ligne 
AB ,  perpendiculaire  au  plan  MN ,  est  perpendiculaire 
à  la  droite  OA  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  par 
la  même  raison  AB  est  perpendiculaire  à  BO  ;  donc 
f.M  ri  •'£'  >>'*U!'  ni  l<iii  ptrr.i")»  ul.tiie.-  .■lt.n.-s<*ij  'lu 
même  point  0  sur  la  même  ligne  droite,  ce  qui  est 
impossible;  donc  les  plans  MN ,  PQ,  ne  peuvent  se 
rencontrer;  donc  ils  sont  parallèle;. 

PROPOSITION   X. 


Les  intersections  EF,  GH,  de  deux  plans  pa- 
rallèles MN,  PQ ,  par  un  troisième  plan  FG, 
sont  parallèles. 

Car  si  les  lignes  EF,  GH,  situées  dans  un  même 
plan,  ne  sont  pas  parallèles,  prolongées  elles  se  ren- 
contreront; donc  les  plans  MN ,  PQ ,  dans  lesquels 
elles  sont,  se  rencontreraient  aussi;  donc  ils  ne  se- 
raient pas  parallèles. 

PROPOSITION  XI. 


La  ligne  ÀB,  perpendiculaire  au  plan  MN  , 
'st  perpendiculaire  au  plan  PQ  parallèle  à  MN. 

Ayant  tiré  à  volonté  la  ligne  BC  dans  le  plan  PQ, 
■uivant  AB  et   BC,  conduisez  un    plan    ABC    dont 
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l'intersection  arec  le  plan  MN*  soit  AD,  l'intersection 
AD  sera  parallèle  à  BC*  ;  mais  la  ligne  AB  perpendi- 
culaire au  plan  MK  est  perpendiculaire  à  la  droite 
AD;  donc  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à  sa  paral- 
lèle BG  ;  et  puisque  la  ligne  AB  est  perpendiculaire  h 
toute  ligne  BG  menée  par  son  pied  dans  le  plan  PQ  , 
il  s'ensuit  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

PROPOSITION  XII. 


Les  parallèles  EG ,  FH  ,  comprises  entre  deux  %  1%. 
plans  parallèles  MN ,  PQ  ,  sont  égales. 

Par  les  parallèles  EG ,  l'"H ,  faites  passer  le  plan 
EGHF,  qui  rencontrera  les  plans  parallèles  suivant 
EF  et  QH.  Les  intersections  EF,  GH,  sont  parallèles 
entre  elles*,  ainsi  que  EG,  FH;  donc  la  figure  EGHF    *  10. 
est  un  parallélogramme;  donc  EG  =  FH. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deux  plans  parallèles 
sont  partout  a  égale  distance;  car  si  EG  et  FH  sont 
perpendiculaires  aux  deux  plans  MK,  PQ,  elles  seront 
parallèles  entre  elles*;  donc  elles  sont  égales.  *  7. 

PROPOSITION    XIII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  angles  Chu,  DBF,  non  situés  dans  le  «e-  '&>■ 
même  plan ,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés      '  '■ 
dans  le  même  sens,  ces  angles  seront  égaux  et 
leurs  plans  seront  parallèles . 

Prenez  AC^BD,  AE^BF,  et  joignez  CE,  DF 
AB  ,  CD ,  EF.  Puisque  AC  est  égale  et  parallèle  à  BD 
la  figure  ABDG  est  un  parallélogramme*;  donc  CD   *  "'3- 
est  égale  et  parallèle  à  Ali.  Par  une  raison  semblable 
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DEF  est  égale  et  parallèle  à  AD  ;  clone  aussi  C  est 
égale  et  parallèle  à  EF ,  la  ligure  CEFD  est  donc 
un  parallélogramme ,  et  ainsi  le  côté  CE  est  égal 
et  parallèle  à  DF  ;  donc  les  triangles  CAE,  DBF, 
sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  l'angle  CAE  = 
DBF. 

En  second  lieu  je  dis  que  le  plan  ACE  est  parallèle 
au  plan  BDF  ;  car,  supposons  que  le  plan  parallèle  à 
BDF ,  mené  par  le  point  A ,  rencontre  les  lignes  CD , 
EF,  en  d'autres  points  que  C  et  E,  par  exemple  en 
G  et  H;  alors,  suivant  la  proposition  xn ,  les  trois 
lijnies  AB,  GD,  Fil,  seront  égales:  mais  les  trois  AB, 
CD,  EF,  le  sont  déjà;  donc  on  aurait  CD  — GD,  et 
FH  :=EF,  ce  qui  est  absurde  ;  donc  le  plan  ACE  est 
parallèle  à  BDF. 

Corollaire.  Si  deux  plans  parallèles  MN,  PQ,  sont 
rencontrés  par  deux  autres  plans  CABD,  EABF,  les 
angles  CAE,  DBF,  formés  par  les  intersections  des 
plans  parallèles ,  seront  égaux;  car  1  intersection  AC 
est  parallèle  à  BD*,  AE  l'est  à  BF,  donc  l'angle 
CAE  =  DBF. 

PROPOSITION     XIV. 


Si  trois  droites  AB ,  GD ,  EF  ,  non  situées  dans 
ie  même  plan,  sont  égales  et  parallèles ,  les 
triangles  AGE,  BDF  ,  formés  de  part  et  d'autre 
en  joignant  les  extrémités  de  ces  droites,  seront 
égaux,  et  leurs  plans  seront  parallèles. 

Car,  puisque  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD,  la 
figure  ABDC  est  un  parallélogramme;  donc  le  côté 
AC  est  égal  et  parallèle  à  BD.  Par  une  raison  sem- 
blable les  côtés  AE,  BF,  sont  égaux  et  parallèles 
ainsi    que  CE ,  DF  ;  donc  les   deux  triangles  AGE 
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BDF ,  soBt  égaux  ;   oit  prouvera  d'ailleurs ,   comme 
dans  la  proposition  précédente ,  que  leurs  plans  sont 

parallèles. 

PROPOSITION   XV. 


Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  pa- 
rallèles, sont  coupées  en  parties  proportionnelles . 

Supposons  que  la  ligne  AB  rencontre  les  plans  pa-  H- 19'- 
rallèles  MN,  PQ,  RS ,  en  A,  E, B,  et  que  la  ligne 
CD  rencontre  les  mêmes  plans  en  G,  F,  Dj  je  dis 
qu'on  aura  AE  : EB  .  :  CF  :  FD. 

Tirez  AD  qui  rencontre  le  plan  PQ  en  G ,  et  joi- 
gnez AC,  EG,  GF,  BD  ;  les  intersections  EG ,  BD , 
des  plans  parallèles  PQ ,  RS ,  par  le  plan  ABD,  sont 
parallèles  *  ,  donc  AE  :  EB  :  :  AG  :  GD  ;  pareillement  les  *  »<» 
intersections  AG,GF,  étant  parallèles ,  on  aAG:GD:  : 
CF:FDj  donc,  à  cause  du  rapport:  commun,  AG: 
GD ,  on  aura  AE  :  EB  :  :  GF  :  FD. 

PROPOSITION    XVI. 

THKOEÊMB. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère.  fju,-ii:o//fr'iic  situe  ou  non  situé    fig.  192l 
danx  un.  même  plan;  si  on  coupe  les  côtés  opposés  /tro/w; 
Uo/iiit'Htniieiu par  Heu:'-  droites  EF ,  Gïï,  de  sorte  qu'on  au 
AE:EB::DF:FC,«fBG:GC::AH:HD;/'e  dis  que  les  droite s 
EF,  GII,*e  couperont  en  un  point  M,  de  manière  qu'on 

<ïnruHM:MG::AE:ER,  «EBI:MF::AH:1ID. 

Conduisez  suivant  AD  un  plan  quelconque  A&Hrf)  qui  ne. 

passe  pris  suivant.  Gïi  ;  par  les  pniiH.s  Y, ,  B,  C,  Y ,  menez  à 

Gli  les  parallèles  Ee ,  T,b ,  Ce,  Vf,  qui  rencontrent  ce  plan 

en  e,  h,  c,f.  A  cause  des  parallèles  fié,  GH,  O*,  on  aura     *iS,  3. 

*H:Hc::BG;GC::AH:HD;  donc" les  triangles  AHé,UHc,      "ao>3' 

soûl  semblables.  0;i  aura  ensuite   K.e\<:.b\\  AE:EB,  et  D/; 
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l.-::DF:FC;  donc  ke:eb\\Xif\fc ,  ou,  componendo  ,  Ae: 
D/"::  A.b:Di; ;  mais,  à  cause  des  triangles  semblables  Allé, 
DHo,  on  a  A.b:J)c::  AH:HD;  donc  Ae:D/::  AH:HD  :  d'ail- 

leurs  les  li'ian^ii  -s  MI/\  dfD,  <:iauE  so  m  lil.il>  lus ,  l'angle  HA« 
—  HD/;  donc  les  triangles  AHe,  DH/',  sont  semblables*, 
donc  l'angle  XRe  =  Qïlf.  Il  s'ensuit  d'abord  que  eH/est  une 
ligne  droite,  et  qu'ainsi  les  trois  parallèles  Ee,  GH,  Vf, 
sont  s  II  m'es  dans  ati  nii'ijiu;  plan  ,  lequel  contiendra  les  dt'ij  * 
droites  EF,  GH;  donc  celles-ci  doivent  se  couper  en  un 
point  M.  Ensuite,  à  cause  des  parallèles  Ke,  MH  ,  F/,  on 
aura   EM;MF::eH:H/:: AH:HD. 

Par  une  construction  semblable,  rapportée  an  côté  AB, 
on  démontrerait  que  HM:MG:: AE:EB. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

;.  L'angle  compris  entre  les  deux  plans  MAN  , 
MAP,  peut  être  mesuré,  conformément  à  la  dé- 
finition, par  l'angle  NAP  que  font  entre  elles 
les  deux  perpendiculaires  AN ,  AP ,  menées  dans 
chacun  de  ces  plans  à  l'intersection  commune 
AM. 

Pour  démontrer  la  légitimité  de  cette  mesure,  il 
faut  prouver,  i°  qu'elle  est  constante,  ou  qu'elle  serait 
'a  même  en  quelque  point  de  l'intersection  commune 
qu'on  menât  les  deux  perpendiculaires. 

En  effet,  si  on  prend  un  autre  point  M,  et  qu'on 
mené  MC  dans  le  plan  MN,  et  MB  dans  le  plan  MP: 
perpendiculaires  à  l'intersection  commune  AM  ;  puis- 
que MB  et  AP  sont  perpyitdic-ulïiires  aune  même  ligne 
AM,  elles  sont  parallèles  entre  elles.  Par  la  même 
raison  MC  est  parallèle  à  AN  ;  donc  l'angle  BMC  = 
PAN  *  ;  donc  il  est  indifférent  de  mener  les  perpen- 
diculaires au  point  M  ou  au  point  A;  l'angle  compris 
acra  toujours  le  même. 
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2"  Il  faut  prouver  que  si  l'angle  des  deux  plans 
augmente  ou  diminue  dans  un  certain  rapport , 
l'angle  PAN  augmentera  ou  diminuera  dans  le  même 
rapport. 

Dans  le  plan  PAN  décrivez  du  centre  A  et  d'un 
rayon  à  volonté  l'arc  NDP,  du  centre  M  et  d'un  rayon 
égal  décrivez  l'arc  CEB  ,  tirez  AD  à  volonté  ;  les  deux 
plans  PAN,  BMC,  étant  perpendiculaires  à  une  même 
droite  MA,  seront  parallèles*;  donc  les  intersections 
AD ,  ME ,  de  ces  deux  plans  par  un  troisième  AMD, 
seront  parallèles;  donc  l'angle  BME  sera  égal  k  PAD* 

Appelons  pour  un  moment  coin  l'angle  formé  par 
deux  plans  MP ,  MN  ;  cela  posé  ,  si  l'angle  DAP  était 
égal  à  DAN,  il  est  clair  que  le  coin  DAMP  serait 
égal  au  coin  DAMN;  car  la  base  PAD  se  placerait 
exactement  sur  son  égale  DAN,  la  hauteur  AM  se- 
rait toujours  la  rnème  ;  donc  les  deux  coins  coïnci- 
deraient l'un  avec  l'autre.  On  voit  de  même  que  si 
l'angle  DAP  était  contenu  un  certain  nombre  de  fois 
Juste  dans  l'angle  PAN,  le  coin  DAMP  serait  contenu 
autant  de  fois  dans  le  coin  PAMN.  D'ailleurs,  du  rap- 
port en  nombre  entier  à  un  rapport  quelconque  la 
conclusion  est  légitime,  et  a  été  démontrée  dans  une 
circonstance  tout-à-fait  semblable  *  ;  donc  quel  que 
soit  le  rapport  de  l'angle  DAP  à  l'angle  PAN,  le  coin 
DAM  Pseiadans  ce  même  rapport  avec  le  coin  PAMN; 
donc  l'angle  NAP  peut  être  pris  pour  la  mesure  du 
coin  PAMN,  ou  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux 
plans  MAP,  MAN. 

Schotte.  Il  en  est  des  angles  formés  par  deux  plans 
comme  de,sari;;ij  ■;  formes  par  deux  droites.  Ainsi,  lors- 
que deux  plans  se  traversent  mutuellement ,  les  angles 
opposés  au  sommet  sont  égaux,  et  les  angles  adjacents 
valent  ensemble  deux  angles  droits;  donc  si  un  plan 
est  perpendiculaire  à  un  autre ,  celui-ci  est  perpendi- 
culaire au  premier.  Pareillement  dans  la  rencontre  des 
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plans  parallèles  par  un  troisième  plan,  il  existe  les 
mêmes  égalités  et  les  mêmes  propriétés  que  dans  la 
rencontre  de  deux  lignes  parallèles  par  une  troisième 
ligne. 

PROPOSITION    XVIII. 

THÉORÈME. 

!  La  ligne  AP  étant  perpendiculaire  au  plan 
MN,  tout  plan  A  PB,  conduit  suivant  AP,  sera 
perpendiculaire  au  plan  MN. 

Soit  BC  l'intersection  des  plans  AB,  MN;  si  dans 
le  plan  MN  on  mène  DE  perpendiculaire  à  BP,la  ligne 
AP,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpen- 
diculaire i!  chacune  des  deux  droites  BC  ,  DE  :  niais 
l'angle  APD,  formé  par  les  deux  perpendiculaires  PA, 
PD,  à  l'intersection  commune  EP ,  mesure  l'angle  des 
deux  plans  AB,  MN  ;  donc,  puisque  cet  angle  est  droit, 
les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eus*. 

SchoUe.  Lorsque  trois  droites,  telles  que  AP,  BP, 
DP ,  sont  perpendiculaires  entre  elles ,  chacune  de  ces 
droites  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres 
et  les  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

PROPOSITION     XIX. 


Si  le  plan  AB  est  perpendiculaire  au  plan  MN , 
fit  que  dans  le  plan  AB  on  mène  la  ligne  PA  per- 
pendiculaire, à  l'intersection  commune  PB,ye  dis 
que  PA  sera  perpendiculaire  au  plan  MN. 

Car  si  dans  le  plan  MN  oti  mène  PD  perpendicu- 
laire à  PB,  l'angle  APD  sera  droit,  puisque  les  plans 
sont  perpendiculaires  entre  eux;  donc  la  ligne  AP 
est  perpendiculaire  aux  deux  droites  PB,  PD;  donc 
«Ile  est  perpendiculaire  à  leur  plan  MN. 
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Corollaire,  Si  le  plan  AB  est  perpendiculaire  au 
plan  MN ,  et  que  par  un  point  P  de  l'intersection 
commune  ou  élève  une  perpendiculaire  au  plan  MN 
je  dis  que  cette  perpendiculaire  sera  dans  le  pian  AB5 
car ,  si  elle  n'y  était  pas  ,  on  pourrait  mener  dans  le 

|il  >H    \R  •un*  p-rp-tidi.  iil:'ir«-  M'  a  l'nilf  i>o*Il "in. 

mime  BP,  laquelle  serait  en  même  temps  perpendi- 
culaire au  plan  MN  ;  donc  au  même  point  P  il  y 
aurait  deux  perpendiculaires  au  plan  MN  ;  ce  qui  est 
impossible*.  *4' 

PROPOSITION    XX. 

THÉORÈME. 

Si  deux  plans  AB,  AD,  sont  perpendiculaires  fig. , 
à  un  troisième  MN ,  leur  intersection  commune 
AP  sera  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

Car  si  par  le  point  P  on  élève  une  perpendiculaire 
au  plan  MN ,  cette  perpendiculaire  doit  se  trouver  à- 
!a-fois  dans  le  plan  AB  et  dans  le  plan  AD*;  donc  ell"  'cor. 
est  leur  intersection  commune  AP, 

PROPOSITION    XXI. 


Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois  angles  fig.  r 
plans,  la  somme  de   deux   quelconques  de  ces 
angles  sera  plus  grande  que  le  troisième. 

Il  n'y  a  lien  à  démontrer  la  proposition  que  lorsque 
l'an  pie  plan  qu'on  compare  à  la  somme  des  deux  au- 
tres est  plus  grand  que  chacun  de  ceux-ci.  Soit  donc 
l'angle  solide  S  formé  par  trois  angles  plans  ASB, 
ASC  ,  BSC,  et  supposons  que  l'angle  ASB  soit  le  plus 
grand  des  trois;  je  dis  qu'on  aura  ASB  <  ASC  +  BSC. 

Dans  le  plan  ASB  faites   l'angle  BSD  =  BSC.  tire?, 
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à  volonté  la  droite  ADB  ;  et,  ayant  pris  SC  =  SD, 
joignez  AC,  BC. 

Les  deux  côtés  BS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  BS, 
SC,  l'angle  BSD— BSC;  donc  les  deux  triangles  BSD, 
BSG  sont  égaux;  donc  BD  =  BC.  Mais  on  a  AB< 
AC  +  BC;  retranchant  d'un  côté  BD,  et  de  l'autre 
sou  égale  BC,  il  restera  AD<AC.  Les  deux  cotés  AS, 
SD ,  sont  égaux  aux  deux  AS ,  SC ,  le  troisième  AD 
est  plus  petit  que  le  troisième  AC;  donc*  l'angle  ASD 
<ASC.  Ajoutant  BSD— BSC,  on  aura  ASD  +  BSD 
ou  ASB<ASC  +  BSC. 

PROPOSITION     XXII. 


La  somme  des  angles  plans  qui /arment  un 
angle  solide,  est  toujours  moindre  que  quatre 
angles  droits. 

Coupez  l'angle  solide  S  par  un  plan  quelconque 
ABCDE  ;  d'un  point  O  pris  dans  ce  plan  menez  à 
tous  les  angles  les  lignes  O A,  OB,  OC,  OD,OE. 

La  somme  des  angles  des  triangles  ASB,  BSC,  etc., 
formés  autour  du  sommet  S,  équivaut  à  la  somme 
des  angles  d'un  pareil  nombre  de  triangles  A013 , 
BOC  ,  etc. ,  formés  autour  du  sommet  O.  Mais  au 
point  B  les  angles  ABO  ,  OBC,  pris  ensemble,  font 
l'angle  ABC  plus  petit  que  !a  somme  des  angles  ABS, 
SBC*;  de  même  au  point  C  on  a  BCO  +  OCD< 
BCS  +-  SCD  ;  et  ainsi  à  tous  les  angles  du  polygone 
ABCDE.  Il  suit  de  là  que  dans  les  triangles  dont  le 
sommet  est  en  O  ,  la  somme  des  angles  à  la  base  est 
plus  petite  que  la  somme  des  angles  à  la  base  dans 
les  triangles  dont  le  sommet  est  en  S;  donc,  par  com- 
pensation ,  la  somme  des  angles  formés  autour  du 
point  O  est  plus  grande  que  la  somme  des  angles  au- 
tour du  point  S.  Mais  la  somme  des  angles   autour 
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du  point  0  est  égale  à  quatre  angles  droits";  donc  la 
somme  des  angles  plans  qui  forment  l'angle  solide  S 
est  moindre  que  quatre  angles  droits. 

Scholie.  Cette  démonstration  suppose  que  l'angle 
solide  est  convexe ,  ou  que  le  plan  d'une  face  prolon- 
gée ne  peut  jamais  couper  l'angle  solide;  s'il  en  était 
autrement,  la  somme  des  angles  plans  n'aurait  plus  de 
bornes  et  pourrait  être  d'une  grandeur  quelconque. 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  angles  solides  sont  composés  de  trois 
angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  les  plans 
dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  seront  égale- 
ment inclinés  entre  eux. 

Soit  l'angle  ASC=DTF,  l'angle  ASB = DTE,  et 
l'angle  BSC=ETF;  je  dis  que  les  deux  plans  ASC,     s't9 
ASB,  auront  entre  eux  une  inclinaison  égale  à  celle 
des  plans  DTE,  DTE. 

Ayant  pris  SB  à  volonté  ,  menez  BO,  perpendicu- 
laire au  plan  ASC;  du  point  O,  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  le  plan,  menez  OA,  OC,  perpendi- 
culaires sur  SA ,  SC  ;  joignez  AB ,  BC  ;  prenez  ensuite 
TE  =  SB  ;  menez  EP  perpendiculaire  sur  le  plan 
DTF;  du  point  P  menez  PD  ,  PF,  perpendiculaires 
sur  TD,  TF;  enfin  joignez  DE,  EF. 

Le  triangle  SAB  est  rectangle  en  A,  et  le  triangle 
TDE  en  D",  et  puisque  l'angle  ASB = DTE,  on  a  '6. 
aussi  SBA=TED.  D'ailleurs  SB  =  TE;  donc  le 
triangle  SAB  est  égal  au  triangle  TDE*;  donc  SA—  "s, t. 
TD,  et  AB=DE.  On  démontrera  semblable  ment 
que  SC=TF,  et  BC  =  EF.  Cela  posé,  le  quadri- 
latère SAOC  est  égal  au  quadrilatère  TDPF  ;  car 
posant  l'angle  ASC  sur  son   égal   DTF,  à  cause  de 
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SA~TD  etSC=TF,lë  point  A  tombera  en  D  et  le 
point  C  en  F.  En  même  temps  AO,  perpendiculaire 
à  SA,  tombera  sur  DP  perpendiculaire  à  TD,  et  pa- 
reillement OC  sur  PF;  donc  le  point  0  tombera  sur 
le  point  Pj  et  on  aura  AO=DP.  Mais  les  triangles 
AOB,  DPE,  sont  rectangles  en  O  et  P,  l'hypoténuse 
AB=DE,  et  le  côté  AOz=DP;  donc  ces  triangles 
.  sont  égaux*;  donc  l'angle  OAB— PDE.  L'angle  OAB 
est  l'inclinaison  des  deux  plans  ASB ,  ASC;  l'angle 
PDE  est  celle  des  deux  plans  DTE,  DTF  ;  donc  ces 
deux  inclinaisons  sont  égales  entre  elles. 

Il  faut  observer  cependant  que  l'angle  A  du  trian- 
gle rectangle  OAB  n'est  proprement  l'inclinaison  des 
deux  plans  ASB  ,  ASC ,  que  lorsque  la  perpendi- 
culaire IÎO  tombe ,  par  rapport  à  SA  ,  du  même 
côté  que  SC;  si  elle  tombait  de  l'autre  côté,  alors 
l'angle  des  deux  plans  serait  obtus,  et,  joint  à  l'an- 
gle A  du  triangle  OAB,  il  lérait  deux  angles  droits. 
Mais  dans  le  même  cas  l'angle  des  deux  plans  TDE, 
TDF,  serait  pareillement  obtus,  et,  jointeà  l'angle 
D  du  triangle  DPE,  il  ferait  deux  angles  droits; 
donc,  comme  l'angle  A  serait  toujours  égal  à  D,  on 
conclurait  de  même  que  l'inclinaison  des  deux  plans 
ASB ,  ASC ,  est  égale  à  celle  des  deux  plans  TDE , 
TDF. 

Scholie.  Si  deux  angles  solides  sont  composés  de 
trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  et.  qu'en 
même  temps  les  angles  égaux  ou  homologues  soient 
disposés  du  la  même  manière  clans  les  deux  angles 
solides,  alors  ces  angles  seront  égaux  ,  et  posés  l'un 
sur  l'autre  ils  coïncideront.  En  effet  on  a  déjà  vu 
que  le  quadrilatère  SAOC  peut  être  placé  sur  son 
égal  TDPF;  ainsi  en  plaçant  SA  sur  TD,  SC  tombe 
sur  TF,  et  le  point  O  sur  le  point  P.  Maïs,  à  cause 
de  l'égalité  des  triangles  AOB,  DPE,  la  perpendicu- 
laire OB  au  plan  ASC  est  égale  à  la  perpendiculaire 
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PE  au  pian  TDF;  de  plus  ces  perpendiculaires  sont 
dirigées  dans  le  même  sens  ;  donc  le  point  B  tombera 
sur  le  point  E,  la  ligne  SB  sur  TE ,  et  les  deux  angles 
solides  coïncideront  entièrement  l'un  avec  l'autre. 

Cette  coïncidence  cependant  n'a  lieu  qu'en  sup- 
posant que  les  angles  plans  égaux  sont  disposés  de  la 
même  manière  dans  les  deux  angles  solides  ;  car  si 
les  angles  plans  égaux  étaient  disposés  dans  un  ordre 
inverse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les  perpen- 
diculaires OB  ,  PE,  au  lieu  d'être  dirigées  dans  le 
même  sens  par  rapport  aux  plans  ASC,  DTF,  étaient 
dirigées  en  sens  contraires  ,  alors  il  serait  impossible 
de  faire  coïncider  les  deux  angles  solides  l'un  avec 
l'autre.  Il  n'en  serait  cependant  pas  moins  vrai,  con- 
formément au  théorème,  que  les  plans  dans  lesquels 
sont  les  angles  égaux  seraient  également  inclinés 
entre  eux  ;  de  sorte  que  les  deux  angles  solides  se- 
i aient  égaux  dans  toutes  leurs  parties  constituantes, 
sans  néanmoins  pouvoir  être  superposés.  Cette  sorte 
d'égalité,  qui  n'est  pas  absolue  ou  de  superposition, 
mérite  d'être  distinguée  par  une  dénomination  parti- 
culière :  nous  l'appellerons  égalité  par  symétrie. 

Ainsi  les  deux  angles  solides  dont  il  s'agit ,  qui  sont 
formés  par  trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun: 
mais  disposés  dans  un  ordre  inverse,  s'appelleront 
angles  égaux  par  symétrie,  ou  simplement  angles 
symétriques. 

La  même  remarque  s'applique  aux  angles  solides 
formés  de  plus  de  trois  angles  plans  :  ainsi  un  angle 
solide  formé  par  les  angles  plans  A,  B,  C,  D,  E,  et 
un  autre  angle  solide  formé  par  les  mêmes  angles 
dans  un  ordre  inverse  A,  E,  D  ,  C,  B,  peuvent  être 
tels  que  les  plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaux 
soient  également  inclinés  entre  eux.  Ces  deux  angles 
solides,  qui  seraient  égmix  sans  que  la  superposition 
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fût  possible ,  s'appelleront  angles  solides  égaux  par 
symétrie,  ou  angles  solides  symétriques. 

Dans  les  figures  planes  il  n'y  a  point  proprement 
d'égalité  par  symétrie,  et  toutes  celles  qu'on  vou- 
drait appeler  ainsi  seraient  des  égalités  absolues  ou  de 
superposition  :  la  raison  en  est  qu'on  peut  renverser 
une  figure  plane,  et  prendre  indifféremment  le  dessus 
pour  le  dessous.  11  en  est  autrement  dans  les  solide;*, 
où  la  troisième  dimension  peut  être  prise  dans  deux 
sens  différents, 

PROPOSITION    XXIV. 

PROBLÈME. 

Etant  donnés  las  trois  angles  plans  qui  forment 
un  angle  solide,  trouver  par  une  construction 
plane  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre 
eux. 

Soit  S  l'angle  solide  proposé  ,  dans  lequel  on  con- 
naît les  trois  angles  plans  ASB ,  ASC,  BSC  ;  on  de- 
mande l'angle  que  font  entre  eux  deux  de  ces  plans, 
par  exemple  les  plans  ASB,  ASC. 

Imaginons  qu'on  ait  fait  la  même  construction  que 
dans  le  théorème  précédent,  l'angle  OA13  serait  l'angle 
requis.  Il  s'agit  donc  de  trouver  le  même  angle  par 
une  construction  plane  ou  tracée  sur  un  plan. 

Pour  cela  faites  sur  tin  plan  les  angles  B'SA,  ASC, 
B"SC,  égaux  aux  angles  BSA,  ASC,  BSC,  dans  la 
figure  solide;  prenez  B'S  et  B"S  égaux  chacun  ù  BS 
de  la  figure  solide  ;  des  points  B'  et  B"  abaissez  B'A 
et  B"C  perpendiculaires  sur  SA  et  SC ,  lesquelles  se 
rencontreront  en  un  point  O.  Du  point  A  comme  cen- 
tre et  du  rayon  AB'  décrivez  la  demi-circonférence 
B'£E;  au  point  O  élevez  sur  B'E  la  perpendiculaire 
03,  qui  rencontre  la  circonférence  en  b,  joigne/,  A.f>, 
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et  l'angle  EAè  sera  l'inclinaison  cherchée  des  deux 
plans  ASC ,  ASB ,  dans  l'angle  solide. 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  le  triangle  AO£  de 
la  figure  plane  est  égal  au  triangle  AOB  de  la  figure 
solide.  Or  les  deux  triangles  B'SA,  BSA,  sont  rectan- 
gles en  A,  les  angles  en  S  sont  égaux;  donc  les  angles 
en  B  et  B'  sont  pareillement  égaux.  Mais  l'hypoté- 
nuse SB'  est  é»aie  à  l'hypotémise  SB;  donc  ces  trian- 
gles sont  égaux;  donc  SA  de  la  figure  plane  est  égale 
à  SA  de  la  figure  solide,  et  aussi  AB',  ou  son  égale 
A6  dans  la  figure  plane  est  égale  à  AB  dans  la  figure 
solide.  On  démontrera  de  même  que  SG  est  égal  de 
part  et  d'autre;  d'où  il  suit  que  le  quadrilatère  SAOG 
est  égal  dans  l'une  et  dans  l'autre  figure  ,  et  qu'ainsi 
AO  de  la  figure  plane  est  égal  à  AO  de  la  figure 
solide;  donc  clans  l'une  et  dans  l'autre  les  triangles 
rectangles  AO£ ,  AOB,  ont  l'hypoténuse  égale  et  un 
côté  égal;  donc  ils  sont  égaux,  et  l'angle  EA£,  trouvé 
par  la  construction  plane ,  est  égal  à  l'inclinaison  des 
deux  plans  SAB,  SAC,  dans  l'angle  solide. 

Lorsque  le  point  0  tombe  entre  A  et  B'  dans  la 
figure  plane,  l'angle  EA£  devient  obtus,  et  mesure 
toujours  la  vraie  inclinaison  des  plans  :  c'est  pour 
cela  que  l'on  a  désigné  par  EA£ ,  et  non  par  OA£, 
l'inclinaison  demandée,  afin  que  la  même  solution 
convienne  à  tous  les  cas  sans  exception. 

Scholie.  On  peut  demander  si ,  en  prenant  trois 
;.i!ifji:-:.  plans  à  volonté,  on  pourra  former  avec  ces  trois 
angles  plans  un  angle  solide. 

D'abord  il  faut  que  la  somme  des  trois  angles  don- 
nés soit  plus  petite  que  quatre  angles  droits,  sans  quoi 
l'angle  solide  ne   peut  être  formé";  il  faut  de  plus  * 
qu'après  avoir  pris  deux  des  angles  à  volonté  B'SA, 
ASC,  le  troisième  CSB"  soit  tel,  que  la  perpendicu-    ' 
liiiri.'  B"C  ;i.u  cùxr.  SC  mteonfre  le  diamètre  B'E  entre 
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ses  extrémités  B'  et  E.  Ainsi  les  limites  de  ia  gran- 
deur de  l'angle  CSB"  sont  celles  qui  font  aboutir  la 
perpendiculaire  B"C  aux  points  B'  et  E.  De  ces  points 
abaissez  sur  GS  les  perpendiculaires  B'ï ,  EK ,  qui 
rencontrent  en  I  et  K  la  circonférence  décrite  du 
rayon  SB",  et  les  limites  de  l'angle  CSB"  seront  CSI 
et  GSK. 

Mais  dans  le  triangle  isoscèle  B'SI,  la  ligne  CS  pro- 
longée étant  perpendiculaire  à  la  base  B'ï,  on  a  l'an- 
gle CSI  =  CSB'~ASC  +  ASB'.  Et  dans  le  triangle 
isoscèle  ESK  ,  la  ligne  SC  étant  perpendiculaire  à 
EK,  on  a  l'angle  CSK— CSE.  D'ailleurs,  à  cause  des 
triangles  égaux  ASE ,  ASB',  l'angle  ASE^zzASB'; 
donc  CSE  on  CSK  =  ASC  —  ASB' . 

Il  résulte  de  là  que  le  problême  sera  possible  toutes 
lps  fois  que  le  troisième  angle  CSB"  sera  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres  ASC,  ASB',  et  plus 
grand  que  leur  différence  :  condition  qui  s'accorde 
avec  le  théorème  xxi;  car,  en  vertu  de  ce  théorème, 
il  faut  qu'on  ait  CSB"<  ASC+ASB';  il  faut  aussi 
qu'on  ait  ASC  <  GSB'+  ASB',  ou  CSB"  >ASC  — 
ASB'. 

PROPOSITION     XXV. 

PROBLÈME. 

Etant  donnés  deux  des  trois  angles  plans 
qui  forment  un  angle  solide,  avec  l'angle  que 
leurs  plans  font  entre  eux ,  trouver  le  troisième 
angle  plan. 
i,  Soient  ASC,  ASB',  les  deux  angles  plans  donnés, 
et  supposons  pour  un  moment  que  CSB"  soit  le  troi- 
sième angle  que  l'on  cherche  ,  alors  ,  en  faisant  la 
même  construction  que  dans  le  problème  précédent , 
l'angle  compris  entre  les  plans  des  deux  premiers 
serait  EA£.  Or,  de  même   qu'on   détermine  l'angle 
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EA&  par  le  moyen   de   CSB" ,  les  deux  autres  étant 

donnés ,  de  même  on  peut  déterminer  CSB"  par  le 
moyen  de  EAè ,  ce  qui  résoudra  le  problème  pro  • 
posé. 

Ayant  pris  SB'  à  volonté,  abaissez  sur  SA  la  per- 
pendiculaire indéfinie  B'E,  faites  l'angle  EA£  égal  à 
l'angle  des  deux  plans  donnés;  du  point  b  où  le  côté 
Ali  rencontre  la  circonférence  décrite  du  centre  A  et 
du  rayon  AB',  abaissez  sur  AE  la  perpendiculaire 
ÈO,  et  du  point  O  abaissez  sur  SC  la  perpendiculaire 
indéfinie  OCB",  que  vous  terminerez  en  B"  de  ma- 
nière que  SB"  — SB';  l'angle  CSB"  sera  le  troisième 
angle  plan  demandé. 

Car  si  on  forme  un  angle  solide  avec  les  trois  an- 
gles plans  B'SA,  ASC,  CSB",  l'inclinaison  des  plans 
où  sont  les  angles  donnés  ASB' ,  ASC,  sera  égale  à 
l'angle  donné  EAb. 

Scholie.  Si  un  angle  solide  est  quadruple,  ou  formé  %■  ' 
par  quatre  angles  plans  ASB,  BSC,  CSD ,  DSA,  la 
connaissance  de  ces  angles  ne  suffit  pas  pour  déter- 
miner les  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  plans;  car 
avec  les  mêmes  angles  plans  on  pourrait  former  une 
infinité  d'angles  solides.  Mais  si  on  ajoute  une  condi- 
tion ,  par  exemple ,  si  on  donne  l'inclinaison  des  deux 
plans  ASB-,  BSC,  alors  l'angle  solide  est  entièrement 
déterminé,  et  on  pourra  trouver  l'inclinaison  de 
deux  de  ses  plans  quelconques.  En  effet,  imaginer 
un  angle  solide  triple  i'onné  par  les  angles  plans  ASB, 
BSC,  ASC;  les  deux  premiers  angles  sont  donnés» 
ainsi  que  l'inclinaison  de  leurs  plans;  on  pourra  donc 
déLermiiior,  par  je  problème  qu'on  vient  de  résoudre, 
le  troisième  angle  ASC.  Ensuite,  si  on  considéra 
l'angle  solide  triple  formé  par  les  angles  plans  ASC, 
ASD,  DSC,  ces  trois  angles  sont  connus;  ainsi  l'angle 
solide  est  entièrement  déterminé.  Mais  Taille  solide 
quadruple  est  formé  par  la  réunion  des  deux  angles 
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solides  triples  dont  on  vient  de  parler  ;  donc,  puisque 
ces  angles  partiels  sont  connus  et  déterminés,  l'angle 
total  sera  pareillement  connu  et  déterminé. 

L'angle  des  deux  plans  ASD  ,  DSC ,  se  trouverait 
immédiatement  par  le  moyeu  du  second  angle  solide 
partiel.  Quant  à  l'angle  des  deux  plans  BSC,  CSD,  il 
faudrait  dans  un  angle  solide  partiel  chercher  l'angle 
compris  entre  les  deux  plans  ASC,  DSC,  et  dans 
l'autre  l'angle  compris  entre  les  deux  plans  ASC , 
BSC  ;  la  somme  de  ces  deux  angles  serait  l'angle  com- 
pris entre  les  plans  BSC,  DSC. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  ,  pour  dé- 
terminer un  angle  solide  quintuple,  il  faut  connaître, 
outre  les  cinq  angles  plans  qui  le  composent,  deux 
des  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  plans;  il  en  fau- 
drait trois  dans  l'angle  solide  sextuple,  et  ainsi  de 
suite. 
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les  POLYEDRES. 


I.  V_Jw  appelle  solide  polyèdre,  ou  simplement  po- 
lyèdre, i.oui.  solide  terminé  par  des  plans  ou  des  laces 
planes.  (Ces  plans  sont  nécessairement  terminés  eux. 
mêmes  par  des  lignes  droites.)  On  appelle  en  parti- 
culier tétraèdre  le  solide  qui  a  quatre  faces  ;  hexaèdre 
celui  qui  en  a  six;  octaèdre  celui  qui  en  a  huit;  do- 
dêcaadre.  celui  qui  en  a  douze;  icosaèdre  celui  qui  en 
a  vingt,  etc. 

Le  tétraèdre  est  le  plus  simple  des  polyèdres  ;  car 
it  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  so- 
lide, et  ces  trois  plans  laissent  un  vide  qui ,  pour  être 
fermé ,  exige  au  moins  un  quatrième  plan. 

IL  L'intersection  commune  de  deux  faces  adjacentes 
d'un  polyèdre  s  appdle-coïe  ou  arête  du  polyèdre. 

III.  On  appelle  polyèdre  régulier  celui  dont  toutes 
les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont 
tous  les  angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  po- 
lyèdres sont  au  nombre  de  cinq.  Voyez  l'uppendin' 
aux  livres  VI  et  VII. 

IV.  Le  prisme  est  un  solide  compris  sous  plusieurs 
plans  parallélogrammes,  terminés  de  part  et  d'autre 
par  deux  plans  polygones  égaux  et  parallèles. 

Pour  construire  ce  solide,  soit  A1ÎCDE  un  poly-   t 
gone  quelconque;  si  dans  un  plan  parallèle  à  ABC, 
on  mène  les  lignes  FG,  GH,  111,  etc.,  égaies  et  pa- 
rallèles aux  côtés  AB,  BC,  CD,  etc.,  ce  qui  formera 
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je  polygone  FGHIK  égal  à  ABCDE;  si  ensuite  on 
joint  d'un  plan  à  l'autre  les  sommets  des  angles  îiu- 
mologues  par  les  droites  AF,  EG,  CH,  etc.,  les  laces 
ABGF,  BCHG,  etc.,  seront  des  pai  ■allélog-j-ammes.  et 
le  solide  ainsi  formé  ABGDEFGHIK.  sera  un  prisme. 

V.  Les  polygones  égaux  et  parallèles  ABGDE , 
FGHIK,  s'appellent  les  bases  du  prisme;  les  autres 
plans  parallélogrammes  pris  ensemble  constituent  ia 
surface  latérale  ou  convexe  du  prisme.  Les  droites 
égales  AF,  J3G,  CH  ,  etc.,  s'appellent  les  côtés  du 
prisme. 

VI.  La  hauteur  d'un  prisme  est  la  distance  de  ses 
deux  bases,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  infé- 
rieure. 

Y1L  Un  prisme  est  droit  lorsque  les  côtés  AF , 
BG,  etc.,  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  bases: 
alors  chacun  d'eux  est  égal  à  la  hauteur  du  prisme. 
Dans  tout  autre  cas  le  prisme  est  oblique ,  et  la  hau- 
teur est  plus  petite  que  le  côté. 

VIII.  Un  prisme  est  triangulaire  ,  quadrangu- 
(aire ,  pentagonal ,  hexagonal,  etc. ,  selon  que  la  base 
est  un  triangle,  un  quadrilatère,  un  pentagone,  un 
i|«:<:'j;one,  etc. 

IX.  Le  prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme } 
a  toutes  ses  faces  parallélogrammiques  ;  il  s'appelle 
parallèlipipède. 

Le  parallélinipède  est  rectangle  lorsque  toutes  ses 
faces  sont  des  rectangles. 

X.  Parmi  les  parallélépipèdes  rectangles  on  dis- 
lingue le  cube  ou  hexaèdre  régulier  compris  sous  six 
quarrés  égaux. 

:.  XL  La  pyramide  est  le  solide  formé  lorsque  plu- 
sieurs plans  triangulaires  partent  d'un  même  point  S, 
et  sont  terminés  aux  différent'!  côtés  d'un  même  plan 
polygonal  ABGDE. 
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Le  polygone  ÂBCDE  s'appelle  la  bo.se  c!e  la  pyra- 
mide, le  point  S  en  est  le  sommet,  et  l'ensemble  des 
triangles  ASB  ,  BSG,  etc.,  forme  Sa  surface  convexe. 
ou  latérale  de  la  pyramide. 

XII.  La  hauteur  de  !a  pyramide  est  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base ,  pro- 
longé s'il  est  nécessaire. 

XIII.  La  pyramide  est  triangulaire,  quadrangu- 
laire,  etc. ,  selon  que  la  base  est  un  triangle,  un  qua- 
drilatère, etc. 

XIV.  Une  pyramide  est  régidii-rn,  lorsque  la  base 
est  un  polygone  régulier,  et  qu'en  même  temps  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la 
base  passe  par  le  centre  de  cette  base  :  cette  ligne 
s'appelle  alors  Vaxe  de  la  pyramide. 

XV.  Diagonale  li'i.ii]  polyèdre  est  la  droite  qui  joint 
les  sommets  de  deux  angles  solides  non  adjacents. 

XVI.  J'appellerai  polyèdres  symétriques  deux 
polyèdres  qui,  ayant  une  base  commune,  sont  cons- 
truits semblablement,  !'un  au-dessus  du  plan  de  cette 
base,  l'autre  au-dessous,  avec  cette  condition  que  les 
sommets  des  angles  solides  homologues  soient  situés 
à  égales  distances  du  plan  de  la  base,  suc  une  même 
droite  perpendiculaire  à  ee  plan. 

Par  exemple  ,  si  la  droite  ST  est  perpendiculaire    Gg-  ' 
au  plan  ABC,  et  qu'au  point  O,  où  elle  rencontre  ce 
plan ,  elle  soit  divisée  en  deux  parties  égales ,  les  deux 
pyramides  S  ABC,  TABC,  qui  ont  la  base   commune 
ABC,  seront  deux  polyèdres  symétriques. 

XVII.  Deux  pyramide-,  triangulaires  sont  sembla- 
bles, lorsqu'elles  ont  deux  faces  semblables  chacune 
à  chacune,  semblablement  placées  et  également  incli- 
nées entre  elles. 

Ainsi,  en  supposant  les  angles  ÀBC  =  DEF,BAC  fig.  i 
=  EDF,ABS==DET,BAS=EDT,  si  en  outre  l'in- 
clinaison des   plans    ABS,  ABC,  est  égale    celle  de 
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leurs  homologues  DTE,  DEF,  les  pyramides  SABC, 
TDEF,  seront  semblables. 

XVIII.  Ayant  formé  un  triangle  avee  les  sommets 
de  trois  angles  pris  sur  une  même  face  ou  base  d'un 
polyèdre,  on  peut  imaginer  que  les  sommets  des  dif- 
férents angles  solides  du  polyèdre ,  situés  hors  du 
plan  de  cette  hase  ,  soient  ceux  d'autant  de  pyramides 
triangulaires  qui  ont  pour  base  commune  le  triangle 
désigné,  et  chacune  de  ces  pyramides  déterminera  la 
position  de  chaque  angle  solide  du  polyèdre  par  rap- 
port à  la  base.  Cela  posé  : 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ayant  des 
bases  semblables ,  les  sommets  des  angles  solides  ho- 
mologues,  hors  de  ces  bases,  sont  déterminés  par  des 
pyramides  triangulaires  semblables  chacune  à  chacune. 

XIX.  J'appellerai  sommets  d'un  polyèdre  les  points 
situés  aux  sommets  de  ses  différents  angles  solides. 
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PROPOSITION  PBEM.1  KO  !.. 


Deux  polyèdres  ne  peuvent  avoir  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre  sans  coïncider  l'un 
avec  l'autre. 


Car  supposons  l'un  des  polyèdres  déjà  i 
si  on  veut  en  construire  un  autre  qui  ait  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre,  il  faudra  que  les  plans 
de  celui-ci  ne  passent  pas  tous  par  les  mêmes  points 
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que  dans  le  premier,  sans  quoi  ils  ne  différeraient 
pas  l'un  de  l'autre  :  mais  alors  il  est  clair  que  quel- 
ques-uns des  nouveaux  plans  couperaient  le  premier 
polyèdre;  il  y  aurait  des  sommets  au-dessus  de  ces 
plans,  et  des  sommets  au-dessous,  ce  qui  ne  peut  con- 
venir à  un  polyèdre  convexe  :  donc,  si  deux  polyèdres 
ont  les  mêmes  sommets  et  en  même  nombre,  ils 
doivent  nccessaireiNCi'ii:  coïncider  l'un  avec  l'autre. 

Scholic.  Etant  donnés  de  position  les  points  A,  B, 
C,  R,  etc.,  qui  doivent  servir  de  sommets  à  un  po- 
lyèdre, il  est  facile  de  décrire  le  polyèdre. 

Clioiiissez  d'abord  trois  points  voisins  D,  E,  H,  i 
tels  que  le  plan  DEH  passe,  s'il  y  a  Heu,  par  de  nou- 
veaux points  K,  C,  mais  laisse  tous  les  autres  d'un 
même  côté,  tous  au-dessus  du  plan  ou  tous  au- 
dessous;  le  plan  DEH  ou  DEHKC,  ainsi  détermine, 
sera  une  face  d»  solide.  Suivant  un  de  ses  côtés  EH  , 
conduisez  un  plan  que  vous  ferez  tourner  jusqu'à  ce 
qu'il  rencontre  un  nouveau  sommet  F,  ou  plusieurs 
à-la-fois  F,  I;  vous  aurez  une  seconde  face  qui  sera 
FEH  ou  FEHI.  Continuez  ainsi  en  faisant  passer  des 
plans  par  les  cotés  trouvés  jusqu'à  ce  que  le  solide 
soit  terminé  de  tontes  parts  :  ce  solide  sera  le  polyèdre 
iîeni;uidé,  car  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  puissent  avoir 
les  mêmes  sommets. 

PROPOSITION    II. 

THÉORÈME. 

Dans  deux  polyèdres  symétriques  les  faces 
homologues  sont:  égales  chacune  à  chacune,  et 
l'inclinaison  de  deux  j 'ci ces  adjacentes ,  dans  un 
de  ces  solides ,  est.  égale,  à  V  inclinaison  des  faces 
homologues  dans  l'autre. 

Soit  ABCDE  la  base  commune  aux  deux  polyèdres,  f 
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soient  M  et  N  les  sommets  de  deux  angles  solides 
quelconques  de  l'un  des  polyèdres,  M'  et  N'  les  som- 
mets homologues  de  l'autre  polyèdre;  il  faudra,  sui- 
vant la  définition,  que  les  droiies  MM',  KM',  soient 
perpendiculaires  au  plan  ABC,  et  qu'elles  soient  divi- 
sées en  deux  parues  égales  aux  points  m  et  n  où  elles 
rencontrent  ce  plan.  Cela  posé,  je  dis  que  la  distance 
MN  est  égale  à  M'W. 

Car  si  on  fait  tourner  le  trapèze  m  M'ïï're  autour 
de  mn  jusqu'à  ce  que  son  plan  s'applique  sur  le  plan 
«iMrS'.'i;  à  cause  des  angles  droits  en  m  et  en  »,  le 
tuité  i/iM.'  tombera  sur  son  égal  mi,  et  nN'  sur  «N  ; 
donc  les  deux  trapèzes  coïncideront,  et  on  aura 
MN=MTÏ'. 

Soit  P  un  troisième  sommet  du  polyèdre  supérieur, 
et  P'  son  homologue  dans  l'autre,  on  aura  de  même 
MP=M'P'  et  NPizzN'P';  donc  le  triangle  MNP, 
qui  joint  trois  sommeti  quelconques  du  polyèdre  su- 
périeur, est  égal  au  triangle  WWV  qui  joint  les  trois 
ommets  homologues  de  l'autre  polyèdre. 

Si  parmi  ces  triangles  ou  considère  seulement  ceux 
qui  sont  formés  à  la  surface  des  polyèdres ,  on  peut 
déjà  conclure  que  les  surfaces  des  deux  polyèdres 
sont  composées  d'un  même  nombre  de  triangles  éi;aux 
chacun  à  chacun. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  triangles  sont  dans  un 
même  plan  sur  une  surface  et  forment  une  même  lace 
polygone,  les  triangles  homologues  seront  dans  un 
même  plan,  sur  l'autre  surface  et  formeront  une  lace 
polygone  égale. 

En  effet,  soient  MPN  ,  NPQ,  deux  triangles  adja- 
cents qu'on  suppose  dans  uu  même  plan  ,  et  soient 
M'P'N',  N'P'Q',  leurs  homologues.  Ou  a  ['angle 
MNP=  M'N'F,  l'angle  PÏÏQ  =  P'N'Q' ;  et.  si  on 
joignait  MQ  et  M'Q',  le  triangle  MA'Q  serait  égal  à 
M'N'Q',  ainsi   on    aurait   l'angle   MÎÏQ  =  M'K'Q'. 
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Mais  pujsque  MPNQ  est  un  seul  pian  ,  on  it  l'angle 
MNQ— MMP  +  PNQ;  donc  on  aura  aussi  M'N'Q' 
=;M'N'P'+ P'N'Q'.  Or,  si  les  trois  plans  M'N'P', 
P'N'Q',  M'N'Q',  n'étaient  pas  confondus  en  un 
seul,  ces  trois  pbns  formeraient  un  angle  solide,  et 
on  aurait  *  l'angle  M'N'  Q'  <  M'N'P'  +  P'N'Q';  ' 
dont:,  puisque  cette  condition  n'a  pas  lieu ,  les  deux 
triangles  M'N'P',  P'N'Q',  sont  dans  un  même  plan. 

(i  suit  de  là  que  chaque  face,  soit  triangulaire,  soif. 
polygone,  dans  un  polyèdre,  répond  à  une  l'ace  é^ii.lt 
dans  l'autre,  et  qu'ainsi  les  deux  polyèdres  sont  com- 
pris ;;oïis  un  même  nombre  de  plans  égaux  ,  chacus  à 
chacun. 

Ji  reste  à  prouver  que  l'inclinaison  de  deux  (aces 
adjacentes  quelconques  dans  l'un  des  polyèdres  est 
égale  à  l'inclinaison  des  deux  faces  homologues  daiv-: 
l'autre. 

Soient  MPN,  NPQ ,  deux  triangles  formés  sur 
! 'arête  commune  NP  dans  les  plans  des  deux  faces 
adjacentes;  soient  M'P'N',  N'P'Q',  leurs  homolo- 
gues; on  peut  concevoir  en  N  un  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  MNQ,  MNP,  PNQ,  et  en 
N'  un  angle  solide  formé  par  les  trois  M'N'Q', 
M'N'P',  P'N'Q'.  Or,  on  a  déjà  prouvé  que  ces  angles 
plans  sont  égaux  chacun  à  chacun;  donc  l'inclinaison, 
des  deux  plans  MNP,  PNQ,  est  égale  à  celle  de  leurs 
homologues  M'N'P',  P'N'Q'  \ 

Donc,  dans  les  polyèdres  symétriques,  les  faces 
soin  égides  chacune  à  chacune,  et  les  plans  de  deux 
face*  quelconques  adjacentes  d'un  des  solides  ,  ont 
entre  eux  la  même  inclinaison  que  les  plans  des  deux 
laces  homologues  de  l'autre  solide. 

Scholie.  On  peut  remarquer  que  les  angles  solides 
d'iut  imlj'edre  sont  les  symétriques  des  angles  solides 
de.  l'autre  polyèdre,  car  si  l'angle  solide  N  est  formé 
par  les  plans  MNP ,  PNQ ,  QNB ,  etc. ,  son  homolor 
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gue  N'  est  formé  par  les  plans  M'N'P',  P'N'Q', 
Q'N'R',  etc.  Ceux-ci  paraissent  disposés  dans  le 
même  ordre  que  les  autres;  mais  comme  les  deux 
angles  solides  sont  dans  une  situation  inverse  l'un  par 
rapport  à  l'autre,  il  s'ensuit  que  la  disposition  réelle 
des  plans  qui  forment  l'angle  solide  N'  est  l'inverse 
de  celle  qui  a  lieu  dans  l'angle  homologue  N.  D'ail- 
leurs les  inclinaisons  des  plans  consécutifs  sont  égales 
dans  l'un  et  dans  l'autre  angle  solide;  donc  ces  angles 
solides  sont  symétriques  l'un  de  l'autre.  Voyez  le 
scholîe  de  laprop.  XJCIÎl ',  liv.  V. 

Cette  remarque  prouve  qu'un  polyèdre  quelconque 
ne  peut  avoir  qu'un  seul  polyèdre  symétrique.  Car  si  on 
construisait  sur  une  autre  base  un  nouveau  polyèdre 
symétrique  au  polyèdre  donné,  les  angles  solides 
de  celui-ci  seraient  toujours  symétriques  îles  angles 
du  polyèdre  donné;  donc  ils  seraient  égaux  à  ceux 
du  polyèdre  symétrique  construit  sur  la  première 
hase.  D'ailleurs  les  faces  homologues  seraient  toujours 
égales;  donc  ces  deux  polyèdres  symétriques  cons- 
truits sur  une  hase  ou  sur  une  autre  auraient  les  l'aees 
égales  et  les  angles  solides  égaux  ;  donc  ils  coïncide- 
raient par  la  superposition  ,  et  ne  feraient  qu'un  seul 
et  même  polyèdre. 

PROPOSITION  Ili. 

THÉOKÛHE. 

Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un 
angle  solide  compris  entre  trois  plans  égaux 
chacun  à  chacun  elsemblablement placés. 

Soit  la  hase  ABCDE  égale  à  la  hase  abc.de,  le  pa- 
rallélogramme ÀBGF  égal  au  parallélogramme  abgf\ 
et  le  parallélogramme  BCHG  égal  au  parallélogramme 
behg;  je  dis  que  le  prisme  A.BCI  sera  égal  au  prisme 
abâ. 
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Gai-  soit  posée  la  base  ABCDE  sur  son  égale  abcde, 
ces  deux  bases  coïncideront  :  mais  les  trois  angles 
plans  qui  forment  l'angle  solide  B  sont  égaux  aux 
trois  angles  plans  qui  forment  l'angle  solide  b,  cha- 
cun à  chacun,  savoir,  ABC  —  abc,  ABG  =  abg,  et 
GBCz^-.gbc;  de  plus  ces  angles  sont  semblablement 
placés  :  donc  les  angles  solides  B  ei  b  sont  égaux,  et 
par  conséquent  le  côté  BG  tombera  sur  son  égal  bg. 
On  voit  aussi  qu'à  cause  des  parallélogrammes  égaux 
ABGF,  abgf,  le  coté  GF  tombera  sur  son  égal  gf, 
et  semblablement  GH  sur  gh;  donc  la  base  supé- 
rieure FGH1K  coïncidera  entièrement  avec  son  égale 
f'gh.ik ■ ,  et  les  i\aux  solides  seront  confondus  en  un 
seul,  puisqu'ils  auront  les  mêmes  sommets*. 

Corollaire.  Deux  prismes  droits  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  brnileurs  égale.1;  sont  égaux.  Car  ayant 
le  côté  AB  égal  à  ab,  et  la  hauteur  BG  égale  à  bg,  le 
rectangle  ABGF  sera  égal  au  rectangle  abgf;  il  en 
sera  de  même  des  rectangles  BGHC,  bghc;  ainsi  les 
trois  pians  qui  forment,  l'angle  solide  B  sont  égaux 
aux  trois  qui  forment  l'angle  solide  b.  Donc  les  deux 
prismes  sont  égaux. 

PROPOSITION    iY. 


Dans  tout  parallélipipede  les  plans   opposés 
sont  égaux  et  parallèles. 

Suivant  la  définition  de  ce  solide,  les  bases  ABCD,  %  ao6- 
EFGH,  sont  des  parallélogrammes  égaux,  et  leurs 
<■ot.es  sont  parallèles  :  il  reste  donc  à  démontrer  que 
la  même  chose  a  lieu  pour  deux  faces  latérales  oppo- 
sées, telles  que  AEHD,  BFGC.  Or,  AD  est  égale  et 
parallèle  à  BC,  puisque  la  figure  ABCD  est  un  parai- 
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lélogramme;  par  une  raison  semblable  AE  est  égale 
et  parallèle  à  BF  :  donc  l'angle  DAE  est  égal  à  l'angle 
CBF*,  et  le  plan  DAE  parallèle  à  CBF;  donc  aussi  le 
parallélogramme.  DATC.FÏ  est  «gai  ait  parallélogramme 
GBFG.  On  démontrera  de  même  que  les  parallélo- 
grammes opposes  ABFE,  DCGH,  sont  égaux  et  pa- 
rallèles. 

Corollaire.  Puisque  le  parallélipipède  est  un  solide 
compris  sons  six  plans  dont  les  opposés  sont  égaux  et 
parallèles,  il  s'ensuit  qu'une  face  quelconque  et  son 
opposée  peuvent  être  prises  pour  les  hases  du  para'- 
lélipipède. 

Scholie.  Etant  données  trois  droites,  AB,  AE,  AD, 
passant  par  un  même  point  A,  et  faisant  entre  elles 
des  angles  donnés,  on  peut  sur  ces  trois  droites  cons- 
truire un  parallélipipèile;  i!  faut  pour  cela  mener 
par  l'extrémité  de  chaque  droite  un  plan  parallèle 
au  plan  des  deux  autres;  savoir,  par  le  point  B  un 
plan  parallèle  à  DAE,  par  le  point  D  un  plan  paral- 
lèle à  BAE  ,  et  par  le  point  E  un  plan  parallèle  à  BAD. 
Les  rencontres  mutuelles  de  ces  plans  formeront  le 
paiallelijvjpe.de  demandé. 

PROPOSITION    V. 


Dans  tout  para/lélipipede  les  angles  solides 
opposas  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  ;  et 
les  diagonales  menées  par  les  sommets  de  ces 
angles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales. 

Comparons,  par  exemple,  l'angle  solide  A  à  sou 
opposé  G;  l'angle  EAB,  égal  à  El'B,  est  aussi  égal  h 
HGC,  l'angle  DAE  =  DUE  — CGF,  et  l'angle  DAB 
=  DCB~HGF;  dope  les  trois  angles  plans  qui  for- 
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ment  l'angle  solide  À  sont  égaux,  aux  trois  qui  forment 
l'angle  solide  G,  chacun  à  chacun;  d'ailleurs  il  est 
facile  de  voir  que  leur  disposition  est  différente  dans 
l'un  et  dans  l'antre  ;  donc  i°  les  deux  angles  solides  A 
et  G  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  *.  ' 

En  sucond  lieu,  imaginons  deux  diagonales  EG, 
AG ,  menées  l'une  et  l'autre  par  des  sommets  opposés  : 
puisque  AE  est  égale  et  parallèle  à  CG ,  la  figure  AEGC 
est  un  parallélogramme;  donc  les  diagonales EC,  AG, 
se  couperont  mutuellement  en  deux  parties  égales. 
On  démontrera  de  même  que  la  diagonale  KG  et  une 
autre  DF  se  couperont  aussi  en  deux  parties  égales; 
donc  20  les  quatre  diagonales  se  couperont  mutuel- 
lement en  deux  parties  égales,  dans  un  même  point 
qu'on  peut  regarder  comme  le  centre  du  paraJléii- 
pipède. 

PROPOSITION    VI. 


Le  plan   BDHF,  qui  passe  par  deux  arêtes  ee-  a< 
parallèles  opposées  BF,    DH,    divise,   le  parai- 
létipipède    AG    en    deux   prismes   triangulaires 
ABDHEF,    GHFBCD,    symétriques   Tun  de 
Vautre. 

D'abord  ces  deux  solides  sont  des  prismes;  caries 
triangles  ABD,  EFH,  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles, sont  égaux,  et  en  même  temps  les  faces  latérales 
ATÎFE,  ADHE,BDHF,  sont  des  parallélogrammes; 
donc  le  solide  ABDHEF  est  un  prisme  :  il  en  est  de 
même  du  solide  GHFBCD.  Je  dis  maintenant  que  ces 
deux  prismes  sont  symétriques  l'un  de  l'autre. 

Sur  la  base  ABD  faites  le  prisme  ABDE'F'H'  que 
soir,  le  symétrique  du  prisme  ABDEFH.  Suivant 
ce  qui  a  été  démontré  %  le  plan   ABF'E'  est  égal  à     *  *■ 
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ABFE,  et  le  plan  ADH'E'  est  égal  à  ADHE;  mais 
si  on  compare  le  prisme  GHFBCD  au  prisme 
ABDH'E'F',  la  base  GHF  est  égale  à  ABD;  le  pa- 
rallélogramme GHDC,  qui  est  égal  à  ABFE,  est  aussi 
égal  à  ABF'E',  et  le  parallélogramme  GFBC ,  qui 
est  égal  à  ADHE,  est  aussi  égal  à  ADH'E' 5  donc 
les  trois  plans  qui  forment  l'angle  solide  G  dans  le 
prisme  GHFBCD,  sont  égaux  aux  trois  plans  qui  for- 
ment l'angle  solide  A  dans  le  prisme  ABDH'E'F', 
chacun  à  chacun,  d'aîlleiirs  ils  sont  disposés  sem- 
blublcment;  donc  ces  deux  prismes  sont  égaux  *, 
et  pourraient  être  superposés.  Mais  l'un  d'eux 
ABDH'E'F'  est  symétrique  du  prisme  ABDHEF; 
donc  l'autre,  GHFBCD,  est  aussi  le  symétrique  de 
ABDHEF. 

PROPOSITION  VIL 


Dans  tout  prisme  ABCI ,  les  sections  NQPQIÎ 
STVXY,  faites  par  des  plans  parallèles ,  sont 
des  polygones  égaux. 

Car  les  côtés  NO ,  ST ,  sont  parallèles ,  comme  étant 
les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième plan  ABGF;  ces  mêmes  côtés  NO,  ST,  sont 
compris  entre  les  parallèles  NS,  OT,  qui  sont  côtes 
du  prisme;  donc  NO  est  égal  à  ST.  Par  une  semblable 
raison  les  côtés  OP,  PQ,  QK,  etc.,  de  la  section 
NOPQB,  sont  égaux  respectivement  aux  cotés  TV, 
VX,  XY,  etc.,  de  la  section  STVXY.  D'ailleurs  les 
côlt-s  égaux  étant  en  même  temps  parallèles,  il  s'en- 
suit que  les  angles  NOP,  OPQ,  etc.,  de  la  première 
section ,  sont  égaux  respectivement  aux  angles  STV, 
TVX,  etc.,  de  la  seconde.  Donc  les  deux  sections 
NOPQR,  STVXY,  sont  des  polygones  égaux. 
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Corollaire.  Toute  section  faîte  dans  tin  prisme  pa- 
rallèlement à  sa  base ,  est  égale  à  cette  base. 

PROPOSITION   VIII. 

THÉORÈME. 

Les  deux  prismes    triangulaires    symétriques  «r-  «>*. 
ABDHEF,  BCDFGH ,  dans  lesquels  se  décompose 
le  parallélipipede  AG,   sont   équivalents  entre 
eux. 

Parles  sommets  Bet  F  menez  perpendiculairement 
au  côte  BF,  les  plans  Bade,  Fekg,  qui  rencontreront, 
d'une  part  en  a,  d ,  c ,  de  l'autre  en  e,  h,  g,  les  trois 
autres  côtés  AE ,  DH,  GG,  du  même  parallélipipede; 
les  sections  Via  de ,  Yeh.g ,  seront  des  parallélogrammes 
éijau.x.  Ces  sections  sont  égales,  parce  qu'elles  sont  laites 
par  des  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  et 
par  conséquent  parallèles  *;  elles  sont  des  parallélo-  *  J- 
grammes ,  parce  que  deux  côtés  opposés  d'une  même 
section  aB,dc,  sont  les  intersections  de  deux  plans 
parallèles  ABFE ,  DCGH,  par  un  même  plan. 

Par  iine  raison   semblable,   la  figure  BaeF  est  un 
panilléiograinnie,  ainsi  que  les  autres   faces   latérales 
ïîï''gc,  ed/'/g,  adh.e,  du  solide  MadcYchg;  doue  ce  so- 
lide est  un  prisme  *;  et  ce  prisme  est  droit,  puisque   * <léf.  k-. 
le  côté  BF  est  perpendiculaire  au  pian  de  la  base. 

Cela  posé,  si  par  le  plan  BFHD  on  divise  le  prisme 
rii-oil  BAen  deux  prismes  triangulaires  droits  ttVidc'ï/i  . 
BdcFhg;  je  dis  que  le  prisme  triangulaire  oblique 
A.BDEFH,  sera  équivalent  au  prisme  triangulaire 
droit  a.BdeVh. 

En  effet  ces  tiens  prismes  ayant  une  partie  com- 
mune ABDAeF,  il  suffira  de  prouver  que  les  parties 
restantes,  savoir,  les  solides  BaA.Dd,  F«EH/t  sont 
équivalents  entre  eux, 
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Or,  à  cause  des  parallélogrammes  ABFE,  a\W<:.  les 
côtés  A.K,  ae,  égaux  à  leur  parallèle  BF,  sont  égaux 
entre  eux;  ainsi,  en  ôtant  la  partie  commune  Ae,  il 
restera  Aa  =^T£e. On  prouvera  de  même  que  Tid:=.-.\Vi, 

Maintenant,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
solides  BraAIW,  FeEHA,  plaçons  îa  base  Veh  sur  son 
!::;;ii('  'Ùad ;  alors  le  pointe  tombant  en  a,  et  le  point 
//.  en  d,  les  côtés  eE,  hH ,  tomberont  sur  leurs  égaux 
«À ,  dD ,  puisqu'ils  sont  perpendiculaires  au  même 
pian  Y>ad,  Donc  les  deux  solides  dont  il  s'agit  coïnci- 
deront entièrement  l'un  avec  l'autre;  donc  le  prisme 
oblique  BADFEH  est  équivalent  au  prisme  droit 
BadFeh. 

On  démontrera  semblablement  que  le  prisme  obli- 
que BDCFHG  est  équivalent  au  prisme  droit  ïldcVhg-. 
Mais  les  deux  prismes  droits  BadFc/i ,  V>dc¥hg  sont 
égaiiN  entre  eux,  puisqu'ils  ont  même  hauteur  BF, 
Ht  que  leurs  bases  Bac/,  Bdc  sont  moitiés  d'un  même 
parallélogramme  *.  Donc  les  deux  prismes  triangu- 
laires BADFEH,  BDCFHG,  équivalents  à  des  prismes 
égaux,  sont  équivalents  entre  eux. 

Corollaire.  Tout  prisme  triangulaire  ABDHEF  est 
la  moitié  du  par  allé  lipipède  AG ,  construit  sur  le 
même  angle  solide  A,  avec  les  mêmes  arêtes  Ai', 
AD ,  AE. 

PROPOSITION    IX. 


Si  deux  parallélipipedes  AG,  AL,  ont  une 
base  commune  ABCD ,  et  que  leurs  bases  supé- 
rieures EFGH  ,  IKLM  ,  soient  comprises  dans  un 
même  plan  et  entre  les  mêmes  parallèles  LiK, 
Hlj,  ces  deux  paralU.htnp'ïAes  seront  équiva- 
lents entre  eux. 
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Il  peut  arriver  trois  cas,  selon  que  El  est  plus 
grand ,  plus  petit  ou  égalàEF;  mais  la  démonstration 
est  la  même  pour  tous  :  et  d'abord  je  dis  que  le  prisme 
Triangulaire  AEIDHM  est  égal  au  prisme  triangulaire 
BFKCGL. 

En  effet,  puisque  AE  est  parallèle  à  BF  et  HE  à 
GF,  l'angle  AEI^zBFK,  HEI  =  GFK,  et  HEA.= 
GFB.  De  ces  six  angles  les  trois  premiers  forment 
l'angle  solide  E  ,  les  trois  autres  forment  l'angle  solide 
F;  donc,  puisque  les  angles  plans  sont  égaux  chacun 
à.  chacun,  et  semblahlement  disposés,  il  s'ensuit  que 
[es  angles  solides  E  et  F  sont  égaux.  Maintenant,  si 
on  pose  le  prisme  AEM  sur  le  prisme  BFL ,  et  d'abord 
la  base  AEJ  sur  la  base  BFK,  ces  deux  bases  étant 
égaies  coïncideront;  et  puisque  l'angle  solide  E  est 
égal  à  l'angle  solide  F,  le  côté  EU  tombera  sur  son 
égal  FG  :  il  n'en  faut  pas  davantage  pour  prouver  que 
tes  deux  prismes  coïncideront  dans  toute  leur  éten- 
d"r  ..ii  !■  li.t-i.'  Ail  .1  I  .11  iif  Cfl  ilitp'ini  ■■  ;ii  1»; 
prisme  AEM>  comme  la  base  BFK  et  l'arête  FG  dé- 
terminent le  prisme  BFL  *  :  donc   ces    prismes  sont 


Mais  si  du  solide  AL  on  retranche  le  prisme  AEM , 

il  restera  le  paraliélipîpède  AIL;  et  si  du  même  so- 
lide AL  on  retranche  le  prisme  BFL,  il  restera  le 
paraiiclipipède  ÀEG  ;  donc  les  deux  parallélépipèdes 
AIL,  AEG,  sont  équivalents  entre  eux. 

PROPOSITION   X, 


Deux   paraUèiipipï'.des  de  même  base,   et.    de. 
même  hauteur  so/H  équivalents  entre  eux. 

Soit  AJuGD  la  base  commune  aux  deux  paralléli-  %.  1 
pinèdes  ÀG  ,  AL;  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  leurs 

bases  supérieures  ïiFG(.-.ï. ,  IKLft.i ,  seront  sur  !e  même 
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pian.  De  plus  les  côtés  EF  et  AB  sont  égaux  et  paral- 
lèles ,  il  en  est  de  même  de  IK  et  AB  ;  donc  EF  est  égal 
et  parallèle  à  IK.  :  par  une  raison  semblable  GF  est 
égal  et  parallèle  à  LK.  Soient  prolongés  les  côtés  EF, 
HG,  ainsi  que  LK,  IM ,  jusqu'à  ce  que  les  uns  et  les 
autres  forment  par  leurs  intersections  le  parallélo- 
gramme NOPQ,  il  est  clair  que  ce  parallélogramme 
sera  égal  à  chacune  des  bases  EFGH,  IK.LM.  Or  si 
on  imagine  un  troisième  parallélipipède  qui,  avec  la 
même  base  inférieure  ABCD,  ait  pour  base  supérieure 
KOPQ,  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
au  parallélipipède  AG*,  puisqu'ayant  même  base  infé- 
rieure, les  bases  supérieures  sont  comprises  dans  un 
même  plan  et  entre  les  parallèles  G  Q,FN.  Parla  même 
raison  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
au  parallélipipède  AL;  donc  les  deux  rnirLillélipipèik:-. 
AG,  AL,  qui  ont  n<ême  base  et  même  hauteur,  sont 
équivalents  entre  eux, 

PROPOSITION   XL 

THÉORÈME. 

Tout  parallêlipipcde  peu!-  être  changé  en  un 
parallélipipède  rectangle  équivalent  qui  aura 
même  hauteur  et  une  base  équivalente. 

x  Soit  AG  le  parallélipipède  proposé;  des  points  A  , 
B,  C,  D,  menez  AI,  BK,  CL,  DM,  perpendiculaires 
au  plan  de  la  base,  vous  formerez  ainsi  le  parallélipi- 
pède AL  équivalent  au  parallélipipède  AG,  et  dont  les 
faces  latérales  AK,  BL,  etc.,  seront  des  rectangles.  Si 
donc  la  base  ABCD  est  un  rectangle ,  AL  sera  le  parai- 
lélipipède  rec!.an;.;le  équivalent  au  parallélipipède  pro- 
posé AG.  iV'iais  si  ABCD  n'est  pas  un  rectangle,  menez 

'■  AO  et  BiN  perpendiculaires  sur  CDj  ensuite  OQ  et 
i\P  perpendiculaires  sur  la  base,  vous  aurez  le  solide 
ABINOIKPQ  qui  sera  un  parallélipipède    rectangle  : 
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en  effet ,  par  construction ,  la  base  ABNO  et  son  op- 
posée IKPQ  sont  des  rectangles;  les  faces  latérales  en 
sont  aussi,  puisque  les  arêtes  AI,  OQ,  etc.,  sont  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  base  ;  donc  le  solide  AP 
est  un  parallélipipède  rectangle.  Mais  les  deux  paral- 
lélipipedes AP,  AL,  peuvent  être  censés  avoir  même 
base  ABKI  et  même  hauteur  AO  :  donc  ils  sont  équi- 
valents; donc  le  parallélipipède  AG,  qu'on  avait  d'à-  fig- 1 
bord  changé  en  un  parallélipipède  équivalent  AL,  se 
trouve  de  nouveau  changé  en  un  parallélipipède  rec- 
tangle équivalent  AP,  qui  a  la  même  hauteur  AI,  et 
dont  la  base  ABNO  est  équivalente  à  la  base  ABCD. 

PROPOSITION   XII. 


Deux  parallélipipedes   rectangles  AG-,  AL,  fis-  ' 
qui  ont  la  même  base  ABCD,  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  AE,  AI. 

Supposons  d'abord  que  les  hauteurs  AE,  AI,  soient 
entre  elles  comme  deux  nombres  entiers,  par  exemple, 
comme  1 5  est  à  8.  On  divisera  AEen  i5  parties  égales, 
dont  AI  contiendra  8,  et  par  les  points  de  division  x, 
y ,  %,  etc.,  on  mènera  des  plans  parallèles  à  la  base. 
Ces  plans  partageront  le  solide  AG  en  i5  parallélipi- 
pedes partiels  qui  seront  tous  égaux  entre  eux,  comme 
ayant  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales  ;  des  bases 
égales,  parce  que  toute  section  comme  MIKL,  faite 
dans  un  prisme  parallèlement  à  sa  base  ABCD,  est  égale 
à  cette  base*;  des  hauteurs  égales,  parce  que  ces  hau-  *  ï1 
leurs  sont  les  divisions  mêmes  Ax,  xy,  xz,  etc.  Or, 
de  ces  1 5  parallélipipedes  égaux ,  huit  sont  contenus 
dans  AL  ;  donc  le  solide  AG  est  au  solide  AL  comme 
i5  est  à  8,  ou  en  général  comme  la  hauteur  AE  est  à 
la  hauteur  AI. 
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En  second  lieu,  si  le  rapport  de  AE  à  Aï  ne  peu! 
s'exprimer  en  nombres,  je  dis  qu'on  n'en  aura  pas 
moins  solid.  A&  :  solid.  AL  :  :  AE  :  Al.  Car,  si  cette 
proportion  n'a  pas  lieu,  supposons  qu'on  ait  sol.  AG  : 
sol.  AL  :  :  AE  :  AO.  Divisez  AE  en  parties  égales  dont 
chacune  soit  plus  petite  que  01,  il  y  aura  au  moins 
un  point  de  division  m  entre  0  et  I.  Soit  P  le  paral- 
lélipipède  qui  a  pour  base  ABGD  et  pour  hauteur 
Am;  puisque  les  hauteurs  AE,  Am  sont  entre  elles 
comme  deux  nombres  entiers,  on  aura  sol.  AG  :  P  :  : 
AE  :  Am.  Maïs  on  a ,  par  hypothèse ,  sol.  AG  :  sol.  AL  :  : 
AE  :  AO  ;  de  là  résulte  sol.  AL  :  P  :  :  AO  :  Am.  Mais  AO 
est  plus  grand  que  Am;  donc  il  faudrait,  pour  que  la 
proportion  eût  lieu,  que  le  solide  AL  fût  plus  grand 
nue  P.  Or  au  contraire  il  est  plus  petit  :  donc  il  est 
impossible  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
sol.  AG  :  sol.  AL  ::  AE  :  x,  soit  une  ligne  pins  grande 
que  AL  Par  un  raisonnement  semblable  on  démon- 
trerait que  le  quatrième  terme  ne  peut  être  plus  petit 
que  Al;  donc  il  est  égal  à  AI;  donc  les  paralléiipipèdos 
roclisngles  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION   XIII. 

THÉORÈME. 

ip  Deux  parallélipipèdes  rectangles  AG,  AK, 
qui  ont  même  hauteur  AE,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hases  ABCD,  AMNO. 

Ayant  placé  les  deux  solides  l'un  à  côté  de  l'autre, 
comme  la  figure  les  représente ,  prolongez  le  plan 
OMKL,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  plan  DGGtl  sui- 
vant PQ,  vous  aurez  un  troisième  parallélipipèdc  AQ, 
qu'on  pourra  comparera  chacun  des  parallélipipèdes 
AG,  AK.  Les  deux  solides  AG,  AQ,  ayant  mêine  basu 
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AEHD,  sonl:  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AO,  AB; 
pareillement  les  deux  solides  AQ,  AK,   ayant  même 
hase   AOLE,  sont   entre  eus  comme   leurs  hauteurs 
AD,  A  M.  Ainsi  on  aura  les  deux  proportions, 
sol.  AG  :  sol.  AQ  ::  AD  :  AO, 
sol.  AQ_:  sol.  AK::  AD:  AM. 
iWiiliipliarit  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omet- 
tant, dans  le  résultat,  le  multiplicateur  commun  ml. 
AQ,  on  aura, 

sol.  AG  :  sol.  AK  ::  AB  X  AD  :  AO  x  AM. 
Mais  AB  x  AD  représente  la  base  ABCD ,  et  AO  x  AM 
représente  la  hase  AMIîO  ;   donc  deux  pandlclipi- 
pèdes  rectangles  de   même    hauteur  sont  entre  ou* 
comme  leurs  bases. 

PROPOSITION  XIV. 


Deux  parallêUpipedes  rectangles  quelconques 
sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases 
par  leurs  hauteurs ,  ou  comme  les  produits  de 
leurs  trois  dimensions. 

Car  ayant  placé  les  deux  solides  AG,  AZ,  de  ma-  ' 

mère  <jue  leurs  surfaces  ajenl:  iîiu^Ie  commun  BAE, 
prolonge-/;  les  pians  nécessaires  pour  former  le  troi- 
sième parallélipipède  AK  tle  même  hauteur  avec  le 
p;!j-iilli:lipipède  AG.  On  aura,  par  la  proposition  pré- 
cédente , 

sol.  AG  :  sol.  AK  ::  ABCD  :  AMNO. 
"Vlais  les  deiix  parallélépipèdes  AK,  AZ, qui  ont  même 
base   A1VÏN0,  sont  entre  eux  comme  leurs   hauteurs 
A.E ,  AX  ,  ainsi  on  a , 

sol.  AK-.sol.   AZ  :;  AE  :  AX. 
lUîtlti pliant  ces  dons  proportions  par  ordre,  et  omet- 
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tant,  dans  le  résultat,  le  multiplicateur  commun  sol. 
AK,  on  aura 

sol.  AG  :  sol.  AZ  :  :  ABCD  X  AE  :  AMNO  x  AX. 

A  la  place  des  bases  A.BCD  et  AMNO,  on  peut  mettre 
AB  x  AD  et  AO  X  AM ,  ce  qui  donnera , 
sol.  AG:  sol. &7,::  ABx  ADx  AE  :  AOx  AMx  AX. 
Donc  deux  parallélépipèdes   rectangles  quelconques 
sont  entre  eux ,  etc. 

Scholic.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  pour  me- 
sure d'un  parallélipipède  rectangle  le  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  ses  trois  dimen- 
sions. C'est  sur  ce  principe  que  nous  évaluerons  tous 
les  autres  solides. 

Pour  l'intelligence  de  cette  mesure  il  faut  se  rap- 
peler qu'on  entend  par  produit  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs lignes,  le  produit  des  nombres  qui  représentent 
ces  lignes,  et  ces  nombres  dépendent  de  l'unité  linéaire 
qu'on  peut  prendre  à  volonté  :  cela  posé,  le  produit 
des  trois  dimensions  d'un  parallélipipède  est  un  nom- 
bre qui  ne  signifie  rien  en  lui-même,  et  qui  serait 
différent  si  on  avait  pris  une  autre  unité  linéaire.  Mais 
si  on  multiplie  de  même  les  itoîs  dimensions  d'un  autre 
parallélipipède,  en  les  évaluant  d'après  la  même  unité 
linéaire,  les  deux  produits  seront  entre  eux  comme 
les  solides,  et  donneront  l'idée  de  leur  grandeur  re- 
lative. 

La  grandeur  d'un  solide,  son  volume  ou  son  éten- 
due constituent  ce  qu'on  appelle  sa  solidité,  et  le  mot 
i\e  R-'iiîit,':  est  employé  particulièrement  pour  désigner 
la  mesure  d'un  solide  :  ainsi  on  dit  que  la  solidité  d'un 
parallélipipède  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur ,  ou  au  produit  de  ses  trois  di- 
mensions. 

Les  trois  dimensions  du  cube  étant  égales  entre 
elles ,  si  le  côté  est  i ,  la  solidité  sera  i  x  i  +  i,oui; 
si  le  côté  est  i,  la  solidité  sera  2  x  a  X  a ,  ou  S  ;  si  le 
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côté  est  3 ,  la  solidité  sera  3  X  3  X  3 ,  ou  27,  et  ainsi  de 

suite;  ainsi  lis  eûtes  des  tubes  étanteomme  les  nombres 
1,  2,  3,  etc.,  les  cubes  eux-mêmes  ou  leurs  solidités 
sont  comme  les  nombres  1,8,  27,  etc.  De  là  vient  qu'on 
appelle  en  arithmétique  cube  d'un  nombre  le  produit 
qui  résulte  de  trois  facteurs  égaux  à  ce  nombre. 

Si  on  proposait  de  faire  un  cube  double  d'un  cube 
donné,  il  faudrait  que  le  côté  du  cube  cherché  fût  au 
côté  du  cube  donné  comme  la  racine  cube  de  s  est  a 
l'unité.  Or  on  trouve  facilement,  par  une  construc- 
tion géométrique,  la  racine  quarrée  de  2;  mais  on  ne 
peut  pas  trouver  de  même  sa  racine  cube,  du  moins 
par  les  simples  opérations  de  la  géométrie  élémen- 
taire ,  lesquelles  consistent  à  n'employer  que  des 
lignes  droites  dont  on  connaît  deux  points,  et  des 
cercles  dont  les  centres  et  les  rayons  sont  déterminés 
A  raison  de  cette  difficulté  le  problème  de  la 
duplication  du  cube  a  été  célèbre  parmi  les  anciens 
géomètres,  comme  celui  de  la  trisection  de  l'angle, 
qui  est  à-peu-près  du  même  ordre.  Mais  on  connaît 
depuis  long-temps  les  solutions  dont  ces  sortes  de 
problèmes  sont  susceptibles  ,  lesquelles  ,  quoique 
moins  simples  que  les  constructions  de  la  géométrie 
éiéivi'Mjiaire,  ne  sont  rependant  ni  moins  exactess 
ui  moins  rigoureuses. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

La  solidité  d'un  parallèlipipède ,  et  en  gé- 
néral la  solidité  d'un  prisme  quelconque,  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  i°  un  parallèlipipède  quelconque  est  équiva- 
lent à  un  parallèlipipède  rectangle  de  même  hauteur 
<ft  de  base  équivalente*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est 
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égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur  j  donc  la 
solidité  du  premier  est  pareillement  égaie  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2°  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  paral- 
clipipcde  construit  de  manière  qu'il  ait  la  menus  hau- 
teur et  une  base  double*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est 
égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  donc  celle 
du  prisme  triangulaire  est  égale  au  produit  de  sa  hase, 
moitié  de  celle  du  parallélipipède,  multipliée  par  sa 
hauteur. 

3°  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  au- 
tant de  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  qu'on 
peut  former  de  triangles  dans  le  polygone  qui  lui  sert 
de  base.  Mais  la  solidité  de  chaque  prisme  triangulaire 
est  égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  et  puis- 
que la  hauteur  est  la  même  pour  tous,  i!  s'ensuit  que 
la  somme  de  tous  les  prismes  partiels  sera  égale  à  la 
somme  de  tous  les  triangles  qui  leur  servent  du  bases, 
ruuitiuiiée  par  la  hauteur  commune.  Donc  la  solidité 
d'un  prisme  polygonal  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  on  compare  deux  prismes  qui  ont 
même  hauteur,  les  produits  des  bases  par  les  hau- 
teurs seront  comme  les  bases;  donc  deux  prismes  de 
même  hauteur  .unit  entre  eu:<:  comme  leurs  basas;  par 
une  raison  semblable,  deux  prismes  de  même  base  sont 
antre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION  XVI. 


Si  une  pyramide  SABCDE  est  coupée  par  un 
plan  abd  parallèle  à  sa  base, 

i°  Les  côtés  SA,  SR,  SC,....  et  la  hauteur SO,  se- 
ront  divisés  proportionnellement  en  a,  h,c,,,.eto  ; 

-X  ha  section  aberîe  sera  un  polygone  sembla- 
ble à  la  base  À.BCDE, 
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Car  i"  les  plans  ABC,  abc,  étant  parallèles,  leurs 
inlersections  AB,  ab ,  par  un  troisième  plan  SAB, 
seront  parallèles*;  donc  les  triangles  SAB ,  Sab,  sont 
semblables,  et  on  a  la  proportion  SA  ;  Sa  ::  SB  :  Sb; 
on  aurait  île  même  SB  :  Sb  ::  SC  ;  Se,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  tous  .les  côtés  SA,  SB,  SC,  etc.,  sont 
coupés  proportionnellement  en  a,  b,  c,  etc.  La  hau- 
teur SO  est  coupée  dans  la  même  proportion  au 
point  o;  car  BO  et  bo  sont  parallèles,  et  ainsi  on  a 
SO  :  So  :  :  SB  :  Sb. 

2"  Puisque  ab  est  parallèle  à  AB,  bc  à  BG,  cd  k 
CD,  etc.,  l'angle  abc  =  ABG,  l'angle  bcd  —  BGD,  et 
ainsi  de  suite.  De  plus,  à  cause  des  triangles  sembla- 
bles SAB,  Sab,  on  a  AB  :  ab  :  :  SB  :  Se  ;  et  à  cause  des 
triangles  semblables  SBC,  Sbc,  on  a  SB  :  Sb  :  :  BC  :  ici 
donc  AB  :  ab  :  :  BC  :  bc;  on  aurait  de  même  BC  :  bc:: 
CD  :  cd,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  polygones  ABCDK, 
abede,  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les 
cotés  homologues  proportionnels  ;  donc  ds  sont  sem- 
blables. 

Corollaire.  Soient  SABCDE ,  SXYZ ,  deux  pyra- 
mides dont  le  sommet  est  commun,  et  qui  ont  même 
hauteur,  ou  dont  les  bases  sont  situées  dans  un  nièimj 
plan;  si  on  coupe  ces  pyramides  par  un  même  plan 
parallèle  au  plan  des  bases ,  et  qu'il  en  résulte  les 
sections  abede,  xyz;  je  dis  que  les  sections  abede, 
xyz ,  seront  entre  elles  comme  les  bases  ABCDE  ,  XYZ. 

Car  les  polygones  ABCDE,  abede,  étant  semblables, 
leurs  surfaces  sont  comme  les  quarrés  des  côtés  ho- 
mologues AB,  ab  ;  mais  AB  :  ab  :  :  SA  :  Su;  donc 
ABCDE  :«£«&:;  SA*:  S#.3 Par  la  même  raison,  XYZ  , 
xyz  :  :  SX.  :  Sx.  Mais  puisque  abcxyz  n'est  qu'un 
même  plan,  on  a  aussi  SA  :  Sa  :  ;  SX  :  Sx;  donc 
A  BCDE  :  abede  :  :  XYZ  :  xyz  ;  donc  les  stations  abcd--:. 
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xyz,  sont  entre  elles  comme  les  bases  ABGDE,  XYZ. 
Donc  si  les  bases  ABGDE,  XYZ  sont  équivalentes,  les 
sections  faites  à  égale  hauteur  sont  pareillement 
équivalentes. 

PROPOSITION   XVII. 


Deux  pyramides  triangulaires  qui  ont  des  ba- 
ses équivalentes  et  des  hauteurs  égales,  sont 
équivalentes. 

Soient  SABC,  sabc  les  deux  pyramides  dont  les 
l>;ises  ABU,  abc,  que  nous  supposons  placées  sur  un 
même  plan,  sont  équivalentes  et  qui  ont  même  hau- 
teur TA;  si  ces  pyramides  ne  sont  pas  équivalentes, 
soïtsaèc  la  plus  petite  et  soit  Ax  la  hauteur  d'un  prisme 
qui  étant  construit  sur  la  base  ABC,  serait  égal  à 
leur  différence. 

Divisez  la  hauteur  commune  AT  en  parties  égalesp  tus 
petites  que  A.£ ,  et  soit  le  une  de  ces  parties;  parles 
points  de  division  de  la  hauteur,  faites  passer  des 
plans  parallèles  au  plan  des  bases;  les  sections  faites 
j>;ir  chacun  de  ces  plans  dans  lesdeux  pyramides, seront 
équivalentes*,  telles  que  DE  F  etdef,  GHI  et  gki,  etc. 
Cela  posé,  sur  les  triangles  ABC,  DEF,  GHI,  etc.,  pris 
pour  bases,  construisez  des  prismes  extérieurs  qui 
aient  pour  arêtes  les  parties  AD,  DG,  GK,  etc.  du 
côté  SA;  de  même  sur  les  triangles  def,  ghi,  Mm,  etc. 
pris  pour  bases  ,  construisez  dans  la  seconde  pyramide 
des  prismes  intérieurs  qui  aient  pour  arêtes  les  parties 
correspondantes  du  coté  sa;  tous  ces  prismes  partiels 
uront  pour  hauteur  commune  k. 

La  somme  des  prismes  extérieurs  de  la  pyramide 
SABC  est  plus  grande  que  cette  pyramide,  la  somme 
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des  prismes  intérieurs  de.  la  pyramide  sabc  est  plus 
petite  que  cette  pyramide;  donc; par  ces  deux  raisons 
la  différence  entre  les  deux  sommes  de  prismes  devra 
être  plus  grande  que  la  différence  entre  les  deux 
pyramides. 

Or  à  partir  des  bases  ABC,  abc,  le  second  prisme 
extérieur  DEFG  est  équivalent  au  premier  prisme 
intérieur  defa ,  puisque  leurs  bases  DEF,  def,  sor.t 
équivalentes  et  qu'ils  ont  une  même  hauteur  k;  sont 
équivalents  par  la  même  raison  le  troisième  prisme 
extérieur  GHIK  et  le  second  intérieur  ghid,  le  qua- 
trième extérieur  et  le  troisième  intérieur,  ainsi  de 
suite  jusqu'au  dernier  des  uns  et  des  autres.  Donc 
tous  les  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC,  à 
l'exception  du  premier  ABCD ,  ont  leurs  équivalents 
dans  les  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc.  Doue 
le  prisme  ABCD  est  la  différence  entre  la  somme  des 
prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC  et  la  somme 
des  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc;  mais  la 
différence  de  ces  deux  sommes  est  plus  grande  que 
la  différence  des  deux  pyramides;  donc  il  faudrait 
que  le  prisme  ABCD  fût  plus  grand  que  le  prisme 
ABCS;  or  au  contraire  il  est  plus  petit,  puisqu'ils 
ont  une  même  base  ABC,  et  que  la  hauteur  k  du 
premier  est  moindre  que  la  hauteur  Ax  du  second. 
Donc  l'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir 
lieu;  donc  les  deux  pyramides  SABC,  sabc ,  de  bases 
équivalentes  et  de  hauteurs  égales,  sont  équivalentes. 

PROPOSITION    XVIII. 


Toute  pyramide  triangulaire  est  le  tiers  du 
prisme  triangulaire  de  même  base  et  de.  même 
hauteur. 

Soit  SABC  une  pyramide  triangulaire ,  ABCDES  un   Sg. 
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prisme  triangulaire  de  même  base  et  de  même  hauteur, 
je  dis  que  la  pyramide  est  le  tiers  du  prisme. 

Retranchez  du  prisme  la  pyramide  SA.BC  ,  il  restera 
le  solide  SACDEi  qu'on  peut  considérer  comme  une 
pyramide  quadrangulaire  ilont  le  sommet  est  S  et  qui 
a  pour  base  le  parallélogramme  ACRE;  tirez  la  diago- 
nale CE  et  conduisez  ie  plan  SCE  qui  partagera  la  py- 
ramide quailrangulnire  eu  deux;  pyramides  triangulaire* 
SACE  SDCE.  Ces  deux  pyramides  ont  pour  'hauteur 
commune  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S 
sur  le  plan  A.CDE  ;  elles  ont  des  bases  égales,  puisque 
les  triangles  ACE,  DCE,  sont  les  deux  moitiés  du  même 
parallélogramme:  donc  les  deux  pyramides  SACE, 
SDCE,  sont  équivalentes  entre  elles;  mais  la  pyramide 
SDCE  et  la  pyramide  SABC  ont  des  bases  égales  ABC  , 
DES;  elles  ont  aussi  même  hauteur  ,  car  cette  hauteur 
est  ia  distance  des  plans  parallèles  ABC,  DES.  Donc 
les  deux  pyramides  SABC,  SDCE,  sont  équivalentes  j 
maison  a  démontré  que  la  pyramide  SDCE  est  équi- 
valente à  la  pyramide  SACE  ;  donc  les  trois  pyramides 
SABC,  SDCE,  SACE,  qui  composent  le  prisme  ABD 
sont  équivalentes  entre  elles.  Donc  la  pyramide  SABC 
est  le  tiers  du  prisme  ABD  qui  a  même  base  et 
même  hauteur. 

Corollaire.  La  solidité  d'une  pyramide  triangulaire 
est  égale  an  tiers  du  produit  de  sa  hase  pa.r  sa  hauteur- 

PROPOSITION    XIX. 


Toute  pyramide  SABCDE  a  pour  mesure  le 
tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE^>a/'  sa  hau- 
teur AO. 

Car  en  faisant  passer  les  plans  SEB,  SEC,  par  les 
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diagonales  EB,  EC,  On  divisera  la  pyramide  polygo- 
nale SABCDE  en  plusieurs  pyramides  triangulaires 
qui  auront  toutes  3a  même  hauteur  SO.  Mais  par  le 
théorème  précédent  chacune  de  ces  pyramides  se 
mesure  en  multipliant  chacune  des  hases  ABE,  BCE, 
CDE ,  par  le  tiers  de  sa  hauteur  SO  ;  donc  la  somme 
des  pyramides  triangulaires  ,  ou  la  pyramide  polygo- 
nale SABCDE,  aura  pour  mesure  la  somme  des  tri- 
angles ABE,  BCE,  CDE  ,  ou  le  polygone  ABCDE, 
multiplie  par  {SO  ;  donc  toute  pyramide  a  pour  me- 
sure le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  I.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme 
de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Corollaire  II.  Deux  pyramides  de  même  hauteur 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases,  et  deux  pyra- 
mides de  même  base  sont  entre  elles  comme  leurs 
hauteurs. 

Sckolie.  On  peut  évaluer  la  solidité  de  tout  corps 
polyèdre  en  le  décomposant  en  pyramides,  et  cette 
décomposition  peut  se  faire  de  plusieurs  manières; 
une  des  plus  simples  est  de  faire  passer  les  plans  de 
division  par  le  sommet  d'un  même  angle  solide  ;  alors 
on  aura  autant  de  pyramides  partielles  qu'il  y  a  de 
laces  dans  le  polyèdre,  excepte  celles  qui  forment 
l'angle  solide  d'où  partent  les  plans  de  division. 

PROPOSITION     XX. 


Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents 
entre  eux  ou  égaux  en  solidité.. 

Car   i"  deux  pyramides  triangulaires  symétriques, 
k-lies  que  S  ABC,  TABC,  ont  pour  mesure  commune 
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le  produit  de  la  base  ABC  par  le  tiers  de  la  hauteur 
SO  ou  TO  ;  donc  ces  pyramides  sont  équivalentes 
entre  elles. 

2°  Si  on  partage  d'une  manière  quelconque  l'un  des 
polyèdres  symétriques  en  pyramides  triangulaires, 
on  pourra  partager  de  même  Vautre  polyèdre  en  py- 
ramides triangulaires  symétriques;  or  les  pyramides 
triangulaires  symétriques  sont  équivalentes  chacune 
à  chacune;  donc  les  polyèdres  entiers  seront  éqiiiva- 
lents  entre  eux  ou  égaux  en  solidité. 

SchoHe.  Cette  proposition  semblait  résulter  immé- 
diatement de  la  proposition  II,  où  Ion  a  tait  voir  que 
dans  deux  polyèdres  symétriques,  toutes  les  parties 
constituantes  d'un  solide  sont  égales  aux  parties  cons- 
tituantes de  l'autre;  mais  il  n'en  était  pas  moins  né- 
cessaire de  la  démontrer  d'une  manière  riq< 


PROPOSITION    XXI. 


Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  pa- 
rallèle à  sa  base,  le  tronc  qui  reste  en  ôtant  la 
petite  pyramide,  est  égal  à  la  somme  de  trois 
pyramides  qui  auraient  pour  hauteur  commune 
la  hauteur  du  tronc,  et  dont  les  bases  seraient 
la  base  inférieure  du  tronc,  sa  base  supérieure, 
et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases. 

Soit  ABCDE  une  pyramide  coupée  par  le  plan  abd 
parallèle  à  la  base  ;  soit  TFGH  une  pyramide  triangu- 
laire dont  la  base  et  la  hauteur  soient  égales  ou  équi- 
valentes à  celles  de  la  pyramide  S  ABCDE.  On  peut 
supposer  les  deux  bases  situées  sur  un  même  plan  ;  et 
alors  le  plan  abd ,  prolongé,  déterminera  dans  la  py- 
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raraide  triangulaire  une  svçûorifgh  ,  située  à  la  même 
hauteur  au-dessus  du  plan  commun  des  bases  :  d'où 
il  résulte  que  la  section/g-/;,  est  à  la  section  «Wconime 
la  base  FGH  est  à  la  base  ABD  *  ;  et  puisque  les  bases  * 
sont  équivalentes ,  les  sections  le  seront  aussi.  Les  py- 
ramides Sabcde,  T/g/t,  sont  donc  équivalentes,  puis. 
qu'elles  ont  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 
Les  pyramides  entières  SABCDE ,  TFGH  ,  sont  équi- 
valentes par  la  même  raison;  donc  les  troncs  ABD<^«§, 
FGHhfg>  sont  équivalents  ,  et  par  conséquent  il  suf- 
fira de  démontrer  la  proposition  énoncée ,  pour  le  seul 
cas  du  tronc  de  pyramide  triangulaire. 

Soit  YGîlhfg  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  fi 
à  bases  parallèles  :  par  les  trois  points  F ,  g ,  H ,  con- 
duisez le  plan  Fg-H  ,  qui  retranchera  du  tronc  la  py- 
ramide triangulaire  g-FGH.  Cette  pyramide  a  pour  base 
la  base  inférieure  FfirT  du  tronc  ,  elle  a  aussi  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc  ,  puisque  le  sommet  g 
est  dans  le  plan  de  la  base  supérieure  fgh. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  restera  la 
pyramide  quadrangidaire  gfkHF,  dont  le  sommet  est 
g  et  la  base /AH  F.  Par  les  trois  points/,^*,  H,  con- 
duisez le  plan^g-H,  qui  partagera  la  pyramide  qua- 
drangulaire  en  deux  triangulaires gYfil,  gfhW.  Cette 
dernière  a  pour  base  la  base  supérieure  gjli  du  tronc, 
et  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc ,  puisque  son 
sommet  H  appartient  à  la  base  inférieure  :  ainsi  nous 
avons  déjà  deux  des  trois  pyramides  qui  doivent  com- 
poser le  tronc. 

.11  reste  à  considérer  la  troisième  g¥/R:  or,  si  on 
mène gK  parallèle  à/F,  et  qu'on  imagine  une  nou- 
velle pyramide/FHK ,  dont  le  sommet  est  K.  et  la  base 
F/H,  ces  deux  pyramides  auront  même  base  F/H; 
elles  auront  aussi  même  hauteur ,  puisque  les  sommets 
g  et  K  sont  situés  sur  une  ligne  gK  parallèle  à  F/',  et 
par  conséquent  parallèle  au  plan  de  la  base  ;  donc  ce 
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pyramides  sont  équivalentes.  Mais  la  pyramide  ,/FKH 
peut  être  considérée  comme  ayant  son  sommet  en  /, 
et  ainsi  elle  aura  même  hauteur  que  le  tronc  ;  quant 
à  sa  base  FKH ,  je  dis  qu'elle  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  bases  ¥QH,Jgk.  En  effet  les  triangles 
FHK,/gk,  ont  un  angle  égal  F=/,  et  un  côté  égal 
.  FK  —/g  ;  on  a  donc  *  FHR  :  fgh  ::  FH  :  fh.  On  a  aussi 
FHG  :  FHK  :  :  FG  :  FK  ou  fg.  Mais  les  triangles  sem- 
blables FGH,  fgh,  donnent  VG.fg;  :FH:/"A;  donc 
FGH  :  FHK:  :  FHK  :fgh;  et  ainsi  la  base  FHK  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases  FGH, 
fgh.  Donc  un  tronc  de  pyramide  triangulaire,  à  bases 
parallèles,  équivaut  à  trois  pyramides  qui  ont  pour 
hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc ,  et  dont  les 
bases  sont  la  base  inférieure  du  tronc  ,  sa  base  supé- 
rieure ,  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases. 

PROPOSITION    XXII. 


Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  dont  ABC 
est  la  base,  par  un  plan  DES  incliné  à  cette 
base,  le  solide  ABCDES,  qui  résulte  de  cette 
section ,  sera  égal  à  la  somme  de  trois  pyramides 
dont  les  sommets  sont  D,  E,  S,  et  la  base  com- 
mune ABC. 

Par  les  trois  points  S,  A,  G,  faites  passer  le  plan 
SAC,  qui  retranchera  du  prisme  tronqué  ABCDES  la 
pyramide  triangulaire  SABC  :  cette  pyramide  a  pour 
base  ABG  et  pour  sommet  le  point  S. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  restera  la 
pyramide  quadrangulaire  SACDE,  dont  S  est  le  som- 
met, et  A.CDE  la  base,  Par  les  trois  points  S,  E,  G, 
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menez  encore  un  plan  SEC,  qui  divisera  la  pyra- 
mide quadr  angulaire  en  deux  pyramides  triangulaires 
SACE,  SGDE. 

La  pyramide  SAEC,  qui  a  pour  base  le  triangle 
AEC  et  pour  sommet  le  point  S,  est  équivalente  à  une 
pyramide  EABC,  qui  aurait  pour  base  AEG  et  pour 
sommet  le  point  B.  Car  ces  deux  pyramides  ont  même 
base;  elles  ont  aussi  même  hauteur, puisque  la  ligne 
BS,  étant  parallèle  à  chacune  des  lignes  AE,  CD,  est 
parallèle  à  leur  plan  ACE;  donc  la  pyramide  SAEC 
est  équivalente  à  la  pyramide  EABC,  laquelle  peut 
être  considérée  comme  ayant  pour  base  ABC  et  polir 
sommet  le  point  E. 

La  troisième  pyramide  SCDE  peut  être  changée 
d'abord  en  ASCD;  car  ces  deux  pyramides  ont  la 
même  base  SCD;  elles  ont  aussi  la  même  hauteur, 
puisque  AE  est  parallèle  au  plan  SCD;  donc  la  pyra- 
mide SCDE  est  équivalente  à  ASCD.  Ensuite  la  py- 
ramide ASCD  peut  être  changée  en  ABCD,  car  ces 
deux  pyramides  ont  la  base  commune  ACD  ;  elles  ont 
aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  S  et  B 
sont  situés  sur  une  parallèle  au  plan  de  la  base.  Donc 
la  pyramide  SCDE,  équivalente  à  ASCD,  est  aussi 
équivalente  à  ABCD  ;  or ,  celle-ci  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le 
point  D. 

Donc  enfin  le  prisme  tronqué  ABCDES  est  égal  à 
la  somme  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  com- 
mune ABC,  et  dont  les  sommets  sont  respectivement 
les  points  D,  E ,  S. 

Corollaire.  Si  les  arêtes  AE,  BS,  CD,  sont  perpen- 
diculaires au  plan  de  la  base,  elles  seront  en  même 
temps  les  hauteurs  des  trois  pyramides  qui  composent 
le  prisme  tronqué  ;  de  sorte  que  la  solidité  du  prisme 
Tronqué   sera   exprimée  par  f  ABC  X  AE  -f-jABCx  BS 
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+  j  ABC  X  CD,  quantité  qui  se  réduit  à  y  ABC  X  (AE+ 
BS  +  CD). 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Deux  pyramides  triangulaires  semblables  ont 
les  faces  homologues  semblables,  et  les  angles 
solides  homologues  égaux. 

Suivant  la  définition,  les  deux  pyramides  triangu- 
laires SABC,  TDEF,  sont  semblables,  si  les  deux  tri- 
.  angles  SAB ,  ABC,  sont  semblables  aux  deux  TDE, 
DEF,  et  semblable  ment  placés,  c'est-à-dire,  si  l'on  a 
l'angle  ABSi=DET,  BAS  — EDT,  ABC^DEF,  BAC 
:=EDF,  et  si  en  outre  l'inclinaison  des  plans  SAB, 
ABC,  est  égale  à  celle  des  plans  TDE,  DEF  :  cela 
pose ,  je  dis  que  ces  pyramides  ont  toutes  les  faces 
semblables  chacune  à  chacune,  et  les  angles  solides 
homologues  égaux. 

Prenez  BG^ED,  BH^EF,  BI  — ET,  et  joignez 
GH,  GI,  IH.  La  pyramide  TDEF  est  égale  à  la  pyra- 
mide IGBH  ;  car  ayant  pris  les  côtés  GB,  BH ,  égaux 
aux  côtés  DE,  EF,  et  l'angle  GBH  étant,  par  hypo- 
thèse, égal  à  l'angle  DEF,  le  triangle  GBH  est  égal 
à  DEF;  donc,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
pyramides,  on  peut  d'abord  placer  la  base  DEF  sur 
son  égale  GBH;  ensuite,  puisque  le  plan  DTE  est  in- 
cliné sur  DEF  autant  que  le  plan  SAB  sur  ABC,  il  est 
clair  que  le  plan  DET  tombera  indéfiniment  sur  le 
plan  ABS.  Mais, par  hypothèse,  l'angle  DET  =  GBI, 
donc  ET  tombera  sur  son  égale  BI  ;  et  puisque  les 
quatre  points  D,  E,  F,  T,  coïncident  avec  les  quatre 
G,  B,  H,  I,il  s'ensuit*  que  la  pyramide  TDEF  coïn- 
cide avec  la  pyramide  IGBH. 


,Google 


Or,  a  cause  des  triangles  égaux  DEF,  GBH,  dii  a 
> 'angle  BGH  =  EDF  =  BAC;  donc  GH  est  parallèle  à 
AC.  te  une  raison  semblable  GI  est  parallèle  à  AS  ; 
donc  le  plah  IGH  est  parallèle  à  SAC  *.  De  là  il  suit  . 
ijub  le  triangle  IGE,  ou  son  égal  TDF,  est  semblable 
à  SAC*,  et  que  le  triangle  IBH,  ou  son  égal  TEF,  est 
semblable  à  SBC;  donc  les  deux  pyramides  triangu- 
laires semblables  SABC,  TDEF,  ont  les  quatre  faces 
Semblables  chacune  à  chacune  :  de  plus  elles  ont  les 
angles  solides  homologues  égaux. 

Car  on  a  déjà  placé  l'angle  solide  E  sur  son  liorao* 
logue  B,  et  on  pourrait  faire  de  même  pour  deux  autres 
angles  solides  homologues  ;  mais  on  voit  immédiate- 
ment que  deux  an  gins  solides  homologues  sont  égaux, 
par  exemple ,  les  angles  T  et  S,  parce  qu'ils  sont  for- 
més par  trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  , 
et  semhlablement  placés. 

Donc,  deux  pyramides  triangulaires  semblables  ont 
les  faces  homologues  semblables  et  les  angles  solides 
ihoniologues  égaux. 

Corollaire  I.  Les  triangles  semblables  dans  les  deux 
pyramides  fournissent  les  proportions  AB:DE::BCi 
EF  ::  AC  :  DF  :  :  AS  :  DT  ::  SB  :  TE  :  :  SC  :TF;  donc, 

■dans  les  pyramides  triangulaires  semblables ,  les  côtés 
■homologues  sont  proportionnels. 

II.  Et  puisque  les  angles  solides  homologues  sont 
i>gau  x  ,  il  s'ensuit  que  l'inclinaison  de  deux  faces  quel- 
conques d'une  pyrarnlda  est  égala  à  l'inclinaison  des 
deux  faces  homologues  de  la  pyramide,  semblable. 

III.  Si  on  coupe  la  pyramide  triangulaire  SABC 
par  un  plan  GIH  parallèle  à  l'une  des  faces  SAC,  la 
pyramide  partielle  BGIH.  sera  semblable  à  la  pyramide 
entière  BASC  :  car  les  triangles  BGJ,  BGH,  sont  sem- 
blables aux  triangles  BAS,  BAC,  chacun  à  chacun, 
et  semblable  ment  placés  ;  l'inclinaison  de  leurs  plans 
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est  la  même  tle  part  et  d'autre;  donc  les  deux  pyra- 
mides sont  semblables. 

;•  IV.  En,  général,  si  c-jr  coupe  une  pyramide  quel- 
conque SABGDE  par  un  plan  abcde  parallèle  à  la 
base,  la  pyramide  partielle  Sahede  sera  sc.iribfatdn  a 
la  pyramide  entière  SABCDE.  Car  les  bases  ABCDE, 
abcde,  sont  semblables,  et  en  joignant  AC,  ac,  on 
vient  de  prouver  que  la  pyramide  triangulaire  SABC 
est  semblable  à  Sa  pyramide  Sabc;  donc  le  point  S  est 
déterminé  par  rapport  à  la  base  ABC  comme  le  point 

,  S  l'est  par  rapport  à  la  base  abc*;  donc  les  deux  py- 
ramides SABCDE,  Sabcde,  sont  semblables. 

Scholie.  Au  lieu  des  cinq  données  requises  par  la  dé- 
finition pour  que  deux  pyramides  triangulaires  soient 
semblables,  on  pourrait  en  substituer  cinq  autres, 
suivant  différentes  combinaisons,  et  il  en  résulterait 
autant  de  théorèmes,  parmi  lesquels  on  peut  distin- 
guer celui-ci  :  Deux  pyramides  triangulaires  sont  sem- 
blables lorsqu'elles  ont  les  côtés  homologues  propor- 
tionnels. 

Car,  si  on  a  les  proportions  AB:DE  ::  BC:EF  ::  AC 
:  DF  :  :  AS  :  DT  .  :  SB  :  TE  :  :  SC  :  TF ,  ce  qui  renferme 
cinq  conditions,  les  triangles  ABS ,  ABC ,  seront  sem- 
blables aux  triangles  DET,  DEF,  et  semblable  ment 
placés.  On  aura  aussi  le  triangle  SBC  semblable  à 
TEF  ;  donc  les  trois  angles  plans  qui  forment  l'angle 
solide  B,  seront  égaux  aux  angles  plans  qui  forment 
l'angle  solide  E,  chacun  à  chacun;  d'où  il  suit  que 
l'inclinaison  des  plans  6 Aiî ,  ABC  ,  est  égale  à  celle  de 
leurs  homologues  TDK  ,  DEF  ,  et  qu'ainsi  les  deux 
pyramides  sont  semblables. 

PROPOSITION   XXIV. 

THÉORÈME. 

Deux  polyèdres  semblables  ont  les  faces  ho- 
mologues semblables ,  et  les  angles  solides  homo- 
logues égaux. 
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Soit  ÂBCDE  la  base  d'un  polyèdre  ;  soient  M  et  N  %• ai 
les  sommets  de  deux  angles  solides,  hors  do  cette  base, 
déterminés  par  les  pyramides  triangulaires  MARC, 
NABC  ,  dont  la  base  commune  est  ABC;  soient  dans 
l'autre  polyèdre,  abcde  la  base  homologue  ou  sem- 
blable a  ABCDE ,  m  et  n  les  sommets  homologues  à 
M  et  N ,  déterminés  par  les  pyramides  mabc ,  nabc-t 
semblables  aux  pyramides  M  ABC  ,  NABC  ;  je  dis 
d'abord  que  les  distances  MN,  mn,  sont  proportion- 
nelles aux  côtés  homologues  AB ,  ab. 

En  effet,  les  pyramides  M  ABC,  mabc,  étant  sem- 
blables, l'inclinaison  des  plans  MAC,  BAC,  est,  égale 
à  celle  des  plans  mac,  bac;  pareillement  les  pyramides 
NABC,  nabc ,  étant  semblables,  l'inclinaison  des  plans 
NAC,  BAC,  est.  égale  à  celle  des  plans  nac,  bac:  donc, 
si  on  retranche  les  premières  inclinaisons  des  der- 
nières, il  restera  l'inclinaison  des  plans  NAC,  MAC, 
égale  à  celle  des  plans  nac,  mac.  Mais,  à  cause  de  la 
similitude,  ries  mêmes  pyramides,  le  triangle  MAC  est 
semblable  à  mac,  et  le  triangle  NAC  est  semblable  à 
nac  :  donc  les  deux  pyramides  triangulaires  i'»ïi\  A.(.,, 
mnuc,  ont  deux  litres  semblables  chacune  à  chacune, 
semhlabienieiit  placées  et  également  inclinées  entre 
elles;  donc  ces  pyramides  sont  semblables*,  et  leurs  *  m 
côtés*- homologues  donnent  la  proportion  MN  :  mri  ;: 
AM:a;«.  D'ailleurs  AM:am::  AB:«*  ;  donc  MN:m« 
:  :  AB  :  a. 

Soient  P  etp  deux,  autres  sommets  homologues  de 
mêmes  polyèdres,  et  ou  aura  semblabiement  PN:^wi 
:  :  AB:  ab ,  PM  :pm  :  :  AB  :  ab.  Donc  MN  :  ma .  :  PN  \pn 
::  PM  ipm.  Donc  lu  triangle  PNM  qui  joint  trois  som- 
mets quelconques  d'un  polyèdre  est  semblable  au  tri- 
angle pitm  qui  ïoiiU  les  trois  sommets  homologues  d,: 
l'autre  polyèdre. 

Soient  encore  Q  et  q  deux  sommets  homologues,  et 
a  triangle   PQN  sera  semblable  à  pou.  Je  dis  de  plus 
i3. 
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que  l'i  h  cl  i  liaison   îles  plans  PQN,  PMN,  est  égale  à 
celle  tles  plans  pqn,  pmn. 

Car  si  on.  joint  QM  et  qm,  on  aura  toujours  le  tri- 
angle Q]NTM  semblable  a  </«/«,  et  par  eoiiséqueul: l'angle 
Q^iVL  égal  à  qiuii.  Concevez  en  N  un  angle  solide  for- 
mé par  les  trois  angles  plans  QNM,  QNP,  PNM,  et 
en  a  un  angle  solide  formé  par  les  trois  angles  plans 
gnm,  qnp,pnni  :  puisque  ces  angles  plans  sont,  égaux 
chacun  à  chacun,  il  s'ensuit  que  les  angles  solides  son 
égaux.  Donc  l'inclinaison  des  deux  plans  PNQ,  PS  M  ; 
csi.  égale  à  celle  du  leurs  homologues />/^  ,"/"««;  donc, 
si  les  deux  triangles  PNQ,  PNM,  étaient  dans  un 
même  plan  ,  auquel  cas  on  aurait  l'angle  QNM---QN  I1 
-f-PNM,  on  aurait  aussi  l'angle  qnmr=.qn.p-^-pnni,  et 
les  deux  triangles  qnp,  pmn,  seraient  aussi  dans  un 
même  plan. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  démontré  a  lieu,  quels 
que  soient  les  angles  M,  N,  P,  Q,  comparés  à  leurs 
homologues  m,  n,p}  q. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  l'un  des 
polyèdres  s  oit  partagée  en  triangles  A.ISC ,  AGD , 
MNP,  NPQ,  etc.,  on  voit  que  la  surface  de  l'autre- 
polyèdre  contiendra  un  pareil  nombre  de  triangles 
abc,  aed ,  m/ip,  npq ,  etc.,  semblables  et  semblable- 
nient  placés;  et  si  plusieurs  triangles,  comme  MPN, 
NPQ,  etc.,  appartiennent  à  une  même  face  et  sont 
dans  un  même  plan,  leurs  homologues  nipn,  npq,  etc., 
seront  pareillement,  dans  un  même  plan.  Donc  toute 
face  polygone  dans  un  polyèdre  répondra  à  une  face 
polygone  semblable  dans  l'autre  polyèdre  ;  donc  les 
deux  polyèdres  seront  compris  sous  un  même  nombre 
de  plans  semblables  et  semblablement  placés.  Je  dis  de 
plus  que  les  angles  solides  homologues  seront  égaux. 

Car,  si  l'angle  solide  N,  par  exemple,  est  formé 
par  les  angles  plans  QNP,  PNM,  MNR,  QNR,  l'an- 
gle solide  homologue  «   sera  formé   par  les  angles 
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plans  qtip,  prun,  mnr,  qnr.  Or,  ces  angles  pians  sont 
é»-;mx  chacun  à  chacun,  et  l'inclinaison  de  deux  plans 
adjacents  est  égale  à  celle  de  leurs  homologues  ;  donc 
les  deux  angles  solides  sont  égaux,  comme  pouvant 
être  superposés. 

Donc  enfin  deux  polyèdres  semblables  ont  les  faces 
homologues  semblables  et  les  angles  solides  homo- 
logue* égaux.  ' 

Corollaire.  Il  suit  de  la  démonstration  précédente 
que  si,  avec  quatre  sommets  d'un  polyèdre,  on  forme 
une  pyramide  triangulaire,  et  qu'on  en  forme  une 
seconde  avec  les  quatre  sommets  homologues  d'un 
polyèdre  semblable,  ces  deux  pyramides  seront  sem- 
blables ;  car  elles  auront  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels *.  ' 

On  voit  en  même  temps  que  deux  diagonales  ho- 
mologues*, par  exemple,  AN,  an,  sont  entre  elles 
comme  deux  côtés  homologues  AB,  ab. 

PROPOSITION    XXV. 


Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  peirta. 
ger  en  un  même  nombre  de  pyramides  triangu- 
laires semblables  chacune  à  chacune,  et  se  m- 
hlabh'.ment  placées. 

Car  on  a  déjà  vu  que  les  surfaces  de  deux  polyè- 
dres peuvent  se  partager  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun  ,  et  semblable- 
ment  placés.  Considérez  tous  les  triangles  d'un  po- 
lyèdre ,  excepté  ceux  qui  forment  l'angle  solide  A  f 
comme  les  bases  d'autant  de  pyramides  triangulaires 
dont  le  sommet  est  en  A  ;  ces  pyramides  prises  en- 
semble composeront  le  polyèdre  :  partagez  de  même 
l'autre  polyèdre  en  pyramides  qui  aient  pour  sommet 
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commun  celui  de  l'angle  a  homologue  à  A  ;  il  est  clair 
que  la  pyramide  qui  joint  quatre  sommets  d'un  po- 
lyèdre sera  semblable  à  la  pyramide  qui  joint  les  qua- 
tre sommets  homologues  de  l'autre  polyèdre.  Donc 
deux  polyèdres  semblables,  etc. 

PROPOSITION   XXVI. 


Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles 
comme   les  cubes  des  côtés  homologues. 

g.  2r,',.  Car  deux  pyramides  étant  semblables,  la  plus  petite 
pourra  être  placée  dans  la  plus  grande,  de  manière 
qu'elles  aient  l'angle  solide  S  commun.  Alors  les  bases 
ABCDE,  abcde,  seront  parallèles;  car,  puisque  les 
*aa.  laces  homologues  sont  semblables*,  l'angle  Sab  est 
égal  à  SAIS,  ainsi  que  S/«  à  Si>C  ;  clone  le  plan  abc 

'[3,5.  est  parallèle  au  plan  ARC*.  Cela  posé,  soit  SO  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S  sur  le  plan 
ABC ,  et  soit  o  le  point  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre le  plan  abc  ;  on  aura,  suivant  ce  qui  a  été  déjà 

'■s'       démontré*,  SO:So::SA:Sa:: AB:a£;  et  par  consé- 

iSO:£So  ::  AB  :  ai. 

Mais  les  bases  ABCDE,  abcde,  étant  des  figures  sem- 
blables ,  on  a , 

ABCDE  :  abcde  v.  KQ:aX 
Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  il  en 
résultera  la  proportion  , 

ABCDE  X  ~  SO .  abcde  X  y  S  o  ;  :  AB  :  aï  ■ 
or,   ABCDE  XjSO  est    la  solidité  de  ta  pyramide 
*  i'A.    SABCDE*,  et  abcde  x\So  est  celle  de  la  pyramide 
Saf/cda  ;    donc  deux  pyramides  semblables  sont  entre 
«lies  comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues. 
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Deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les   cubes  des  côtés  homologues. 

Car  deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  par-  f. 
lagés  en  un  même  nombre  de  pyramides  triangulaires 
semblables  chacune  à  chacune*.  Or,  les  deux  pyra- 
mides semblables  APrYM,  apnm,  sont  entre  elles 
:  les  cubes  des  côtes  homologues  AM,  am ,  ou 
s  cubes  des  côtes  homologues  AB,  ab.  Le 
inème  rapport  aura  lieu  entre  deux  autres  pyrarmdes 
homologues  quelconques  ;  donc  la  somme  de  toutes 
les  pyramides  qui  composer!!:  un  polyèdre,  on  le  po- 
lyèdre lui-même,  est  à  l'autre  polyèdre,  comme  le 
cube  d'un  côté  quelconque  du  premier  est  au  cube 
du  côté  homologue  du  second. 

Scholie  général. 

On  peut  présenter  en  termes  algébriques ,  c'est-à- 
dire,  de  la  manière  la  plus  succincte,  i;i  récapitulation 
(Ses  principales  propositions  de  ce  livre  concernant  les 
solidités  des  polyèdres. 

Soit  B  la  base  d'un  prisme,  H  sa  hauteur;  la  soli- 
dité du  prisme  sera  BxH  ou  BH. 

Soit  B  la  base  d'une  pyramide,  H  sa  hauteur;  la 
solidité  de  la  pyramide  sera  BxjH,  ou  Hx^B,  ou 
}BH. 

Soit  H  la  hauteur  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles,  soient  A  et  B  ses  bases;  l/AB  sera  la 
moyenne  proportionnelle  entre  elles,  et  la  solidité  <\<\ 
tronc  sera  iHx(A  +  B  +  i/l*B.) 
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Soît  B  la  base  d'un,  tronc  de  prisme  triangulaire 
H,  H',  H",  les  hauteurs  de  ses  trois  sommets  supé- 
rieurs, la  solidité*  du  prisme  tronqué  sera  ^B  X  (H  + 
H'  +  H"). 

Soient  enfin  P  et  p  les  solidités  de  deux  polyèdres 
semblables,  A  et  a  deux  côtés  ou  deux  diagonales 
homologues  de  ces  polyèdres,  on  aura  P  :p  :;  A3  ;  et. 
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LA    SPHERE. 


I.  J-JA  sphère  est  un  solide  terminé  par  une  surface 
courbe,  dont  tous  les  points  sont  également  distants 
d'un  point  intérieur  qu'on  appelle  centre. 

On  peut  imaginer  que  la  sphère  est  produite  par  fig-5 
la  révolution  du  demi-cercle  DAE  autour  du  diamètre 
DE  :  car  la  surface  décrite  dans  ce  mouvement  par  la 
courbe  DAE  aura  tous  ses  points  à  égales   distances 
du  centre  C. 

II.  Le  rayon  de  la  sphère  est  une  ligne  droite  me- 
née du  centre  à  un  point  de  la  surface  ;  le  diamètre 
ou  axe  est  une  ligne  passant  par  le  centre ,  et  termi- 
née de  part  et  d'autre  à  la  surface. 

Tous  les  rayons  de  la  sphère  sont  égaux;  tous  les 
diamètres  sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

III.  Il  sera  démontré  *  que  toute   section   de   la      pr 
sphère,  faite  par  un  plan  ,  est  un  cercle  :  cela  posé, 

on  appelle  grand  cercle  la  section  qui  passe  par  le 
centre,  petit  cercle  celle  qui  n'y  passe  pas. 

ÏÏV.  Un  plan  est  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
qu'un  point  commun  avec  sa  surface. 

V.  Le  pâle  d'un  cercle  de  la  sphère  est  un  point 
de  la  surface  également  éloigné  de  tous  les  points  de 

ta  circonférence  de  ce  cercle.  On  fera  voir*  que  tout  *i,r 
cercle,  grand  ou  petit,  a  toujours  deux  pôles. 

VI.  Triangle  sphériaue  est  une  partie  de  la  surface 
de  ]a  sphère  comprise  par  trois  arcs  de  grands  cercles. 
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Ces  arcs,  qui  s'appellent  les  côtes  du  triangle,  sont 
toujours  supposés  plus  petits  que  la  demi-eir confé- 
rence. Les  angles  que  leurs  plans  font  entre  eux  sont 
les  angles  du  triangle. 

VII.  Un  triangle  sphérique  prend  le  nom  de  rec- 
tangle, isotcitle ,  équilaté.ra! ,  dans  les  mêmes  cas  qu'un 
triangle  rectiligne. 

VIII.  Polygone  sphérique  est  une  partie  de  la  sur- 
face de  la  sphère  terminée  par  plusieurs  arcs  de  grands 
cercles. 

IX.  Fuseau  est  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère 
comprise  entre  deux  demi-grands  cercles  qui  se  ter- 
minent à  un  diamètre  commun. 

X.  J'appellerai  coin  ou  onglet  sphérlijue  la  partie  du 
solide  de  la  sphère  comprise  entre  les  mêmes  demi- 
grands  cercles,  et  a  laquelle  le  fuseau  sert  de  hase. 

XI.  i'yrautidii  sphérique  est  la  partie  du  solide  de 
la  sphère  comprise  entre  les  plans  d'un  angle  solide 
dont  le  sommet  est  au  centre.  La  base  de  la  pyramide 
est  le  polygone  sphérique  intercepté  par  les  mêmes 
plans. 

XIÏ.  On  appelle  zone  la  partie  de  la  surface  de  la 
sphère  comprise  entre  deux  pïans  parallèles  qui  en 
sont  les  bases.  L'un  de  ees  plans  peut  être  tangent  à  la 
sphère ,  alors  la  zone  n'a  qu'une  base. 

XIII.  Segment  sphérique  est  la  portion  du  solide 
de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui 
en  sont  les  bases. 

L'uii  de  ces  plans  peut  être  tangent  à  la  sphère, 
alors  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base. 

XIV.  La  hauteur  d'une  zone  ou  d'un  segment  est 
la  distance  des  deux  plans  parallèles  qui  sont  Ses 
bases  de  la  zone  ou  du  segment. 

XV.  Tandis  que  le  derni-cerele  DAE  tournant  au- 
tour du  diamètre  DE  décrit   la  sphère,  tout  secteur 
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circulaire,  comme   DCF  ou  FCH,  décrit  un  solide 
qu'on  appelle  secteur  sphérique. 

PROPOSITION    PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Toute  section  de  la  sphère,  faite  par  un  plan, 
est  un  cercle. 

Soit  AMB  la  section  faite  par  un  plan  dans  la  sphère  6s  * 
dont  le  centre  est  C.  Du  point  G  menez  la  perpendi- 
culaire CO  sur  le  plan  AMB ,  et  différentes1  lignes  CM, 
CM ,  à  différents  points  de  la  courbe  AMB  qui  termine* 
a  section. 

Les  obliques  CM,  CM,  CB,  sont  égales,  puisqu'elles 
sont  des  rayons  de  la  sphère  ,  elles  sont  donc  égale- 
ment éloignées  de  la  perpendiculaire  CO*;  donc  toutes    's'! 
les  lignes  OM ,  OM ,  OU,  sont  égides;  clone  la  section 
AMB  est.  un  cercle  dont  le  point  O  est  le  centre. 

Corollaire.  \,  Si  la  section  passe  parle  centré  de  la 
sphère,  son  rayon  sera  le  rayon  de  là  sphère;  donc 
tous  les  grands  cercles  sont  égaux  entré  eux. 

II.  Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours  en  deiix 
parties  égales  ;  car  leur  intersection  commune,  pas- 
sant par  le  centre,  est  un  diamètre. 

III.  Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface 
en  deux  parties  égales;  car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  hémisphères,  on  les  applique  sur  la  base  com- 
mune en  tournant  leur  convexité  du  même  côté  les 
deux  surfaces  coïncideront  l'une  avec  l'autre ,  sans 
quoi  il  y  aurait  des  points  plus  près  du  centre  les  uns 
que  les  autres. 

IV.  Le  centre  d'un  petit  cercle  et  celui  de  la  sphère   %  *■ 
sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  du 
petit,  cercle. 

V.  Les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits  qu'il." 
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sont  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère  ;  car  plus  la 
distance  CO  est  grande,  plus  est  petite  la  corde  AB, 
diasnètre  du  petit  cercle  AMB. 

VI.  Par  deux  points  donnés  sur  la  surface  d'une 
sphère,  on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle; 
car  les  deux  points  donnés  et  le  centre  de  la  sphère 
sont  trois  points  qui  déterminent  la  position  d'un  plan 
Si  cependant  les  deux  points  donnés  étaient  aux  ex- 
trémités d'un  diamètre,  alors  ces  deux  points  et  le 
centre  seraient  en  ligne  droite,  et  il  y  aurait  une  in- 
finité de  grands  cercles  qui  pourraient  passer  par  les 
deux  points  donnés. 

PROPOSITION  IL 


Dans  tout  triangle  sphèrique  ABC  ,  un  côté 
quelconque  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux 
autres. 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère ,  et  soient  menés  les 
rayons  OA,  OB,  OC.  Si  on  imagine  les  plans  AOB  , 
AOG,  COB,  ces  plans  formeront  au  point  O  un  angle 
solide,  et  les  angles  AOB,  AOG,  COB,  auront  pour 
mesure  les  côtés  AB,  AC,  BC,  du  triangle  sphèrique 
ABC.  Or,  chacun  des  trois  angles  plans  qui  composent 
l'angle  solide  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres*;  donc  un  côté  quelconque  du  triangle  ABC 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

PROPOSITION     III. 


Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre, 
sur  la  surface  de  la  sphère,  est  l'arc  de  grand, 
cercle  qui  joint  les  deux  points  donnés. 

Soit  ANB  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  les  points 
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A  et  B ,  el  soil  hors  de  cet  arc ,  s'il  est  possible ,  M  uii 
point  de  la  ligne  la  plus  courte  entre  A  et  B.  Par  le 
point  M  menez  les  arcs  de  grands  cercles  MA,  MB, 
et  prenez  HN=MB. 

Suivant  le  théorème  précédent  l'arc  ANE  est  plus 
court  que  AM-l-MB;  retranchant  de  part  et  d'autre 
BN=BM,  il  restera  AN  <  AM.  Or,  la  distance  de  B 
en  M,  soit  qu'elle  se  confonde  avec  l'arc  BM,  ou 
qu'elle  soil  toute  autre  ligne  ,  est  égale  à  la  distance  de 
B  et  N  ;  car'  en  faisant  tourner  le  plan  du  grand  cercle 
BM  autour  du  diamètre  qui  passe  par  B ,  on  peut  ame- 
ner le  point  M  sur, le  point  N,  et  alors  la  ligne  la  plus 
courte  de  M  eu  B,  quelle  qu'elle  soit,  se  confondra 
avec  celle  de  N  en  B;  donc  les  deux  chemins  de  A  en 
B,  l'un  en  passant  par  M,  l'autre  eu  passant  par  N, 
ont  une  partie  égale  de  M  en  B  et  de  N  en  B.  Le  pre- 
mier chemin  est,  par  hypothèse,  le  plus  court;  donc 
la  distance  de  A  en  M  est  plus  courte  que  la  distance 
de  A  en  N,  ce  qui  serait  absurde,  puisque  l'arc  AM 
est  plus  grand  que  AN  ;  donc  aucun  point  de  la  ligne 
la  plus  courte  entre  A  et  B  ne  peut  être  hors  de  l'arc 
ANË  ;  donc  cet  arc  est  lui-même  la  ligne  la  plus  courte 
entre  ses  extrémités. 

PROPOSITION   IV. 


La  somme  des  trois  cotés  d'un  triangle  sphê- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique  quelconque;  pro-  %. : 
longez  les  côtés  AB ,  AC ,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencon- 
trent de  nouveau  en  D.  Les  arcs  ABD ,  ACD ,  seront 
des  demi-circonférences,  puisque  deux  grands  cercles 
se  coupent  toujours  en  deux  parties  égales*  ;  mais  dans     *  i. 
le  triangle  BCD  on  a  le  côté  BC  <  BD  +  CD*  ;  ajoutant  '  a. 


/Google 


20&'  GBOKÏIKIÏ. 

de  part  et  d'autre  AB  +  AC ,  on  aura  AB  +  AC  -f-  BC 
*-  ABD  +  ACD,  c'est-à-dire,  plus  petit  qu'une  circon- 
férence. 

PROPOSITION   V. 


La  somme  des  côtés  de  tout  polygone  sphé- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE:  prolon- 
gez les  côtes  AB,  DC,  jusqu'à  leur  rencontre  en  F; 
puisque  BC  est  plus  petit  que  BF  +  GF,le  contour  du 
pentagone  ABCDE  est  plus  petit  que  celui  du  quadri- 
latère AEDF.  Prolongez  de  nouveau  les  côtés  AE , 
FD ,  jusqu'à  leur  rencontre  en  G ,  on  aura  EU  <  EG 
-hGD;  donc  le  contour  du  quadrilatère  AEDF  est 
plus  petit  que  celui  du  triangle  AFG;  celui-ci  est  plus 
petit  que  la  circonférence  d'un  grand  cercle;  do»c 
a  fortiori  le  contour  du  polygone  AOCDK,  est  moindre 
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eeUe  intime  circonférence. 


Scholie.  Celte  proposition  est  au  fond  la  même  que 
la  xxne  du  livre  v;  car,  si  O  est  le  centre  de  la  sphère, 
on  peut  imaginer  an  point  O  un  angle  solide  formé 
par  les  angles  plans  AOB ,  BOC ,  COD ,  etc. ,  et  la 
somme  de  ces  angles  doit  être  plus  petite  que  quatre 
angles  droits,  ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  proposition 
présente.  La  démonstration  que  nous  venons  de  don- 
ner est  différente  de  celle  du  livre  v;  l'une  et  l'autre 
supposent  que  le  polygone  ABCDE  est  convexe,  ou 

'|H  '.!()•  Illl     J'iol'.l.^.'     HV    (■«•    |.l     h^Ulf. 

PROPOSITION    VI. 

THÉORÈME. 

Gg.aao.       si  on  mène  le  diamètre  DE  perpendiculaire 
au  plan  du  grand  cercle  AMB,   les  extrémité?. 
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D  et  E  de  ce  diamètre  seront  les  pôles  du  cercle 
AMB ,  et  de  tous  les  petits  cercles ,  comme  FNG , 
qui  lui  sont  parallèles. 

Car  DG  étant  perpendiculaire  au  plan  AMB,  est 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites  CA,  CM,  CE,  etc., 
.  menées  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  donc  tous  les  arcs 
DA,  DM,  DB,  etc. ,  sont  des  quarts  de  circonférence: 
îl  en  est  de  même  des  arcs  EA,  EM,  EB,  etc.  ;  donc 
les  points  D  et  E  sont  chacun  également  éloignés  de 
tous  les  points  de  la  circonférence  AMB;  donc  ils  sont 
les  pôles  de  cette  circonférence  *.  'dit. 5, 

En  second, lieu,  le  rayon  DC,  perpendiculaire  an 
plan  AMB  ,  est  perpendiculaire  à  son  parallèle  FNG  ; 
donc  il  passe  par  le  centre  0  du  cercle  FNG  *  ;  donc  *  *■ 
si  on  tire  les  obliques  DF,  DN,  DG,  ces  obliques  s'é- 
carteront également  de  la  perpendiculaire  DO  et  seront 
égales.  Mais  les  cordes  étant  égales,'  les  arcs  sont 
égaux  ;  donc  ton.*  [es  ares  DF, DN,  DG,  etc.,  soûl  cyanx 
entre  eux  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  du  petit  cercle 
FNG  ,  et  par  la  même  raison  Je  point  E  est  l'autre  pôle. 

Corollaire  I.  Tout  are  DM  mené  d'un  point  de  l'arc 
de  grand  cercle  AMB  à  son  pôle  est  un  quart  de  cir- 
conférence, que  nous  appellerons  pour  abréger  un 
q  attirail  s,  ou  un  quadrant,  et  ce  quadrant  fait  en 
même  temps  un  angle  droit  avec  l'arc  AM.  Car  la  ligne 
DO  étant  perpendiculaire  au  plan  AMC,  tout  plan 
DMC  qui  passe  par  la  ligne  DC  est  perpendiculaire  au 
plan  AMC  *;  donc  l'angle  de  ces  plans,  ou,  suivant  la  *  18,  6. 
déf,  vi,  l'angle  AMD  ,  est  un  angle  droit. 

II.  Four  trouver  le  pôle  d'un  arc  donné  AM,  menez 
l'arc  indéfini  MD  perpendiculaire  à  AM,  prenez  MD 
égal  à  un  quadrant,  et  le  point  D  sera  un  des  pôles 
de  l'arc  MD  ;  ou  bien  menez  aux  deux  points  A  et  M 
les  arcs  AD  et  MD  perpendiculaires  à  AM  ,  le  point  de 
concours  D  de  ces  deux  arcs  sera  le  pôle  demandé. 
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lH.  Réciproquement,  si  la  distance  du  poiïït  H  k 
chacun  des  points  À  ce  M  est  égale  à  un  quadrant ,  je 
dis  que  le  point  D  sera  le  pôle  de  l'arc  AM,  et  qu'en 
munie  temps  les  angles  DA..VI,  AMD,  seront  droits. 

Car  soit  C  le  centre  de  la  sphère,  et  soient  menés  les 
rayons  CA,  CD,  CM:  puisque  les  angles  ACD,MCD, 
sont  droits,  la  ligne  CD  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  CA ,  CM  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leur 
plan  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  de  l'arc  AM  j  et  par 
suite  les  angles  DAM,  AMD,  sont  droits. 

Scholie.  Les  propriétés  des  pùics  permettent  de  tra- 
cer sur  la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec 
la  même  facilite  que  sur  une  surface  plane.  On  -voit 
par  exemple,  qu'en  faisant  tourner  l'arc  DF  ou  toute 

-  ■  P  ■  ■  ■       Il      !■'      lin    lll<       ll.l      i  |      -  .1       !  ' 

l'extrémité  F  décrira  le  petit  cercle  FNG;  et  si  on  fait 
tourner  le  quadrant  DFA  autour  du  point  D  ,  l'ex- 
trémité A  décrira  l'are  de  grand  cercle  AM." 

S'il  faut  prolonger  l'arc  AM,  ou  si  on  ne  donne  que 
le3  points  A  et  M  par  lesquels  cet  arc  doit  passer,  on 
déterminera  d'abord  le  pôle  D  par  l'intersection  de 
deux  arcs  décrits  des  points  A  et  M  comme  centres 
avec  un  intervalle  égal  au  quadrant.  Le  pôle  D  étant 
trouvé,  on  décrira  du  point  D,  comme  centre  et  avec 
le  même  intervalle,  l'arc  AM  et  son  prolongement. 

Enfin,  s'il  faut  du  point  donné  P  abaisser  un  arc 
perpendiculaire  sur  l'arc  donné  AM,  on  prolongera 
celui-ci  er.  S  jusqu'à  ce  que  l'intervalle  PS  soit  égal  à 
un  quadrant;  ensuite  du  pôle  S  et  du  même  intervalle 
on  décrira  l'arc  PM,  qui  sera  l'arc  perpendiculaire  de- 
mandé. 
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PROPOSITION    VII. 

THÉORÈME. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un 
rayon  est  tangent  à  la  sphère. 

Soit  FAG  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  Ëg.  i%$. 
rayon  OA  ;  si  on  prend  un  point  quelconque  M  sur 
ce  plan ,  et  qu'on  joigne  OM  et  A  M ,  l'angle  OAM  sera 
droit,  et  ainsi  la  distance  OM  sera  plus  grande  que 
OA.  Le  point  IVi  est  donc  hors  de  la  sphère; et,  comme 
il  en  est  de  même  de  tout  autre  point  du  plan  FAG, 
il  s'ensuit  que  ce  plan  n'a  que  le  seul  point  A  com- 
mun avec  la  surface  de  la  sphère  ;  donc  il  est  tangent 
à  cette  Surface  *.  "iif.n. 

Scholic.  On  peut  prouver  de  même  que  deux  sphères 
n'ont  qu'un  point  commun,  et  sont  par  conséquent 
tangentes  l'une  à  l'autre  :  lorsque  la  distance  de  leurs 
centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de 
leurs  rayons,  alors  les  centres  et  le  point  de  contact 
sont  en  ligne  droite. 

PROPOSITION  VIII. 

THÉORÈME. 

L'angle  BAC  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  ce,  aifl. 
grands  cercles  AB ,  AC ,  est  égal  à  l'angle  FAG  , 
formé  par  les  tangentes  de  ces  arcs  au  point  A  : 
il  a  aussi  pour  mesure  l'arc  DE ,  dé  srit  du  point 
A  comme  pôle  entre  les  côtés  AB,  AC,  prolongés 
s'il  est  nécessaire. 

Car  la  tangente  AF ,  menée  dans  le  plan  de  l'arc 
AB,  est  perpendiculaire  au  rayon  AO  ;  la  tangente 
AG ,  menée  dans  le  pian  de  l'arc  AC ,  est  perpendi- 
culaire au  même  rayon  AO.  Donc  l'angle  FAG  est 
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''Ï.&  égal  à  l'angle  des  plans  OAB,  OAC*,  qui  est  celui  des 
arcs  AU,  AC,  et  qui  se  désigne  par  BAC. 

Pareillement,  si  l'arc  AD  est  égal  à  un  quadrant, 
ainsi  que  AE,  les  lignes  OD,  OE,  seront  perpendicu- 
laires à  AO,  et  l'angle  DOE  sera  encore  égal  à  l'angle 
des  plans  AOD,  AOE  ;  donc  Tare  DE  est  la  mesure  de 
l'angle  de  ces  plans,  ou  la  mesure  Je  l'angle  GAB. 

Corollaire.  Les  angles  des  triangles  spliériques  peu- 
vent se  comparer  entre  eux  par  les  arcs  de  grands  cer- 
cles décrits  de  leurs  sommets  comme  pôles  et  compris 
entre  leurs  côtés  :  ainsi  il  est  facile  de  faire  un  angle 
égal  à  un  angle  donné. 

■  ^38.  Scholie.  Les  angles  opposés  au  sommet,  tels  que 
ACO  et  BCN,  sont  égaux  ;  car  l'un  ou  l'autre  est  tou- 
jours l'angle  formé  par  les  deux  plans  ACB,  OCN. 

On  Yoit  aussi  que  dans  la  rencontre  de  deux  arcs 
ACB,  OCN,  les  deux  angles  adjacents  ACO,  OCB , 
pris  ensemble,  valent  toujours  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    IX. 


237.  Etant  donné  le  triangle  ABC,  si  des  points 
A,  B,  C,  comme  pôles ,  on  décrit  les  arcs  EF, 
FI) ,  DE ,  qui  forment  le  triangle  DEF  ;  récipro- 
quement les  trois  points  D,  E,  F,  seront  les 
pôles  des  côtés  BG,  AC,  AB. 

Car  le  point  A  étant  le  pôle  de  l'arc  EF,  la  distance 
AE  est  un  quadrant  ;  le  point  C  étant  le  pôle  de  l'arc 
DE,  la  distance  CE  est  pareillement  un  quadrant; 
donc  le  point  E  est  éloigné  d'un  quadrant  de  chacun 

.  6    des  points  A  et  C  ;  donc  il  est  le  pôle  de  l'arc  AC  *. 

-.  3.  On  démontrera  de  même  que  D  est  le  pôle  de  l'arc 
BC ,  et  F  celui  de  l'arc  AB. 

Corollaire.  Donc  le  triangle  ABC  peut  être  décrit 
par  le  moyen  de  DEF  ,  comme  DEF  par  le  moyen  de 
ABC. 
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PROPOSITION   X. 


Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le 
théorème  précédent,  chaque  angle  de  l'un  des 
triangles  ABC,  DEF,  aura  pour  mesure  la  demi-  %.  22- 
circonférence  moins  le  côté  opposé  dans  l'autre 
triangle 

Soient  prolongés,  s'il  est  nécessaire,  les  côtés  ABi 
AC,  jusqu'à  la  rencontre  de  EF  en  G  et  H  ;  puisque 
le  point  A  est  le  pôle  de  l'arc  OH ,  l'angle  A  aura  pour 
mesure  l'arc  GH.  Mais  l'arc  EH  est  un  quadrant 
ainsi  que  GF,  puisque  E  est  le  pôle  de  AH,  et  F  le 
pôle  de  AG  ;  donc  EH  +  GF  vaut  une  demi-circon- 
férence. Or  EH  H-  GF  est  la  même  chose  que  EF  + 
GH  ;  donc  l'arc  GH  qui  mesure  .l'angle  A  est  égal  à 
une  demi-circonférence  moins  le  côté  EF  ;  tic  nu'im* 
l'angle  B  aura  pour  mesure  ~  cire,  —  DF  et  l'angle  C  , 
Icirc  —  DE. 

Cette  propriété  doit  être  réciproque  entre  les  deux 
triangles,  puisqu'ils  se  décrivent  de  la  même  manière 
l'un  par  le  moyen  de  l'autre.  Ainsi  on  trouvera  que 
les  angles  D,  E,  F,  du  triangle  DEF,  ont  pour  me- 
sures respectivement  j  cire.  —  BC ,  j  cire.  —  AC,  ;  cire- 
— ■  AB.  En  effet  l'angle  D,  par  exemple,  a  pour  me- 
sure l'arc  MI  ;  or  MI  +  BC  =  MC  +  BI  =  £  cire.  : 
donc  l'arc  MI,  mesure  de  l'angle  D ,  —  ~  cire.  —  BC, 
et  ainsi  des  autres. 

Scholte.  11  faut  remarquer  qu'outre  le  triangle  DEF  6g.  s?», 
on  en  pourrait  former  trois  autres  par  l'intersection 
des  trois  arcs  DE ,  EF ,  DF.  Mais  la  proposition  ac- 
tuelle n'a  lieu  que  pour  le  triangle  central,  qui  est 
distingué  des  trois  autres  en  ce  que  tes  deux  angles  A 
et  D  sont  situés  d'un  même  côté  de  BC    les  deux  B  %.  MJ, 
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et  E  d'un  même  côté  de  AC,  et  les  deux  C  et  F  d'un 
même  côté  de  AB. 

On  donne  différents  noms  aux  deux  triangles  ABC, 
DEF;  nous  les  appellerons  triangles  polaires. 

PROPOSITION  XL 


.  aig.  Etant  donné  le  triangle  ABC ,  si  du  pôle  A  et 
de  l'intervalle  AC  on  décrit  l'arc  de  petit  cercle 
DEC  ;  si  du  pâle  B  et  de  l'intervalle  BC  on  décrit 
pareillement  l'arc  DFC ,  et  que  du  point  D  ,  où 
les  arcs  DEC,  DFC,  se  coupent,  on  mène  les 
arcs  de  grands  cercles  AD ,  DB  ;  je  dis  que  le 
triangle  ADB  ainsi  formé  aura  ses  parties  égales 
à  celles  du  triangle  ACB. 

Car  par  construction  le  côté  AD^zzAG,  DB  =  BC, 
AB  est  commun;  donc  ces  deux  triangles  ont  les  côtés 
égaux  chacun  à  chacun.  Je  dis  maintenant  que  les 
angles  opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux. 

En  effet,  si  le  centre  de  la  sphère  est  supposé  en 
O,  on  peut  concevoir  un  angle  solide  formé  au  point 
O  par  les  trois  angles  plans  AOB ,  AOC ,  BOC  ;  on 
peut  concevoir  de  même  un  second  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  AOB,  AOD,  BOD.  Et  puis- 
que les  côtés  du  triangle  ABC  sont  égaux  à  ceux  du 
triangle  ADB,  il  s'ensuit  que  les  angles  plans  qui 
forment  un  de  ces  angles  solides  sont  égaux  aux  angles 
plans   qui  forment  l'autre   angle  solide ,   chacun   à 

'«3,  S.  chacun  :  mais  dans  ce  cas  il  a  été  démontré  *  que  les 
plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  sont  égale- 
ment inclinés  entre  eux  ;  donc  les  angles  du  triangle 
sphérique  ÛAB  sont  égaux  à  ceux  du  triangle  CAB} 
savoir  DAB=BAC,  DBA— ABC,  et  ADB=ACB; 
donc  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ADB  sont  égaux 
aux  côtés  et  aux  angles  du  triangle  ACB. 
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Scholie,  L'égalité  de  ces  triangles  n'est  cependant 
pas  une  égalité  absolue  ou  de  superposition  ,  car  il 
serait  impossible  de  les  appliquer  l'un  sur  l'autre 
exactement,  à  moins  qu'ils  ne  fussent  isoscèles.  L'éga- 
lité dont  il  s'agit  est  ce  que  nous  avons  déjà  appelé 
iiiu;  égalité  par  symmétrïe ,  et  par  eette  raison  nous 
appellerons  les  triangles  ACB,  ADB,  triangles  sym- 
métriques. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère,  ou 
sur  des  sphères  égaies  >  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  le  côté  AB  =  EF,  le  côté  ACr~EG,  et  l'angle  i 
BAC  =  FEG,  le  triangle  EFG  pourra  être  placé  sûr 
le  triangle  ABG  ou  sur  son  symmétrique  AISD,  de  la 
même  manière  qu'on  superpose  deux  triangles  recti- 
lignes  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux.  Donc  toutes  les  parties  du  triangle  EFG  seront 
égales  à  celles  du  triangle  ABG,  c'est-à-dire  qu'outre 
[es  trois  parties  qui  sont  supposées  égales,  on  aura  le 
côté  BC  —  FG,  l'angle  ABG  ^zEFG,  et  l'angle  AGB 
=  EGF. 

PROPOSITION   XIII. 


Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère  ,  ou 
sur  des  sphères  égales,  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties,  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adja- 
cent à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Car  l'un  de  ces  triangles  peut  être  placé  sur  l'autre 
ou  sur  son  symmétrique ,  comme  on  le  fait  dans  le  cas 
pareil  des  triangles  rectilignes.  Foyezprop.  Fil,  Uv.l, 
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PROPOSITION  XIV. 


(SV  deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère  , 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  èquilatéraux 
entre,  eux,  ils  seront  aussi  êquiangles ,  et  les  angles 
égaux  seront  opposés  aux  côtés  égaux. 

Cela  est  manifeste  par  la  proposition  xi,  où  l'on  a 
vu  qu'avec  trois  côtés  donnés  AH,  AC,  BC ,  on  ne 
peut  faire  que  deux  triangles  ACB ,  ABD,  diflétcm.s 
quant  à  la  position  des  parties,  mais  égaux  quant  à 
la  grandeur  de  ces  mêmes  parties.  Donc  deux  triangles 
èquilatéraux  entre  eux  sont  ou  absolument  égaux,  ou 
au  moins  égaux  par  symmétrie  ;  dans  l'un  et  l'autre 
cas  ils  sont  êquiangles  ,  et  les  angles  égaux  sont  oppo- 
sés aux  côtés  égaux. 

PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

Dans  tout  triangle  spiiéri que  isoscèle  les  angles 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux  ;  et  récipro- 
quement, si  deux  angles  d'un  triangle  sphcrique 
sont  égaux ,  le  triangle  sera  isoscèle. 

i°  Soit  le  côté  AB=zAC  ;  je  dis  qu'on  aura  l'angle 
C:=B  :  car  si  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de  la 
base,  on  mène  l'arc  AD,  les  deux  triangles  ABD , 
ADC,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun; 
savoir,  AD  commun,  BD^DC,  et  ABr=:AC:  donc, 
par  le  théorème  précédent,  ces  triangles  auront  les 
ai'.gles  égaux,  et  00  aura  B  — C. 

s°  Soit  l'angle  B~C  ;  je  dis  qu'on  aura  AC  —  AB  : 
car  si  le  côté  AR  n'est,  pas  égal  à  AC ,  soit  AB  le  plus 
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grand  des  deux,  prenez  BO  =  AC,  et  joignez  OC. 
Les  deux  côtés  BO ,  BC ,  sont  égaux  aux  deux  AC ,  BC  ; 
l';inide  compris  par  les  premiers  OBC  est  égal  à  l'angle 
compris  par  les  seconds  ACB.  Donc  les  deux  triangles 
BOG,  ACB,  ont  les  autres  parties  égales  * ,  et  on  a  * 
l'angle  OGB  ==  ABC:  mais  l'angle  ABC,  par  hypothèse 
^ACB;  donc  on  aurait  OCB=ACB,  ce  qui  est  îm- 
po.-isihle  ;  donc  on  ne  peut  supposer  AB  différent  i.'i; 
AC;  donc  les  côtés  AB,  AC,  opposés  aux  angles  égaux 
B  et  C ,  sont  égaux. 

Svhalie.  La  même  démonstration  prouve  que  l'angle 
BAD^DAC,  et  que  l'angle  BDA  =  ADC.  Donc  ces 
deux  derniers  sont  droits  ;  donc  l'arc  mené  du  som- 
met d'un  triangle  .piiériqiu-  isoscèle  au  milieu  de  sa  base, 
est  perpendiculaire  a  cette  base  ;  et  divise  l 'angle  du. 
sommet  en  deux  parties  égales. 

PROPOSITION  XVI. 


Dans  un  triangle sphêrique  ABC,  si  l'angle  A 
est  plus  grand  que  l'angle  B  ,  le  côté  BC  opposé 
à  l'angle  A  sera  plus  grand  que  le  côté  AC  op- 
posé à  l'angle  .B  ;  réciproquement,  si  le  côté  BC 
est  plus  grand  que CA  ,  l'angle  A  sera  plus  grand 
que  l'angle  B. 

i°  Soit  l'angle  A>B,  faites  l'angle  BAD  — B,  vous 
aurez  AD—DB  *:  mais  AD-f-DC  est  plus  grand  que   ' 
AC  ;  à  la  place  de  AD  mettant  DB ,  on  aura  DB  +  DC 
ou  BC>AC. 

20  Si  on  suppose  BC  >  AC ,  je  dis  que  l'angle  BAC 
sera  plus  grand,  que  ABC  ;  car,  si  BAC  était  égal  à 
ABC  ,  on  aurait  BC=AG  ;  et  si  on  avait  BAC  <  ABC  , 
il  s'ensuivrait ,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  qu'on 
a  BC<AC;  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc 
l'angle  BAC  est  plus  grand  que  ABC. 
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aiD  GEOMETRIE, 

PROPOSITION  XVII, 

THÉORÈME. 

k33.  Si  les  deux  cotés  AB ,  AC ,  du  triangle  sphè- 
rîque  ABC  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE ,  DF , 
du  triangle  DEF  tracé  sur  une  sphère  égale ,  si 
en  même  temps  l'angle  A  est  plus  grand  que 
l'angle  D ,  je  dis  que  le  troisième  côté  BC  du  pre- 
mier triangle  sera. plus  grand  que  le  troisième 
EF  du  second. 

La  démonstration  est  absolument  semblable  à  celle 
de  la  prop.  x,  livre  i. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  triangles  tracés  sur -la  même  sphè/c 
ou  sur  des  sphères  égales  sont  équiangies  entre 
eux,  ils  seront  aussi  équilatéraux. 

Soient  Aet  B  les  deux  triangles  donné:-,  P  et  Q  leurs 
rri-in^lf*  |"-bltW  Pni-.pn  I-  ■<  .mj;lt  •  -'-lit  'c'"i'  <l'ii 
les  triangles  A  et  B,  les  côtés  seront  égaux  dans  les  po~ 

*  J0.  Iaires  P  et  Q  *  :  mais  de  ce  que  les  triangles  P  et  Q  sont 

équilatéraux  entre   eux,    Jl  s'ensuit  qu'ils   sont  aussi 

*  n    équiangies*;  enfin,  de  ce  que  les  angles  sont  égaux 

*  ,0.   dans  les  triangles  P  et  Q ,  il  s'ensuit  *  que  les  côtés  sont 

égaux  dans  leurs  polaires  A  et  B.  Donc  les  triangles 
équiangies  A  et  B  sont  en  même  temps  équi latéraux 
entre  eux. 

On  peut  encore  démontrer  la  même  proposition  sans 

le  secours  des  triangles  polaires  de  la  manière  suivante. 

ï34.        Soient  ABC  ,  DEF ,  deux  triangles  équiangies  entre 

eux  ,  de  sorte  qu'on  ait  A;=:D,  B  =  E,  C  =  F;  je  dis 

qu'on  aura  le  côté  AB— DE,  AC=DF,  BG— EF. 
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Sur  le  prolongement  des  côtés  AB ,  ÀC  ,  prenez  AG 
—  DE,  eî  AH  =  DF  ;  joignez  GH  et  prolongez  les  arcs 
BC,  GH,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rcncontrenten  I  et  K. 

Les  deux  côtés  AG  ,  AH  ,  sont  par    construction 
égaux  aux  deux  DF,  DE  ;  l'angle  compris  GAH=BAC 
=  EDF;  donc  *  les  triangles  AGH,  DEF,  sont  égaux  • 
dans  toutes  leurs  parties,  donc  l'angle  AGH  — DEF 
—ABC,  et  l'angle  AHG— DFE=ACB. 

Dans  les  triangles  IBG,  KBG,  le  côté  BG  est  com- 
mun, l'angle  IGB  =  GBK  ;  et  puisque  1GB+  BGK  est 
égal  à.  deux  droits,  ainsi  que  GBK-j-IBG,  il  s'ensuit 
que  BGK=IBG.  Donc  les  triangles  IBG,  GBK,  sont 
égaux*,  donc  IG=BK.,  et  IB=GK. 

Pareillement,  de  ce  que  l'angle  AHG=ACB,  on 
conclura  que  les  triangles  ICH,HCK,  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  égaux;  donc  ils  sont  égaux  ; 
doncIH=:CK,etHK=IC. 

Maintenant,  si  des  égales  BK,  IG ,  on  retranche  les 
égales  GK,  ÏH,  les  restes  BC ,  GH,  seront  égaux.  D'ail- 
leurs l'angle  BCA=AHG,  et  l'angle  ABC— AGH. 
Donc  les  triangles  ABC ,  AI1G ,  ont  un  coté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux;  donc  ils  sont  égaux  : 
mais  le  triangle  DEF  est  égal  dans  toutes  ses  parties 
au  triangle  AHG  ;  donc  il  est  égal  aussi  au  triangle 
ABC,  et  on  aura  AB  =  DE,  AC=DF,  BC=EF; 
donc,  si  deux  triangles  sphénques  sont  éqnïangic.s 
entre  eux,  ieô  côtés  opposés  aux  angles  égaux  seront 
égaux. 

Scholie.  Cette  proposition  n'a  pas  lieu  dans  les 
Triangles  rcctiligncs  ,  où  de  l'égalité  de?  angles  on  ne 
peut  conclure  que  la  proportionnalité  Ac^  côtés.  Ma  h 
il  est  aisé  de  rendre  compte  de  la  différence  qui  se 
trouve  à  cet  égard  entre  les  triangles  rechlîgnes  or 
les  triangles  spiiéi-knses.  Dans  la  proposition  nrésenîo. 
ainsi  que  dans  les  prop.  xn ,  xni,  xiv  et  xvii  ,  où 
il  s'agit   de  la  comparaison   des   triangles,    il    est   dit 
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ai  8  g  iit>  m  et  h  m. 

expressément  que  ces  triangles  sont  tracés  sur  la 
même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales.  Or  les  arcs 
semblables  sont  proportionnels  aux  rayons;  donc, 
sur  des  sphères  égales  ,  deux  triangles  ne  peuvent 
être  semblables  sans  être  égaux.  Il  n'est  donc  pas 
surprenant  que  l'égalité  des  angles  entraîne  l'égalité 
des  côtés. 

Il  en  serait  autrement  si  les  triangles  étaient  tracés 
sur  des  sphères  inégales;  alors  les  angles  élan!  égaux  , 
les  i.rLmgles  seraient  semblables,  et  les  côtés  homo- 
logues seraient  entre  eux  comme  les  rayons  des 
sphères. 

PROPOSITION    XIX. 


La  somme  des  angles  de  tout  triangle  sphé- 
rique  est  moindre  que  six  et  plus  grande  que 
deux  angles  droits. 

Car  i°  chaque  angle  d'un  triangle  sphérique  est 
moindre  que  deux  angles  droits  [voyez  le  scholiu  ci- 
après);  donc  la  somme  des  trois  angles  est  moindre 
que  six  angles  droits. 

a°  La  mesure  de  chaque  angle  d'un  triangle  sphé- 
rique est  égale  à  la  demi-circonférence  moins  le  côté 
■  correspondant  du  triangle  polaire*;  donc  la  somme 
des  trois  angles  a  pour  mesure  trois  demi -circonfé- 
rences inoins  la  somme  des  côtés  dit  triangle  polaire. 
Or  cette  dernière  somme  est  plus  petite  qu'une  cir- 
conférence*; donc,  en  la  retranchant  de  trois  demi- 
eircunlérences,  le  reste  sera  plus  grand  qu'une  demi- 
eiieoïdcrence,  qui  est  la  mesure  de  deux  angles 
droits;  donc  a°  !  a  somme  des  trois  angles  d'un  inangle 
sphérique  est  plus  grande  que  deux  angles  droits. 

Corollaire  I,  La  somme  des  angles  d'un  triangle 
sphérique   n'est    pas   constante   comme   celle   des   tri- 


/Google 


itngles  rectilignes  ;  elle  varie  depuis  deux  angles  droits 
jusqu'à  six,  sans  pouvoir  être  égale  à  l'une  ni  à  l'autre 
limite.  Ainsi  deux  angles  donnés  ne  font  pas  connaître 
le  troisième. 

Corollaire  II.  Un  triangle  sphérique  peut  avoir 
deux  ou  trois  angles  droits,  deux  ou  trois  angles 
obtus. 

Si  le  triangle  ABC   est  lii-rectangle ,  c'est-à-dire  fig.  a3.l. 
s'il  a  deux  angles  droits   B  et  C,  le  sommet  A  sera  le 
pôle  de  la  base  BC*;  et  les   côtés  AB,  AC,  seront  des  *  S. 
quadrants. 

Si  en  outre  l'angle  A  est  droit ,  le  triangle  ABC  sera 
Iri-rectangh,  ses  angles  seront  tous  droits  el:  ses  côtés 
des  quadrants.  Le  triangle  tri-rectangle  est  contenu 
huit  fois  dans  la  surface  de  la  sphère  ;  c'est  ce  que  l'on 
voit  par  la  rîg.  a36 ,  en  supposant  l'arc  M. M  égal  à  un 
quadrant. 

Scholie.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, et  conformément  à  la  définit,  vi,  que  les  trian- 
gles sphéi'iques  ont  leurs  côtés  toujours  plus  petits 
que  la  demi-circonférence  ;  alors  il  s'ensuit  que  les 
angles  .sont  toujours  plus  petits  que  deux  angles  droit.'.; 
car,  si  le  côté  AB  est  moindre  que  la  demi -cire  ou  le-  %  *.*$. 
renée,  ainsi  que  AC ,  ces  ares  doivent  être  prolongés 
tons  deux  pour  se  rencontrer  en  D.  Or  les  deux  a  ngles 
ABC  ,  CDD  ,  pi'is  ensemble,  valent  deux  angles  droits; 
donc  l'angle  ABC  tout  seul  est  moindre  que  deux 
angles  droits. 

Nous  observerons  cependant  qu'il  existe  des  triau- 
oles  sphériques  dont  certains  côtés  sont  plus  grands 
que  la  demi  -  circonférence  ,  et  certains  angles  plus 
grands  que  deux  angles  droits.  Car,  si  on  prolonge 
le  côté  AC  en  une  circonférence  entière  ACE,  ce  qui 
reste,  en  retranchant  de  la  demi-sphère  le  triangle 
ABC,  est  un  nouveau  triangle,  qu'on  peut  désigner 
aussi  par  ABC,  et  dont  les  côtés  sont  AB,  BC,  AEDC. 
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230  GEOMETRIE. 

On  voit  donc  que  le  côté  AEDC  est  plus  grand  que  la 
demi-circonférence  AED  ;  mais  en  même  temps  l'an- 
gle opposé  en  B  surpasse  deux  angles  droits  de  la 
quantité  CBD. 

Au  reste,  si  on  a  exclu  delà  définition  les  triangles 
dont  les  côtés  et  les  angles  sont  si  grands ,  c'est  que 
leur  résolution  ou  la  détermination  de  leurs  parties 
se  réduit  toujours  à  celle  des  triangles  renfermés  dans 
la  définition.  En  effet,  on  voit  aisément  que  si  on 
connaît  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  ABC,  on 
connaîtra  immédiatement  les  angles  et  les  côtés  du 
triangle  de  même  nom  qui  est  le  reste  de  la  demi-sphère. 

PROPOSITION   XX. 

THÉORÈME. 

Le  fuseau  AMBN  A  est  à  la  surface  de  la  sphère 
comme  l'angle  MAN  de  ce  fuseau  est  à  quatre 
angles  droits,  ou  comme  l'arc  MN  qui  mesure 
cet  angle  est  à  la  circonférence. 

Supposons  d'abord  que  l'arc  MN  soit  à  la  circon- 
férence MNPQ  dans  un  rapport  rationnel,  par  exem- 
ple, comme  5  est  à  48-  On  divisera  la  circonférence 
MNPQ  en  48  parties  égales,  dont  MN  contiendra  5  ; 
joignant  ensuite  le  pôle  A  et  les  points  de  division 
par  autant  de  quarts  de  circonférence,  on  aura  48  tri- 
angles dans  la  demi-sphère  AMNPQ,  lesquels  seront 
tous  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  auront  toutes  leurs 
parties  égales.  La  sphère  entière  contiendra  donc  96' 
de  ces  triangles  partiels,  et  le  fuseau  AMENA  en  con- 
tiendra 10  ;  donc  le  fuseau,  est  à  la  sphère  comme  10 
est  à  96,  ou  comme  5  est  à  4&i  c'est-à-dire  comme 
l'arc  MN  est  à  la  circonférence. 

Si  l'arc  MN  n'est  pas  commensurable  avec  la  cir- 
conférence ,  on  prouvera  par  le  même  raisonnement 
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dont  on  a  tiéja  vu  beaucoup  d'exemples,  que  le  fuseau 
est  toujours  à  la  sphère  comme  l'arc  MN  est  à  la  cir- 
conférence. 

Corollaire  I.  Deux  fuseaux  sont  entre  eux  comme 
leurs  angles  respectifs. 

Corollaire  II.  On  a  déjà  vu  que  la  surface  entière 
de  la  sphère  est  égale  à  huit  triangles  tri-rectangles  *;  *  it>. 
donc,  si  l'aire  d'un  de  ces  triangles  est  prise  pour 
l'unité,  la  surface  de  la  sphère  sera  représentée  par  8. 
Cela  posé ,  la  surface  du  fuseau  dont  l'angle  est  A  sera 
exprimée  par  aA  (si  toutefois  l'angle  A  est  évalué 
en  prenant  l'angle  droit  pour  unité)  ,*  car  on  a  aA  :  8 
::  A:4-  Il  y  a  donc  ici  deux  unités  différentes  ;  l'une 
pour  les  angles,  c'est  l'angle  droit;  l'autre  pour  ks 
surfaces ,  c'est  le  triangle  sphénque  tri -rectangle,  ou 
celui  dont  tous  les  angles  sont  droits,  et  les  côtés  des 
quarts  de  circonférence. 

Scholie.  L'onglet  sphérique  compris  par  les  plans 
4MB ,  ANB ,  est  au  solide  entier  de  la  sphère  comme 
l'angle  A  est  à  quatre  angles  droits.  Car  les  fuseaux 
étant  égaux,  les  onglets  spheriques  seront  pareille- 
ment égaux  :  donc  deux  onglets  spheriques  sont  entre 
eux  comme  les  angles  formés  par  les  plans  qui  les 
comprennent. 

PROPOSITION  XXI. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  spheriques  symmécriques  sont 
égaux  en  surface. 

Soient  ABC  ,  DEF  deux  triangles  sy  m  métriques , 
c'est-à-dire,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  égaux,  AB  ag,  a3j. 
;=DE,  AC  =  DF,  CB  =  EF,  et  qui  cependant  ne 
pourraient  être  superposés  ;  je  dis  que  la  surface  ABC 
us!  égale  à  la  surface  DEF. 
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Soit  P  le  pôle  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les 
'S.  trois  points  A,  B,  C  (i)  ;  de  ce  point  soient  menés  les 
arcs  égaux  *  PA,  PB,  PC  ;  au  point  F  faites  l'angle 
DFQ=ACP,  l'arc  FQ=CP,  et  joignez  DQ,  EQ. 

Les  côtés  DF ,  FQ ,  sont  égaux  aux  côtés  AC ,  CP , 
l'angle  DFQ— ACP;  donc  les  deux  triangles  DFQ, 
ia.  AGP,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  *  ;  donc  le 
côté  DQ^AP,  et  l'angle  DQF  =  APC. 

Dans  les  triangles  proposés  DFE,  ABC,  les  angles 
DFE ,  AGB ,  opposés  aux  côtés  égaux  DE ,  AB ,  étant 
'il  égaux  *,  si  on  en  retranche  les  angles  DFQ,  ACP, 
égaux  par  construction,  il  restera  l'angle  QI'T,  égal  à 
PCB.  D'ailleurs  les  côtés  QF ,  FE,  sont  égaux  aux 
côtés  PC,  CB  ;  done  les  deux  triangles  FQE,  CPB, 
sont  éjraux  dans  toutes  leurs  parties  ;  donc  le  côté 
QE  =  PB,  et  l'angle  FQE^CPB. 

Si  on  observe  maintenant  que  les  triangles  DFQ, 
ACP,  qui  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sont 
en  même  temps  isoscèles,  on  verra  qu'ils  peuvent  s'ap- 
pliquer l'un  sur  l'autre;  car,  ayant  placé  PA  sur  son 
égal  QF,  le  côté  PC  tombera  sur  son  égal  QD,  et 
ainsi  les  deux  triangles  seront  confondus  en  un  seul  : 
donc  iis  sont  égaux,  donc  Ea  surface  DQF  =  APC. 
Par  une  raison  semblable  la  surface  FQE  —  CPB,  et 
la  surface  DQE  =  APB  ;  donc  on  a  DQF  +  FQE  — 
DQE—APC  +  CPB  —  APB;  ou  DFE = ABC  ;  donc 
les  deux  triangles  symmé  triques  ABC,  DEF,  sont 
égaux  en  surface. 

Scholie.  Les  pôles  P  et  Q  pourraient  être  situés  au- 
dedans  des  triangles  ABC  ,  DEF  ;  alors  il  faudrait 
ajouter  les  trois  triangles  DQF,  FQE,  DQE,  pour 

(i)  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  puints   A ,  là,  C,  ou  qui 

est  ciiconsciit  an  U  iaiigle  AUC  ,  ne  peut  éuv  qu'un  petit  ecrcit 
de  la  sphère  ;  car ,  si  c'était  un  grand  cercle  ,  les  trois  côtés  Aiî. 
BG ,  AG ,  seraient  situés  dans  un  même  plau ,  et  le  triangle  ABC 

se  fi-f' i! Ji-iiit  î  un  rie  ses  côtés. 
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en  composer  le  triangle  DEF,  et  pareillement  ii  fau- 
drait ajouter  les  trois  triangles  APC,  CPB,APB,  pour 
en  composer  le  triangle  ABC;  d'ailleurs  la  démonstra- 
tion et  la  conclusion  seraient  toujours  les  mêmes. 

PROPOSITION    XXII. 


Si  deux  grands  cercles  AOB ,  COD ,  se  coupent  «g.  s38, 
comme  on  voudra  dans  l'hémisplùtre  AOCB'D, 
la  somme  des  triangles  opposés  AOC,  BOD,  sera 
égale  au  fuseau  dont  l'angle  est  BOD. 

Car,  en  prolongeant  les  arcs  OB,  OD,  dans  l'autre 
hémisphère  jusqu'à  leur  rencontre  en  N,  OBN  sera 
une  demi-circonférence ,  ainsi  que  AOB  ;  retranchant 
de  part  et  d'autre  OB,  on  aura  BN:=AG.  Par  une 
raison  semblable  on  a  DN  =  CO ,  et  BD  =  AC  ;  donc 
les  deux  triangles  AOC,  BON",  ont  les  trois  côté*  égaux 
d'ailleurs  leur  position  esi  telle  qu'ils  sont  symmétri- 
cjues  l'un  de  l'autre;  donc  ils  sont  égaux  en  surface  "  *  9t- 
et  la  somme  des  triangles  AOC,  BOD,  est  équivalente 
au  fuseau  OBNDO  dont  l'angle  est  BOD. 

Scholia.  Il  est  clair  aussi  que  les  deux  pyramides 
spliéïiques  qui  ont  pour  bases  les  triangles  AOC, 
BOD,  prises  ensemble,  équivalent  à  l'onglet  sphé- 
rique  dont  l'angle  est  BOD. 

PROPOSITION    XXI  II. 


ha  surface  d'an  triangle,  sph.cri.qae  quelconque 
a  pour  mesure  l'excès  de  la  somme  de  ses  trois 
angles  sur  deux  angles  droits. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé;  prolonge?,  ses  côtés    fig.a 
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jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  le  grand  cercle  DEFG, 
mené  comme  on  voudra  hors  du  triangle.  En  vertu  du 
théorème  précédent ,  les  deux  triangles  ADE ,  AGH , 
pris  ensemble,  équivalent  au  fuseau  dont  l'angle  est 
A ,  et  qui  a  pour  mesure  aA*  :  ainsi  on  aura  ADE  -f- 
AGH  =  aA;  par  une  raison  semblable  BGF+BID 
—  aB,  CIH  +  CEE  —  aC.  Mais  la  somme  de  ces  sis 
triangles  excède  la  demi-sphère  de  deux  t'ois  le  tri- 
angle ABC,  d'ailleurs  la  demi-sphère  est  reprijscni.ee 
par  4  ;  donc  le  double  du  triangle  ABC  est  égal  à  2A 
-+-2B+2C  —  4*  et  par  conséquent  ABC  —  A -f-  B 
4-C — 2;  donc  tout  triangle  sphérique  a  pour  mesure 
la  somme  de  ses  angles  moins  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  Autant  il  y  aura  d'angles  droits  dans 
cette  mesure,  autant  le  triangle  proposé  contiendra 
de  triangles  tri-rectangles  ou  de  huitièmes  de  sphère 
,  qui  sont  l'unité  de  surface*.  Par  exemple,  si  les  angles 
sont  égaux  chacun  aux  \  d'un  angle  droit,  alors  les 
trois  angles  vaudront  4  angles  droits,  et  le  triangle 
proposé  sera  représenté  par  4  —  2  ou  2;  donc  il  sera 
égal  à  deux  triangles  tri-rectangles  ou  au  quart  de  la 
surface  de  la  sphère. 

Corollaire  II.  Le  triangle  sphciîque  ABC  est  équi- 
valent au  fuseau  dont  l'angle  est 1  ;  de 

même  la  pyramide  sphérîque  ,  dont  la  base  est 
ABC,  équivaut  à  l'onglet  sphérique  dont  l'angle  est 
A+B+C         i 

Scholie.  En  même  temps  qu'on  compare  le  triangle 
•|.iiMi<|n  ■■  A  HC    m  iMiii^N    in  - 1.  ■  riu.h  .  I.>  i-;.  ■••■ 

mille  sphérique  qui  a  pour  base  ABC  se  compare  avec 
la  pyramide  tri-rectangle,  et  il  en  résulte  la  même 
proportion.  L'angle  solide  au  sommet  de  la  pyramide 
se  compare  de  même  avec  l'angle  solide  au  sommet 
de  la  pyramide  tri -rectangle  :  en  effet  la  comparai" 
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son  s'établît  par  la  coïncidence  des  parties.  Or,  si 
les  bases  des  pyramides  coïncident:,  il  est  évident  que 
les  pyramide-;  elles-mêmes  coïncideront,  ainsi  que 
ies  impies  solides  à  leur  sommet.  De  là  résultent  plu- 
sieurs conséquences. 

i°  Deux  pyramides  triangulaires  sphériques  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases  ;  et ,  puisqu'une  pyra- 
mide polygonale  peut  se  partager  en  plusieurs  pyra- 
mides triangulaires,  il  s'ensuit  que   deux  pyramides 

.plim.ju.      .(II.  | pK?    *  'l"     -i'l'-     ('11--!    •■' *    If* 

polygones  qui  leur  servent  de  bases. 

2°  Les  angles  solides  au  sommet  des  mêmes  pyra- 
mides sont  également  dans  la  proportion  des  bases; 
donc,  pour  comparer  deux  angles  solides  quelcon- 
ques ,  il  faut  placer  leurs  sommets  au  centre  de  deux 
splières  égides,  et.  >:&  impies  solides  seront  entre  eux 
comme  les  polygones  sphériques  interceptés  entre 
leurs  plans  ou  faces. 

L'angle  au  sommet  de  la  pyramide  tri-rectangle  est 
formé  par  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  :  cet 
angle,  qu'on  peut  appeler  angle  solide  droit,  est  très- 
propre  à  servir  d'unité  de  mesure  aux  autres  angles 
solides.  Cela  posé,  le  même  nombre  qui  donne  l'aire 
d'un  polyijone  ::phériqiie  donnera  h  mesure  de  l';ui!;'!i; 
solide  correspondant.  Par  exemple,  si  l'aire  du  poly- 
gone sphéi'ique  est  jj-,  c'est-à-dire,  s'il  est  les  y  du 
triangle  tri-rectangle,  l'angle  solide  correspondant 
sera  aussi  les  |  de  l'angle  solide  droit. 

PROPOSITION    XXIV. 


La  sur/ace  d'un  polygone  sphéiique  a  pour 
mesure  la  somme  de  ses  angles,  moins  le  pro- 
iS 
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/i«/î  ^  <2e«#  angles  droits  par  le  nombre  des 
cotés  du  polygone  moins  deux. 
iig.  a^o.  D'un  même  sommet  A  soient  menées  à  tous  .les 
autres  sommets  les  diagonales  AC ,  AD;  le  polygone 
ABGDE  sera  partagé  en  autant  fie  triangles  moins 
deux  qu'il  a  de  côtés.  Mais  la  surface  de  chaque  tri- 
angle a  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  moins 
deux  angles  droits ,  et  il  est  clair  que  la  somme  de  tous 
les  angles  des  triangles  est  égale  à  la  somme  des  angles 
du  polygone  ;  donc  la  surface  du  polygone  est  égale  à 
la  somme  de  ses  angles  diminuée  d'autant  de  fois  deux 
angles  droits  qu'il  a  de  côtés  moins  deux. 

Scholie.  Soit  s  la  somme  des  angles  d'un  polygone 
spliérique ,  n  le  nombre  de  ses  côtés;  l'angle  droit 
étant  supposé  l'unité ,  la  surface  du  polygone  aura 
pour  mesure  s — a  (« — 2)  ou  s—  an+4- 

PROPOSITION  XXV. 


Soit  S  le  nombre  des  angle..!  solides  d'un  polyèdre ,  il  le 
nombre  de  ses  faces ,  Aie  nombre  de  ses  anfles  ;/<-  dis  qu'on 
aura  toujours  S  +  H  —  A+  2. 

Prenez  au-dedans  du  polyèdre  un  point  d'où  vous  mène- 
rez des  lignes  droites  aux  sommets  de  tous  ses  angles  ;  ima- 
girii>z  cTisiiii.f:  que  du  même  point  comme  centre  on  décrive 
uue  surface  spliérique  qui  soit  rencontrée  par  toutes  ces 
lignes  en  autant  de  points  ;  joignez  ces  points  par  des  arcs 
de  grands  cercles  ,  de  manière  à  former  sur  la  surface  de  la 
sphère  des  polygones  correspondants  et  en  même  nombre 
avec  les  faces  du  polyèdre.  Soit  ABCDE  un  de  ces  polygones 
lig.  Ho.  et  soit  raie  nombre  de  ses  côtés  ;  sa  surface  sera  s  —  an  +  4, 
s  étant  la  somme  des  angles  A,  B,  C  ,  D  ,  E.  Si  on  évalue 
iomlj laidement  la  surface  de  chacun  des  autres  polygones 
sphériqties  ,  et  qu'on  les  ajoute  toutes  ensemble ,  on  en  con- 
clu ra  queieur  somme,  ou  la  surface  de  la  sphère  rcpiTsciuik 
par  8,  est  égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  polygones 
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moins  deux  fois  Je  nombre  de  leurs  côtes ,  plus  4  pris  :iutimi 
de  fois  qu'il  y  a  de  faces.  Or ,  comme  tous  les  angles  qti' 
s'ajustent  autour  d'un  même  point  A  valent  quatre  angle* 
droits  ,  (a  somme  de  tous  les  angles  des  polygones  est  é^ale 
à  4  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'angles  solides;  elle  est 
donc,  l'^le:  à  ,'|S.  Knsuiteie  double  du  nombre  des  côtés  AB  , 
BC  ,  CD  ,  etc.  est  égal  an  quadruple  du  nombre  des  arêtes 
oll—  ftA,  puisqsic  lu  même  arèle  sert  de  coté  à  deux  fa  eus  : 
donc  on  aura  8~4S  —  4A  +  4H;  00,  en  prenant  lequart 
dechaque  membre,  3=lS —  A-+-H;  doue  S+H  =  A+. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  somme  des  angles  plans 
qui  Sonnent  les  angles  solides  d'un  polyèdre  est  égale  à  au- 
tant de  fois  quatre  angles  droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  S  —  ai 
S  étant  le  nombre  des  angles  solides  du  polyèdre. 

Car,  si  on  considère  une  face  dont  le  nombre  de  côtés 
est  n  ,  la  somme  des  angles  de  celte  face  sera  t.n — 4  angles 
droits*.  Mais  la  somme  de  tous  les  in ,  ou  le  double  du  nom- 
bre des  côtés  de  toutes  les  faces,  =  4A,  et  4  pris  autant  de 
fois  qu'il  y  a  de  faces  =  4H;  done  la  somme  des  angles  de 
toutes  les  faces  =  4 A—  4**-  Or,  par  le  théorème  qu'on  vient 
de  démontrer,  on  aA — H:=S  —  a,  et  par  conséquent  4A 
—  4H  =  4  (S  —  ■>■)-  Donc  la  somme  îles  angles  plans ,  etc. 

PROPOSITION   XXVI. 


De   tous  les  lrinngh:s  .'ip'iriiqves  formés  avec,  deu.r  côtés     . 
donnés  CB  ,  CA  ,  et  un  troisième  à  volonté ,  le  plus  grand 
ABC  est  celui  dans  lequel  l'angle  G  ,  compris  par  les  côté 
donnés,  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles  A  et  B. 

Prolongez  les  deux  cotés  AC,  AB.  jusqu'à  leur  rencontre 
en  D  ,  \ous  aurez  un  triangle  sphérique  BCD  ,  dans  lequel 
|':i.!i^]e  DUC  sera  aussi  égal  à  la  somme  des  deux  autres 
angles  BDC, BCD  :  car  BCD  -H  BCA  étant  égal  à  deui 
angles  droits,  ainsi  que  CBA  +  CBD  ,  on  a  BCD  +  BCA  — 
CBA+CBD;  ajoutant  de  part  et  d'autre  BDC  — BAC,  on 
aura  BCD +BCA+BDC  =  CBA+CBD  +  BAC.  Or,  par 
hypothèse,  BCA=CBA+BAC;  donc  CBD=BCD+BDC. 
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Menez  BI  qui  fasse  l'angle  CEI  ^=  BCD ,  et  par  suite  IBD 
zi  BDC  ;les  deux  triangles  IBC ,  IBD ,  seront  isoscèles  ,  et  on 
auraIC:=:IB  =  ID.  Donc  le  point  I,  milieu  de  DC,  est  à 
égale  distance  des  trois  points  B  ,  C  ,  D  :  par  une  raison  sem- 
blable le  point  0,  milieu  de  AB ,  sera  également  distant 
des  trois  points  A  ,  B  ,  C. 

Soit  maintenant  CA'  =  CA  et  l'angle  BC  Ar  >  BCA  ;  si  l'on 
joint  A'B,  et  qu'on  prolonge  les  arcs  A'G ,  A'B,  jusqu'à 
leur  rencontre  en  D',  l'are  D'CA'  sera  iiiiedeiiii-eii'cuiiféreiiec 
ainsi  que  DCA;  donc  puisqu'on  a.CA'z=CA,  on  aura  aussi 
CU'=  CD.  Mais  dans  le  triangle  CID',  on  a  Cl+ID'  >CD'; 
doncID'>CD  —  CI,  ouID'>ID. 

Dans  le  triangle  isoscèle  CIB  divisons  l'angle  du  sommet  I 
en  deux  également  par  l'arc  E1F  qui  sera  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  BC.  Si  on  prend  un  point  L  entre  I  et  E,  la 
distance  BL ,  égale  à  LC ,  sera  moindre  que  BI  ;  car  on  peut 
démontrer,  comme  dans  la  prop.  ix,  liv.  i,  qu'on  a  BL-f- 
LC<BI-1-IC;  (loue  en  prenantics  moitiés  départ  et  d'autre, 
on  aura  BL  <  BI.  Mais  dans  le  triangle  D'LC  on  a  D'L  >  D'C 
—  CL ,  et  à  plus  forte  raison  D'L  >  DC— CI ,  ou  D'L  >  DI , 
OuD'L>BI;  donc  D'L  >BL.  Donc  si  on  cherche  sur  l'arc 
EIF  un  point  également  distant,  des  trois  points  E,  C,  D', 
ce  point  ne  saurait  se  trouver  que  sur  le  prolongement  de 
El  vers  F.  Soit  l' le  point  cherche  ,  en  sorte  qu'on  ait  D'  I' 
~BI'=CI'  ;  les  triangles  l'CB ,  l'CD',  l'BD',  étant  isoscèles, 
on  aura  les  angles  égaux  I'BC  =  I'CB  ,  I'BD'=zI'D'B  ,  l'CD, 
—I'D'C.  Mais  les  angles  D'BC+CBA'  valent  deux  angles 
droits  ,  ainsi  que  D'CR  +  BCA'  ;  donc 

D'BI'-l-  I'BC  +  CBA'—  a , 
BCI'— I'CD'-f-  BCA'=  a. 
Ajoutant  les  deux  sommes  et  observant  qu'on  a  I'BC— BCIf 
et  D'BI'— I'CD'=  BDT— I'D'C  =;  CD'B  —  CA'B ,  on  aura 

arBC  +  CA'B  +  CBA'+BCA'=4. 
Donc  CA'B-+-CBA'-f-BCA'— a  (mesure  de  l'aire  du  trian- 
gle A'BC)  —  a  —  al'BC ;  de  sorte  qu'on  a  aire  A'BC  =  a  — 
a  anglel'BC;  scmblablemenl  dans  le  triangle  ABC,  on  au- 
rait aire  ABC  —  a  —  a  angle  IBC.  Or ,  on  a  démontré  que 
l'angle  I'BC  est  plus  grand  que  IBC  ;  donc  l'aire  A'BC  est 
plus  petite  que  ABC. 
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La  même  démonstration  et  la  même  conclusion  auraient  "S-  a?3. 
jieu,  si,  en  prenant  toujours  l'arc  CA':=:CA,  on  faisait 
l'angle  BCA'  <  BCA  ;  donc  ABC  est  le  triangle  le  plus  grand 
entre  tous  ceux  qui  ont  deux  côtés  donnés  et  le  troisième  à 
volonté. 

Sckolie  I.  Le  triangle  ABC ,  le  plus  grand  entre  tous  ceux  fig.  m. 
qui  on!  deux  côtés  donnés  CA,  CB,  peut  être  inscrit  dans 
un  demi-cercle  dont  la  corde  du  troisième  côté  AB  sera  le 
diamètre  ;  car  O  étant  le  milieu  de  AB ,  on  a  vu  que  les  dis- 
tances OC,  OB,  sont  égales;  donc  la  circonférence  de  petit 
cercle  décrite  du  point  O  comme  pôle  et  de  l'intervalle  OB 
passera  par  les  trois  points  A,  B,  C.  De  plus  la  ligne  droite 
BA  est  un  diamètre  de  te  petit  cercle;  par  le  centre  qui  doit 
se  trouver  à  la  ibis  rlitns  le  plan  du  petit  cercle  et  dans  le 
plan  de  l'arc  de  grand  cercle"  BOA  ,   se  trouvera  néeessai-  , 
rement  dans  l'intersection  de  ces  deux  plans  qui  est  la  droite    cor,  ^ 
BA,  et  ainsi  HA  sera  un  diamètre. 

IL  Dans  le  triangle  ABC ,  l'angle  C  étant  égal  à  la  somme 
des  deux  autres  A.  et  B,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  trois 
angles  est  douille  de  l'angle  C.  Mais  celte  somme  est   tou- 
jours plus  grande  que  deux  angles  droits  *  ;  donc  l'angle  C      '  ig, 
1:3 1:  plus  grand  qu'un  droit. 

III.  Si  l'on  prolonge  les  côtés  CB ,  CA ,  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  E,Ie  triangle  BAE  sera  égal  au  quart  de  la  surface 
de  la  sphère.  Car  l'angle  E=C= ABC+CAB;  donc  les 
'rois  angles  du  triangle  TVA.E  équivalent  aux  quatre  ABC' 
ABE,  CAB,  BAE,  dont  la  somme  est  égaie  à  quatre  angles 
droits;  donc  la  surface  du  triangle  BAE*  =  4 — 2  —  2,  •  34. 
qui  est  le  quart  de  la  surface  de  la  sphère. 

IV.  Il  n'y  aurai  t  pas  lieu  à  maximum ,  si  la  somme  des  deux 
côtés  donnés  CA  ,  CB,  était  égale  ou  plus  grande  que  la 
demi  circonférence  d'un  grand  cereie.  Car  puisque  le  trian- 
gle ABC  doit  être  inscrit  dans  un  demi-cercle  de  la  sphère , 
la  somme  des  deux  côtés  CA,  CB  ,  sera  moindre  que  la 
demi-circonférence  BCA" ,  et  par  conséquent  moindre  que  la  •  3„ 
demi-circonférence  d'un  grand  cercle. 

La  raison  pourquoi  il  n'y  a  pas  de  maximum,  lorsque  la 

somme  des  deux  côtés  donnés  est  plus  grande  que  la  demi- 

(oiIùum'  à'vjt  £i.r]  d  ujflf,  i't>.\  qu'alorsle  triangle 
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augmente  de  plus  en  plus  à  mesure  que  l'angle  compris  par 

1rs  côtes  donnés  est  plus  grand  ;  enfin  ,  lorsque  col  angle  sera 
égal  à  deux  droits,  les  trois  cotés  stron!  dans  un  même 
plan,  et  formeront  «ne  circonférence  entière;  le  triangle 
spliériqur  deviendra  donc  égal  à  la  demi  ■■  sphère ,  mais  U 
cessera  alors  d'être  triangle. 

PROPOSITION  XXVII. 

THÉOKÊME. 

De  tous  les  triangles  sphéiïqiies  formes  avec  un  côté  donne 
et  un  périmètre  donné ,  le  plus  grand  est  celui  dans  laquai 
les  deux  côtés  non  déterminés  sont  égaux. 

Soit  AB  le  côté  donné  commun  aux  deux  triangles  ACB  , 
ADB,  et  soit  AC+CB  =  AD  +  DB;  je  dis  quele  triangle 
îsoscèle  ACB  ,  dans  lequel  AC_— Cli ,  est  plus  grand  que  le 
non-isoscèle  ADB. 

Car  ces  triangles  a  saut  l,i  part  Ls  commune  AOB  ,  il  suffit 
de  faire  voir  que  le  triangle  BOD  est  plus  petit  que  AOC. 
L'angle  CBA  égal  à  CAB  est  plus  grand  que  OAB ;  ainsi 
■  le  côté  AO  est  plus  grand  que  Oïl*  ;  prenez  QI=;OB,  faites 
OK=  OD ,  et  joignez  Kl  ;  le  triangle  OKI  sera  égal  à  DOS*. 
Si  on  nie  maintenant  que  le  triangle  DOB  ou  son  égal  KOI 
soit  plus  petit  que  OAC  ,  il  faudra  qu'il  soit  égal  ou  plus 
i^rand  ;  dans  l'un  et  l'autre  cas  ,  puisque  le  point  I  est  entre 
les  points  A  et  O  ,  il  faudra  que  le  point  K  soit  sur  OC  pro- 
longé ,  sans  quoi  le  triangle  OKI  serait  contenu  dans  le 
triangle  CAO  ,  et  par  conséquent  plus  petit.  Cela  posé  ,  le 
plus  court  chemin  de  C  en  A  étant  CA  ,  on  a  CK.  +  KI  + 
IA>CA.MaisCK  =  OD  —  CO,AI:=AO  —  OB,KI= BD; 
doncOD— CO+AO— OB+BD>CA,  et  en  réduisant  AD 
— CB+BD>CA,  ou  AD  +  BD>AC-4-CB.  Or  cette  iné- 
galité est  contraire  à  l'hypothèse  AD+BD^AC  +  CB, 
donc  le  point  K  ne  peut  tomber  sur  le  prolongement  de  OC; 
donc  il  tombe  entre  O  et  C,  et  par  conséquent  le  triangle 
KOI  ,  ou  son  égal  ODB  ,  est  plus  petit  que  ACO  donc  k 
triangle  isoserle  A  Ci!  est  pins  grand  que  le  non-isoscèle  A!  M! 
de  même  hase  et  de  incmc  périmètre. 

Scholie.  Ces  deux  dernières  propositions  sont  analogue- 
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ans  proposition.-;  ;  -ai,  ni  do  l'appendice  au  liv.  iv  ;  ainsi  ou 
petit  on  tirer,  par  rapport  ntis.  polygones  f.pliéi'iques  ,  les 
!':oii;irrf!iii:iicfïS  qui    oi;f.  lion   pour  les  polygones  ^"oliH^ij.r.", 

Voilà  les  principales  - 

\"  J)e  tous  les  jinlygom-s  .w/l/értqt.'cs  hojirrimètres  l'I  d'un 
mente  nombre  de  côtés  ,  le  plus  grand  est  un  polygone  èqur 
latéral. 

Même  dOmonsts/nilon  <\:-.<;  pour  la  prop.  ÎI  de  l'appendice 
an  livre  IV. 

■i"  De  tous  les  pnlyiitin, •:<  snhé-riques  formés  avec  des  côtés 
dormes  et  un  dernier  a  sotonlé  ,  le  plus  grand  est  celui  qu'oit 
peut  inscrire,  dans  un  deinl-ei-rcle  d.oni  ta  carde  du  cale'  non 
déterminé  sera  le.  diamètre. 

La  démons  Ira  do  ri  se  déduit  de  k.  prop.  XXVI!,  comme 
on  l'a  vu  daus  la  prop.  IV  de  l'appendice  cite;  il  faut  puur 
l'existence  du  maximum  ,  que  la  somme  des  cotés  donnes 
suit  moindre  que  la  demi-cirrord'éreiire  d'un  grand  cercle. 

3°  Le  plus  grand  des  polrgùriss  ypnèritiucs  formés  avec 
des  côtés  donnés  s  en  relui  qu'on  peut  inscrire  dans  un  cercle 
de  la  sphère. 

Même  démonstration  que  pour  la  prop.  Vide  l'appendice 
au  livre  IV. 

4°  Le  plus  grand,  des  polygones  iphértque.S  qui  ont  le 
même,  périmètre  et  le  même,  nombre,  de  côtés  ,  est  celui  qui 
a  ses  angles  égau.r.  cl  ses  côtés  égaux. 

C'est  ce  qui  résulte  des  corollaires  i  et  3  qui  précèdent. 

Nota.    Toutes  les  propositions  de  ma.v.iii. 
les   polygones  sphériques  s'appliquent  aux  angles 
dont  ces  polygones  sont  la  mesure. 
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APPENDICE  AUX  LIVRES  VI  et  Vil. 

LES    POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


PROPOSITION  PREMIERE. 


Il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  rr:»-/;l.t,-r.<. 

Car  on  a  défini  palyàtlitrs  reguttarx  ceux  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  é;;mri ,  et  dont  tous  les 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  conditions  ne  peu- 
vent avoir  lieu  que  dans  va  petit  nombre  de  cas. 

i°  Si  les  faces  sont  des  ii'ianïjles  éqir  (latéraux,  on  peut 
former  chaque  angle  solide  du  polyèdre  avec  trois  angles 
de  i:es  triangles  ,00  avecqi.i.'itre,  ou  avec  cinq  :  delà  Glissent, 
trois  corps  réguliers,  qui  sont  le  tétraèdre,  l'octaèdre,  et 
l'icosaèdre.  On  n'en  peut  pas  forme;'  no  plus  grand  nombre 
avec  des  triangles  équiliiiéi^nx  ,  tnr  sis-  algies  de  ces  tri- 
angles  valent  quatre  angles  droits,  et  ne  peuvent  former 
d'angle  solide*. 

a°  Si  les  faces  sont  des  quarrés  ,  on  peut  assembler  leurs 
angles  trois  à  trois;  et  de  là  résulte  l'hexaèdre  ou  eube. 

Quatre  angles  de  quarrés  valent  quatre  angles  droits ,  et 
ne  petivent  former  d'angle  solide. 

3"  Enfin  ,  si  les  faces  sont  des  pentagones  réguliers  ,  on 
pourra  encore  assembler  leurs  angles  trois  à  Irais,  et  il  en 
résultera  le  dodécaèdre  régulier. 

On  ne  peut  aller  plus  loin  ;  car  trois  angles  d'hexagones 
réguliers  valent  vatre  angles  droits  ,  et  trois  d'heptat; on ■.:■; 
encore  pi™. 

Donc  il  ne  pe^it  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers  , 
trois  formés  avei  des  triangle.1;  éijuilutéraux. ,  un  avec  des 
quarrés  ,  et  un  a\e    des  pentagones. 

Sr.haUe.  On  va  pr  nvev  dans  la  proposition  suivante  que 
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CCS  cinq  polyèdres  existent  réellement,  et  qu'on  peut  eu 
déterminer  toutes  les  dimensions  lorsqu'on  connaît  une  de 
leurs  faces. 

PROPOSITION    II. 

PROBLÈME. 

Etant  donnée  l'une  des  faa-s  d'un  polyèdre  régulier,  ou 
seulement  ion  t;ôlè ,  construire  te  polyèdre. 

Ce  problême  en  présente  cinq  qui  -vont  être  résolus  suc- 
cessivement. 

Construction  du  ti-lraèdre. 

Soit  ABC  le  triangle  équilaléral  nui  doit  être  une  des  faces    fîg.  itf. 
du  tétraèdre  ;  au  point  O ,  centre  de  ce  triangle,  élevez  OS 
■pcqiciiiiir.nlnii-o  au  fila n  A'i'.C;  terminez  celle  perpendiculaire 
au  point  S,  de  sorte  que  AS  —  AB;  joignez  SB,  SC,  et  la 
pyramide  SAliC  scia  ïe  tétraèdre  requis. 

Car,  à  cause  des  distances  «gaies  OA,  OB  ,  OC  ,  les  obli- 
ques SA,  SB  ,  SC  ,  s'ct-iitH'ii!  ;':;;ileiiK:m  de  la   perpeiidicu- 

laire  SO  et  sont  égales.  L'une  d'elles  SA  =  AB  ;  donc  les 

quatre  (aces  de  la  pyramide  SAUC  sfm:  des  triangles  égaux 
au  triangle  donné  A  I!C.  JVailleurs  les  angles  solides  de  celte 
pyramide  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu'ils  sont  formés  cha- 
cun avec  trois  a^^es  pian-..  éi.;;i  r.r.x  ;  durit  celte  pyramide  est 
un  tétraèdre  régulier. 

Construction  de  l'hexaèdre. 

Soit  ABCD  un  quarré  donné  :  sur  la  base  AUCD  construi-  Ëg-  =44. 
sez  un  prisme  droit  dont  la  lianl.ei.ir  AK  soit  égale  au  côté 
AB.  Il  est  clair  que  les  faces  de  ce  prisme  sont  des  quarrés 
égaux,  et  que  ses  angles  solides  sont  égaux  entre  eux  comme 
étant  formés  chacun  avec  trois  angles  droits  ;  donc  ce  prisme 
est  un  hexaèdre  régulier  ou  cube. 

Construction  de  l'octaèdre. 

Soit  AMB  un  triangle  équilatéral  donné  :  sur  le  côté  AB   H  »45- 
décrivez  le  quarté  ABCD  ;  au  point  O ,  centre  de  ce  quarré, 
élevez  sur  son  plan  la  perpendiculaire  TS  ,  terminée  de  part 
et  d'autre  en  T  et  S,  de  manière  que  OT  =  OS^AO; 
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joigi.cz  ensuite  SA,  SB,  TA,  etc. ,  vous  aurez  un  solide 
SABCDT  ,  composé  de  deux  pyramides  quadranguLiircs 
SABCD,  T  ABCD,  adossées  par  leur  base  commune  ABCD  , 
ce  solide  scia  l'octaèdre  régulier  demandé. 

En  effet,  le  triangle  AOS  est  rectangle  en  0,  ainsi  que  le 
triangle  AOD  ;  les  cotés  AO  ,  OS  ,  OD ,  sont  égaux  ;  donc 
ces  triangles  sont  égaux,  di>r;c  AS  ~.  AD.  On  démontrera 
de  même  que  tous  les  autres  triangles  rectangles  AOT,  BOS , 
COT,  etc.  ,  sont  égaux  au  triangle  AOD;  donc  tous  les 
cotés  AB,  AS,  AT,  etc.  sont  égaux  entre  eux,  et  par  con- 
séquent le  solide  SABCDT  est  compris  sous  huit  triangles 
égain  aa  triangle  cquiiaiéral  donné  A BEI.  Je  dis  de  plus  que 
le;;  angles  solides  du  polyèdre  so.nl  égan*  entre  eux:  par 
exemple,    l'angle  S  est  égal  ù.  l'angle  I!. 

Car  il  est  visible  que  le  triangle  SAC  est  égal  au  triangle 
DAC  ,  et  qu'ainsi  l'angle  ASC  est  droit  ;  donc  la  figure 
SATC  est  un  quarré  égal  an  quarré  ABCD.  Mais  si  on  com- 
pare la  pyramide  BASCT  à  la  pyramide  SABCD  ,  la  base 
ASOT  de  la  première  peut  se  placer  sur  la  base  ABCD  de  la 
second";  alors  ie  point  O  étant  un  centre  commun,  la  hau- 
teur OU  de  l.i  première  coïncidera  avec  la  hauteur  OS  de  la 
seconde,  et.  les  deux  pyramides  s-c  confondront  en  une  seule; 
donc  l'angle  solide  S  est  égal  à  l'angie  solide  ij  ;  donc  le  so- 
pde  SABCDT  est  un  octaèdre  régulier. 

Scholiv.  Si  trois  droites  égales ,  AC  ,  8D  ,  ST,  sont  per- 
pendiculaire, filtre  elles  et  .se  eosipent.  dans  leur  milieu  .les 
extrémités  de  ces  droites  seront  les  sommets  d'un  octaèdre 
régulier. 

Construction  du  dodécaèdre. 
e  a,6i  Soit  AECDE  un  pentagone  régulier  donné  ;  soient  ABP  , 
'  CBP  ,  deuxangles  plans  égaux  à  l'angle  ABC  :  avec  ces  angles 
pians  formez  l'angle  solide  B,  et  déterminez  par  la  propo- 
sition xxiv,  livre  v,  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  de  ces 
plans  ,  inclinaison  que  j'appelle  K.  Formez  semhialîkmeul 
aux  points  C,  D,  E,  A,  des  angles  solides  égaux  à  l'angle 
solide  B,  et  situés  de  la  même  manière  :  le  plan  CBP  sera  le 
même  avec  le  pian  BCG  ,  puisqu'ils  sont  inclinés  l'un  et 
l'autre  de  la  même  quantité  K  sur  le  pian  ABCD.  On  peut 
donc  dans  le  plan  PBCG  décrire  le  pentagone  BCGFP  égal 
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au  pentagone  ABCDE.  Si  on  fait  dé  même  dans  chacun  des 
autres  pians  CDI ,  DEL ,  etc. ,  on  aura  une  surface  convexe 
PFGH,  etc.  composée  de  si*  pentagones  réguliers  égaux  et 
inclinés  chacun  sur  son  adjacent  de  la  même  quantité  lv. 
Soit  pfgh  ,  etc.  une  seconde  surface  égale  à  PFGH ,  etc. ,  je 
dis  que  ces  deux  surfaces  peuvent  être  réunies  de  manière  à 
ne  former  qu'une  seule  surface  convexe  continue.  En  effet, 
''angle  opj ,  par  exemple,  peut  se  joindre  aux  deux  angles 
•OPB ,  BPF  ,  pour  faire  un  angle  solide  P  égal  à  l'angle  B  ;  et 
dans  cette  jonction  il  ne  sera  rien  changé  à  " inclinaison  des 
plans  BPF ,  BPO  ,  puisque  ceLte  inclinaison  est  telle  qu'il  le 
lau  t  pour  la  formation  del'angie  solide.  Mars  eu  même  temps 
que  l'angle  solide  P  se  forme,  le  côté  /)/ s'appliquera  sur  son 
égal  PF ,  et  au  point.  F  se  trouveront  réunis  trois  angles 
plans  PFG,  j>/f ,  efg ,  qui  formeront  un  angle  solide  égal  à 
chacun  des  angles  déjà  formés  ;  cette  jonction  se  fera  sans 
rien  changer  ni  a  l'état  de  l'angle  P ,  ni  à  celui  de  la  surface 
ti/gh,  etc.;  car  les  plans  PFG,  efp,  déjà  réunis  en  P,  oui 
entre  eux  l'inclinaison  convenable  R,  ainsi  que  les  plans 
'■fg<  <'fp-  Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit 
que  les  deux  surfaces  s'ajusteront  mutuellement  l'une  avec 
l'autre,  pour  ne  l'orme)'  qu'une  seule  surface  continue  et  ren- 
trante sur  elle-même  :  celte  surface  sera  celle  d'un  dodé- 
caèdre régulier  ,  puisqu'elle  esi  composée  de  douas  penta- 
gones réguliers  égaux  ,  et  que  tous  ses  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

Construction  de.  l'iconaèdre. 
Soit  ABC  une  de  ses  faces  ;  il  faut  d'abord  former  un  ' 
angle  solide  avec  cinq  plans  égaux  au  plan  AB  C  et  égale- 
ment inclinés  chacun  sur  son  adjacent.  Pour  cela  ,  sur  le 
eôtéB'C,  égala  BC,  faites  le  pentagone  régulier  B'C'ÎTTD'i 
au  centre  de  ce  pentagone  élevez  sur  son  plan  une  perpendi- 
culaire ,  que  vous  terminerez  eu  A'  de  manière  que  B'A':= 
B'C'i  joignez  A'C,  A'H'.ÀT,  À'D',  et  l'angle  solide  A', 
forme  par  les  cinq  plans  B'A'C,  C'A'H',  etc. ,  sera  l'angle 
solide  requis.  Car  les  obliques  A'B' ,  A'C  ,  etc.  sont  égales , 
et  l'une  d'elles  A'B'  est  égale  au  côté  WC;  donc  tous  les 
triangles  B'A'C,  C'A'H',  etc.  sont  égaux  entre  etix  et  an 
riangle  donné  ABC. 
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Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  plans  B'A'C ,  C'A'  H' ,  etc 
sont  également  inclinés  chacun  sur  son  adjacent  ;  car  le 
angles  solides  B',  C,  etc.  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu'il- 
sont  formés  chacun  avec  deux  angles  de  triangles  équîlaté- 
ra«x  et  un  de  pentagone  régulier.  Appelons  K  l'inclinaison 
des  ilcnx  plans  où  sont  les  angles  égaux,  inclinaison  qu'on 
peut  déterminer  par  la  proposition  xxiv,  liv.  v;  l'angle  R 
sera  en  même  temps  l'inclinaison  de  chacun  des  plans  qui 
composent  l'angle  solide  A'  sur  son  adjacent. 

Cela  posé,  si  on  fait  aux  points  A,  B,  C,  des  angles  solides 
égaux  chacun  à  l'angle  A'  on  aura  une  surface  convexe 
DEFG  ,  etc.  composée  de  dix  triangles  équil.'it.ci'aux  ,  dont 
chacun  sera  incliné  sur  son  adjacent  de  la  quanti  téK;  et  les 
angles  D,  E,  F,  etc.  de  son  contour  réuniront  alternative- 
ment trois  et  deux  angles  de  triangles  éqmlaléraux.  Imagi- 
nez une  seconde  surface  égale  à  la  surface  i>KTG,  etc.;  ces 
deux  surfaces  pourront  s'adapter  luiil.i.iclicmciil. ,  en  joignant 
chaque  angle  triple  de  l'une  à  un  angle  double  de  l'autre  ; 
et,  comme  les  plans  de  ces  angles  ont  déjà  entre  eux  l'incli- 
naison K  nécessaire  pour  former  un  angle  solide  quintuple 
égal  à  l'angle  A ,  il  ne  sera  rien  changé  dans  cette  jonction  à 
l'état  de  chaque  surface  en  particulier,  et.  1rs  deux,  ensemble 
formeront  une  seule  surface  continue,  composée  de  vingt 
triangles  équilaréraux.  Cette  surface  sera  celle  de  l'icosaèdrc 
régulier,  puisque  d'ailleurs  tous  les  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

PROPOSITION  III. 

PROBLÈME. 

Trouver  l'inclinaison  de.  dew.v  farta  adjuvantes  d'un  po- 
il ''lira  n-gulier. 

Cette  inclinaison  se  iléiluîi.  imnii'dhueinciit  de  la  construc- 
tion qui  vient  d'être  donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers  ;  à. 
quoi  il  faut  ajouter  la  proposition  xxiv ,  liv.  v,  par  laquelle 
étant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle 
solide  ,  on  détermine  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font 

Bans  le  tétraèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  de  trois 
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angles  de  triangles  éqrillaici-aux  :  il  faut  donc  chercher  par 
le  problème  cité  l'angle  que  deux  de  ces  plana  font  entre 
eux  ,  cet  angle  sera  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes 
du  tétraèdre. 

lliins  riiC'-ari-i'/f.  f.'ande  de  deoï  (;i ces  adjacentes  est  un    ) 
angle  droit. 

/Jrt«,f  Voc.tnèdre.  Formez  un  angle  solide  avec  deux  an-    1 
gles  de  triangles  équilaiéraux  et  un  angle  droit;  l'inclinai- 
son des  deux  plans  où  sont  les   angles  îles   triangles  sera 
celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'octaèdre. 

Dans  le  dodécaèdre.  Chaqne  angle  solide  est:  formé  avec 
trois  angles  de  pentagones  réguliers;  ainsi  l'inclinaison  des 
plans  de  deux  de  ces  angles  sera  celle  de  deux  faces  adja- 
centes du  dodécaèdre. 

Dans  l'ico-uèdre.  .Formez  un  ;uu:,ic  solide  avec  deux  an- 
gles de  triangles  équilatéraitx  cl  un  angle  de  pentagone  ré- 
gulier, l'inclinaison  des  deux  plans  où  sont  les  angles  des 
'eiangles  sera  celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'ieosacdrc. 

PROPOSITION  IV. 


Etant  donné  le  côté  d'un  polyèdre  régulier ,  trouver  le 
rayon  de  la  sphère  inscrite  et  celui  tic  la  sphère  circon- 
scrite au  polyèdre. 

Il  faut  d'abord  démontrer  que  tout  polyèdre  régulier  peut    *"*■ a*"' 
Être  inscrit  dans  la  sphère ,  et  qu'il  peut  lui  ci  te  circonscrit. 

Soit  AB  le  coté  commun  à  deux  faces  adjacentes  ;  soient 
Cet  E  les  centres  de  ces  deux  faces,  et  CD,  ED,  les  perpendi- 
culaire* abaissées  de  ces  centres  sur  le  coté  commun  AB, 
lesquelles  tomberont,  au  point  û,  milieu  de  ce  côté.  Les  deux 
perpendiculaires  CD  ,  DE ,  font  entre  elles  un  angle  connu , 
qui  est  égal  à  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes ,  exter- 
minée par  le  problème  précédent.  Or  si,  dans  le  plan  CDE, 
perpendiculaire  à  AB ,  on  mène  sur  CD  et  ED  les  perpendi- 
culaires indéfinies  CO  et  EO ,  qui  se  rencontrent  en  O ,  je 
dis  que  le  point  O  sera  le  centre  de  la  sphère  inscrite  et 
celui  de  la  sphère  circonscrite  ;  le  rayon  de  ia  première 
étant  OC,  et  celui  de  la  seconde  OA. 
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En  effet,  puisque  les  apothèmes  CD ,  DE ,  sont  égales,  et 

l'hypoténuse  DO  commune  ,  le  triangle  rectangle  CDO  est 

-   égal  an  triangle  rectangle  ODE  "   o(  la   perpendiculaire  GC 

est.  é<?ale  à  la  perpcniiiei'.lairc  Ol,.  Mais  A  lï  étant  perpendi- 

culaîre   an  plan  CDE  ,  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 

■  CDE*  ou  CDE  à  ABC  ;  d'ailleurs  CO  ,  dans  le  plan  CDE, 
es!   perpendiculaire  à  CD  ,  intersection,  commune  des  plans 

■  CDE  ,  ABC  ;  donc  CO  *  est  perpendiculaire  au  plan  ABC- 
Par  la  même  raison  EO  est  perpendiculaire  au  plan  ABE  ; 
donc  les  deux  perpendiculaires  CO  ,  KO  .  menées  aux  plans 
de  deux  faces  adjacentes  parles  centres  de  ces  faces,  se 
rencontrent  en  un  même  point  O  et  sont  égales.  Supposons 
maintenant  que  ABC  et  ABE  représentent  deux  autres  faces 
adjacentes  quelconques  ,  l'apothème  CD  restera  toujours  de 
la  même  grandeur  ,  ainsi  que  l'angle  CDO ,  moitié  de  CDE  ; 
donc  le  triangle  rectangle  CDO  et  son  côté  CO  seront  égaux 
pour  toutes  les  faces  du  polyèdre  ;  donc,  si  du  point  O 
comme  centre  et  du  rayon  OC  on  décrit  ur.e  sphère,  cette 
sphère  touchera  toutes  les  faces  du  polyèdre  dans  leurs 
centres  (car  les  plans  ABC  ,  ABE  ,  seront  perpendiculaires 
à  l'extrémité  d'un,  rayon),  et  la  sphère  sera  inscrite  dans  le 
polyèdre,  ou  le  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère. 

Joignez  OA,  OB  ;  à  cause  de  CA  —  CB ,  les  deux  obliques 
OA,  OB,  s'écarîanl  également  de  la  perpendiculaire,  seront 
égaies  ;  en  sera  de  mû  me  de  deux  autres  ligues  quelcon- 
ques menées  du  centre  O  aux  extrémités  d'un  màirui  côté; 
donc  toutes  ces  lignes  sont  égales  entre  elles;  donc  si  du 
point  O  comme  centre  et  du  rayon  OA  on  décrit  une  sur- 
face spîiéricjue  ,  celle  surface  passera  par  les  sommets  du 
fous  les  angles  solides  du  polyèdre,  et  la  sphère  sera  cir- 
conscrite au  polyèdre  ou  le  polyèdre  inscrit  dans  la  sphère. 

Ce!;i  posé  ,  la  solution  du  problème  proposé  n'a  plus  au- 
cune difficulté,  et  peut  s'effectuer  ainsi  : 
).  Étant  donné  le  côté  d'une  face  du  polyèdre  ,  décrivez 
cetle  face,  et  soit  Cl)  son  apothème.  Clierci'Cs  par  le  pro- 
blème précédent  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du 
polyèdre,  et  faites  l'angle  CDE  égal  à  cette  inclinaison. 
Prenez  DE  égale  à  CD  ,  mené;.  CO  et  EO  perpendiculaires 
à  CD  et   ED;  ces  deux  perpendiculaires  se  rencontreront 
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fin  urs  point  0,  et  00  sera  îe  rayon  de  la  sphère  inscrit 
dans  le  polyèdre. 

Sur  le  prolongement  de  DC  prenez  CA  égale  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  et  OA  sera 
le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  même  polyèdre. 

Car  les  triangles  rectangles  CDO ,  CAO,  de  la  fig.  a4g, 
rioiil.  égaux  aux  triangles  rit  aii'iin:  imm  dans  la  ligure  a-',,S  : 
ainsi,  tandis  que  CD  et  CA.  son!  les  rayons  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  à  une  face  da  polyèdre,  OC  et  OA  sont 
les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au  memepo- 
yèdre. 

Scholte.  On  peut  tirer  des  propositions  précédentes  plu. 

l"  Tout  polyèdre  régulier  peu!  .'■tic  partagé  en  autant  de 
pyrajuiiics  régidières  que  le  polyèdre  a  de  faces  :  le  sommet 
commun  de  ces  pyramides  scia  le  centre  du  polyèdre,  qui 
est  en  même  temps  celui  des  sphères  inscrileel  circonscrite, 

ï"  La  solidité  d'un  polyèdre  l'édifier  est  égale  à  sa  surface 
multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  splière  inscrite. 

V  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  nom  sont  deux  so. 
Ji.des  semblable;;,  et  leurs  dimensions,  homologues  sontpro- 
porfioiiii.ciies;  doue  les  rayons  des  sphères  inscrites  ou  cir« 
conscrit  es  sont  eul.ro.  eux  comme  .les  côtés  de  ces  polyèdres. 

4"  Si  on  inscrit  nn  polyèdre  répudier  dans  une  sphère, 
les  plans  menés  du  centre  le  long  des  différents  côtés  par- 
tageront la  surface  de  la  splière  en  autant  de  polygones 
phériques  égaux  et  semblables  que  le    polyèdre  a  de  faces 
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LIVRE   VIII. 

LES  TROIS  CORPS  RONDS. 


1.  On  appelle  cylindre  le  solide  produit  par  la  révo- 
lution d'un  rectangle  ABCD,  qu'on  imagine  tourner 
autour  du  côté  immobile  AB. 

Dans  ce  mouvement  les  côtés  AD,  BC,  restant 
toujours  perpendiculaires  à  AB,  décrivent  Ans  plans 
circulaires  égaux  DHP,  CGQ,  qu'on  appelle  les 
bases  du  cylindre,  et  le  coté  CD  en  décrit  la  surface 
convexe. 

La  ligne  immobile  AB  s'appelle  Vaxe  du.  cylindre. 

Toute  section  KLM,  faite  dans  le  cylindre  perpen- 
diculairement à  l'axe,  est  un  cercle  égal  à  chacune 
des  bases  :  car  pendant  que  le  rectangle  ABCD 
tourne  autour  de  AB,  la  ligne  IK. ,  perpendiculaire  à 
AB,  décrit  un  plan  circulaire  égal  à  la  base,  et  ce 
plan  n'est  autre  chose  que  la  section  faite  perpendi- 
culairement à  l'axe  au  point  J. 

Toute  section  PQG1I,  faite  suivant  l'axe,  est  un 
rectangle  double  du  rectangle  générateur  ABCD. 

IL  On  appelle  cane  le  solide  produit  par  la  révo- 
lution du  triangle  rectangle  SAB,  qu'on  imagine  tour- 
ner autour  du  côté  immobile  SA. 

Dans  ce  mouvement  le  côté  AB  décrit  un  plan  cir- 
culaire BDCE,  qu'on  appelle  la  base  dit  cône,  et  l'hy- 
poténuse SB  en  décrit  la  surface  convexe. 

Le  point  S  s'appelie  /:;  sommât  du  cône,  SA  l'axa 
ou  la  hauteur,  et  SB  le  côté  ou  V apothème. 

Toute  section  HKI'T,  faite  perpendiculairement  à 
l'axe,  est  un  cercle;  toute  section  SDE,  faite  sui- 
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vant  l'axe ,  est  un  triangle  isoscèle  double  du  triangle 
générateur  SAB. 

III.  Si  du  cône  SCDB  on  retranche,  par  une  sec- 
tion parallèle  à  la  base,  le  cône  SFKH,  le  solide  res- 
tant CBHF  s'appelle  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône. 

On  peut  supposer  qu'il  est  décrit  par  la  révolution 
du  trapèze  ABU  G ,  dont  les  angles  A  et  G  sont  droits , 
autour  du  côté  AG.  La  ligne  immobile  AG  s'appelle 
l'axe  on  la  hauteur  du  tronc ,  les  cercles  BDC,  HFK, 
en  sont  les  bases,  et  BII  en  est  le  côté. 

IV.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  semblables 
lorsque  leurs  axes  sont  entre  eux  comme  les  diamètres 
de  leurs  bases. 

V.  Si,  dans  le  cercle  ACD  qui  sert  de  base  à  un  f    ïSai 
cylindre,  on  inscrit  un  polygone  ABGDE,  et  que  sur 

la  base  ABGDE  on  élève  un  prisme  droit  égal  en 
hauteur  au  cylindre,  le  prisme  est  dit  inscrit  dans  le 
cylindre,  ou  le  cylindre  circonscrit  au  prisme. 

Il  est  clair  que  les  arêtes  AF,  BG,  CH,  etc.  du 
prisme,  étant  perpendiculaires  au  plan  delà  base, 
sont  comprises  dans  la  surface  convexe  du  cylindre; 
donc  le  prisme  et  le  cylindre  se  touchent  suivant  ces 
arêtes. 

VI.  Pareillement ,  si  ABCD  est  un  polygone  circon-         , 
scrit  à  la  base  d'un  cylindre,  et  que.  sur  la  base  ABCD 

on  construise  un  prisme  droit  égal  en  hauteur  au  cy- 
lindre, le  prisme  est  dit  circonscrit  au  cylindre,  ou  le 
cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 

Soient  M,  N,  etc.  les  points  de  contact  des  côtés 
AB,  BC,  etc.  et  soient  élevées  par  les  points  M,  N, 
etc.  les  perpendiculaires  MX,  ÏÏY,  etc.  au  plan  de  la 
base;  il  est  clair  que  ces  perpendiculaires  seront  à-la- 
l..|.  .1,111,  1 1  .-n  il.  i.>>  du  •  ylindic  ■  t  ■biKtclh-  >Jn  j-fi-inf 
circonscrit  ;  donc  elles  seront  leurs  lignes  de  contact. 

N.  B.  Lecylindi'e.Iecone,  et  la  sphère,  sont  les  trois  corps  ronds 
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Lemmes  préliminaires  sur  les  surfaces. 
1. 

Une  sur/ace  plane  OABCD  est  plus  petite  que, 
toute  autre  surface  PABCD  ,  terminée  au  même 
contour  ABCD. 

Cette  proposition  est  assez  évidente  pour  être  ran- 
gée au  nombre  des  axiomes;  car  on  pourrait  suppo- 
ser que  le  plan  est  parmi  Jes  surfaces  ce  que  la  ligne 
droite  est  parmi  les  lignes  :  la  ligne  droite  est  la  plus 
courte  entre  deux  points  donnés,  de  même  le  plan 
est  la  surface  la  plus  petite  entre  toutes  celles  qui  ont 
un  même  contour.  Cependant  comme  il  convient  de 
réduire  les  axiomes  au  plus  petit  nombre  possible , 
voici  un  raisonnement  qui  ne  laissera  aucun  doute 
sur  cette  proposition. 

Une  surface  étant  une  étendue  en  longueur  et  en 
largeur,  on  ne  peut  concevoir  qu'une  surface  soit 
plus  grande  qu'une  autre,  à  moins  que  les  dimensions 
de  la  première  n'excèdent  dans  quelques  sens  celles 
de  la  seconde;  et  s'il  arrive  que  les  dimensions  d'une 
surface  soient  en  tous  sens  plus  petites  que  les  dimen- 


3  autre  surface,  il  est  évident 


que  la  pre- 


mière surface  sera  la  plus  petite  des  deux.  Or,  dans 
quelque  sens  qu'on  fasse  passer  le  plan  BPD  ,  qui  cou- 
pera la  surface  plane  suivant  BD,  et  l'autre  surface 
suivant  BPD  ,  la  ligne  droite  BD  sera  toujours  plus 
petite  que  BPD  ;  donc  la  surface  plane  OABCD  est 
plus  petite  que  la  surface  environnante  PABCD. 
II. 
Toute  surface  convexe  OABCD  est  moindre 
qu'une  autre  surface  quelconque  qui  enveloppe- 
rait la  première  en  s' appuyant  sur  le  même  con- 
tour ABCD. 
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Nous  répéterons  ici  que  nous  entendons  par  sur- 
face convexe  une  surface  qui  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  ligne  droite  en  plus  de  deux:  points  :  et  ce- 
pendant il  est  possible  qu'une  ligne  droite  s'applique 
exactement  dans  un  certain  sens  sur  une  surface 
convexe;  on  en  voit  des  exemples  dans  les  surfaces 
du  cône  et  du  cylindre.  Nous  observerons  aussi  que 
la  dénomination  de  surface  convexe  n'est  pas  bornée 
aux  seules  surfaces  courbes  ;  elle  comprend  les  sur- 
faces potyèdndes  ou  composées  de  plusieurs  plans, 
et  aussi  les  surfaces  en  partie  courbes ,  en  partie  po- 
lyédrales. 

Cela  posé,  si  la  surface  OABCD  n'est  pas  plus 
petite  que  toutes  celles  qui  l'enveloppent,  soit  parmi 
celles-ci  PABCD  la  surface  la  plus  petite  qui  sera  au 
plus  égale  à  OABCD.  Par  un  point  quelconque  O . 
faites  passer  un  plan  qui  touche  la  surface  OABCD 
sans  la  couper  ;  ce  plan  rencontrera  la  surface  PABCD, 
et  la  partie  qu'il  en  retranchera  sera  plus  grande  que 
le  plan  terminé  à  la  même  surface*  :  donc,  en  con-  , 
servant  le  reste  de  la  surface  PABCD,  on  pourrait 
substituer  le  plan  à  la  partie  retranchée ,  et  on  aurait 
une  nouvelle  surface  qui  envelopperait  toujours  la  sur- 
face OABCD ,  et  qui  serait  plus  petite  que  PABCD, 

Mais  celle-ci  est  la  plus  petite  de  toutes  par  hypo- 
thèse; donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister,  donc 
la  surface  convexe  OABCD  est  plus  petite  que  toute 
autre  surface  qui  envelopperait  OABCD ,  et  qui  serait 
terminée  au  même  contour  ABCD. 

Scfiolie.  Par  un  raisonnement  entièrement  semblable 
on  prouvera, 

iù  Que,  si  une  surface  convexe  terminée  par  deux   ( 
contours  ABC,  DEF,  est  enveloppée  par  une  autre 
surface  quelconque  terminée  aux  mêmes  contours» 
lu  surface  enveloppée  sera  la  plus  petite  des  deux. 
16, 
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2°  Que ,  si  une  surface  convexe  AB  est  enveloppée 
de  toutes  parts  par  une  autre  surface  MN ,  soit  qu'elles 
aient  des  points,  des  lignes  ou  des  plans  communs, 
3oit  qu'elles  n'aient  aucun  point  de  commun ,  la  sur- 
face  enveloppée  sera  toujours  plus  petite  que  la  surface 
enveloppante. 

Car  parmi  celles-ci  il  ne  peut  y  en  avoir  aucune 
qui  soit  la  plus  petite  de  toutes ,  puisque  dans  tous  les 
cas  on  pourrait  toujours  mener  le  plan  CD  tangent 
à  la  surface  convexe,  lequel  plan  serait  plus  petit 
que  la  surface  CMD*j  et  ainsi  la  surface  CND  serait 
plus  petite  que  MN ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse 
que  MN  est  la  plus  petite  de  toutes.  Donc  la  surface 
convexe  AB  est  plus  petite  que  toutes  celles  qui  l'en- 
veloppent. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 


La  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  donné, 
H  sa  hauteur;  représentons  par  surf.  CA  la  surface 
du  cercle  dont  le  rayon  est  CA  ;  je  dis  que  la 
solidité  du  cylindre  sera  surf.  CA  X  H.  Car ,  si 
surf.  CAxH  n'est  pas  la  mesure  du  cylindre  donné, 
ce  produit  sera  la  mesure  d'un  cylindre  plus  grand 
ou  plus  petit.  Et  d'abord  supposons  qu'il  soit  la 
mesure  d'un  cylindre  plus  petit }  par  exemple ,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD,  un 
polygone  régulier  GHIP,  dont  les  côtés  ne  rencon- 
trent pas  la  circonférence  dont  CA  est  le  rayon  *  ; 
imaginez  ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  hase  !e 
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polygone  GHIP,  et  pour  hauteur  H,  lequel  prisme 
sera  circonscrit  au  cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de 
la  base.  Cela  posé,  la  solidité  du  prisme*  est  égale  à  • 
sa  hase  GHIP,  multipliée  par  la  hauteur  H;  la  base 
GHIP  est  plus  petite  que  le  cercle  dont  CA  est  le 
rayon  :  donc  la  solidité  du  prisme  est  plus  petite  que 
surf.  CAxH.  Maïs  surf.  CAxH  est,  par  hypothèse) 
la  solidité  du  cylindre  inscrit  dans  le  prisme;  donc 
le  prisme  serait  plus  petit  que  le  cylindre  :  or ,  au 
contraire,  le  cylindre  est  plus  petit  que  le  prisme, 
puisqu'il  y  est  contenu;  donc  il  est  impossible  que 
surf,  CAxH  soit  la  mesure  du  cylindre  dont  CD 
est  le  rayon  de  la  base  et  H  la  hauteur  ;  ou ,  en  termes 
plus  généraux,  le  produit  de  la  base  d'un  cylindre 
par  sa  hauteur  ne  peut  mesurer  un.  cylindre  plus 
petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  un  cylindre  plus  grand:  car,  pour  ne  pas 
multiplier  les  ligures,  soit  CD  le  rayon  de  la  base  du 
cylindre  donne,  et  soit,  s'il  est  possible,  surf.  CD  X  H 
la  mesure  d'un  cylindre  plus  grand,  par  exemple, 
du  cylindre  dont  CA  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Si  on  fait  la  même  construction  que  dans  le  premier 
cas,  le  prisme  circonscrit  au  cylindre  donné  aura 
pour  mesure  GHIP  X  H  :  l'aire  GHIP  est  plus  grande 
que  sur/.  CD  ;  donc  la  solidité  du  prisme  dont  il 
s'agit  est  phis  grande  que  surf.  CD  X II  :  le  prisme 
serait  donc  plus  grand  que  le  cylindre  de  même  hau- 
teur qui  a  pour  base  surf.  CA.  Or,  au  contraire,  le 
prisme  est  plus  petit  que  le  cylindre,  puisqu'il  y  est 
contenu;  donc  il  est  impossible  que  la  base  d'un  cy- 
lindre multipliée  par  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un 
cylindre  plus  grand. 

Donc  enfin  la  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur, 
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Corollaire  I.  Les  cylindres  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases ,  et  les  cylindres  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  IL  Les  cylindres  semblables  sont  comme 
les  cubes  des  hauteurs ,  ou  comme  les  cubes  des  dia- 
mètres des  bases.  Caries  bases  sont  comme  les  (-[narrés 
de  leurs  diamètres  ;  et  puisque  les  cylindres  sont 
semblables,  les  diamètres  des  bases  sont  comme  les 

'dil  4,  hauteurs*  ;  donc  les  bases  sont  comme  les  truarrés 
des  hauteurs  ;  donc  les  bases  multipliées  par  les  bail- 
leurs, ou  les  cylindres  eux-mêmes,  sont  comme  les 
cubes  des  hauteurs. 

Sckoiie.  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre, 

*  a,.',.  H  sa  hauteur,  la  surface  de  la  base  sera  tcR'*,  et  la 
solidité  du  cylindre  sera  itR'  xH,  ouiïR'H. 

PROPOSITION  11. 


La  surface  convexe  d'un  prisme  droit  est  égale 
au  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

Car  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  rectangles 
AFGB,  BGHC,  CHID,  etc.  dont  elle  est  composée: 
or  les  hauteurs  AF,  BG ,  CH,  etc.  de  ces  rectangles 
sorif:  égales  à  la  hauteur  du  prisme;  leurs  bases  Alî, 
RC,  CD,  etc.  prises  ensemble,  font  le  périmètre  de  U 
base  du  prisme.  Donc  la  somme  de  ces  rectangles  ou 
la  surface  convexe  du  prisme  est.  égale  au  périmètre  de 
sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  deux  prismes  droits  ont  la  même 
hauteur,  les  surfaces  convexes  de  ces  prismes  seront 
entre  elles  comme  les  périmètres  de  leurs  bases, 
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PROPOSITION     III. 


La  surface  convexe  du  cylindre  est  plus  grande 
que  la  surface  convexe  de  tout  prisme  inscrit,  et 
plu*  petite  que  la  surface  convexe  de  tout  prisme 
circonscrit. 

Car  la  surface  convexe  du  cylindre  et  celle  du  Gg.a5î, 
prisme  inscrit  ABCDEF  peuvent  être  considérées 
comme  ayant  même  longueur,  puisque  toute  section 
faite  dans  l'une  et  dans  l'autre  parallèlement  à  ÀF 
est  égale  à  AF  ;  et  si  pour  avoir  les  largeurs  de  ces 
surfaces  on  les  coupe  par  des  plans  parallèles  à  la 
base  ou  perpendiculaires  à  l'arête  AF,  les  sections 
seront  égales,  l'une  à  la  circonférence  de  la  base, 
l'autre  au  contour  du  polygone  ABCDE  plus  petit 
que  cette  circonférence  :  donc  ,  puisqu'à  longueur 
égale  la  largeur  de  la  surface  cylindrique  est  plus 
grande  que  celle  de  la  surface  prismatique ,  il  s'en- 
suit que  la  première  surface  est  plus  grande  que  la 
seconde. 

Par   un  raisonnement   entièrement  semblable   on  iig.  a53. 
prouvera   que  la   surface   convexe   du   cylindre   est 
plus   petite   que    celle    de   tout   prisme   circonscrit 
BCDKLH. 

PROPOSITION    IV. 


La  surface  convexe  d'un  cylindre  est  égale  à 
la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa 

hauteur. 

Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  donné,   ' 
H   sa    hauteur  ;  si    on    représente    par  cire.    GA  la 
dreoriférence   qui    a    pour   rayon    CA.  ,   je    dis    que 
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cire.  GAxH  sera  la  surface  convexe  de  ce  cylindre, 
Car ,  si  on  nie  cette  proposition ,  il  faudra  que 
cire.  OAxH  soit  la  surface  d'un  cylindre  plus  «ra;id 
ou  plus  petit;  et  d'abord  supposons  qu'elle  soit  l;i 
surface  d'un  cylindre  plus  petit,  par  exemple,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD  un 
polygone  régulier  GHIP,  dont  les  côtés  ne  rencon- 
trent pas  la  circonférence  qui  a  CA  pour  rayon  ;  ima- 
ginez ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  hauteur 
H,  et  pour  base  le  polygone  GIIIP.  La  surface  con- 
vexe de  ce  prisme  sera  égale  au  contour  du  polvyone 
GHIP  multiplié  par  la  hauteur  H*  :  ce  contour  est 
plus  petit  que  la  circonférence  dont  le  rayon  est 
CA;  donc  la  surface  convexe  du  prisme  est  plus  petite 
que  cire.  CA  x  H.  Mats  cire.  CA  x  H  est ,  par  hypo- 
thèse, la  surface  convexe  du  cylindre  dont  CD  est  le 
rayon  de  la  base,  lequel  cylindre  est  inscrit  dans  le 
prisme;  donc  la  surface  convexe  du  prisme  serait  plus 
petite  que  celle  du  cylindre  inscrit.  Or,  au  contraire, 
elle  doit  être  plus  grande  *  ;  donc  l'hypothèse  d'où 
l'on  est  parti  est  absurde  :  donc,  i°  la  cireon/t:r<:itec. 
de  la  base  d'un  cylindre  multipliée  par  sa  hauteur 
ne  peut  mesurer  la  sur/ace  convexe  d'un  cylindre 
plus  petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  la  surface  d'un  cylindre  plus  grand.  Car, 
pour  ne  pas  changer  de  figure,  soit  CD  le  rayon  de 
la  hase  du  cylindre  donné,  et  soit,  s'il  est  possible, 
cire.  CDxH  la  surface  convexe  d'un  cylindre  qui, 
avec  la  même  hauteur,  aurait  pour  base  un  cercle 
plus  grand,  par  exemple,  le  cercle  dont  le  rayon  esl 
CA.  On  fera  la  même  construction  que  dans  la  pre- 
mière hypothèse,  et  la  surface  convexe  du  prisme 
sera  toujours  égale  au   contour  du  polygone  GHIP 
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multiplié  par  ia  hauteur  H.  Mais  ce  contour  est  plus 
grand  que  cire.  CD;  donc  la  surface  du  prisme  serait 
plus  grande  que  cire.  CD  X  H  ,  qui,  par  hypothèse, 
est  la  surface  du  cylindre  rie  même  hauteur  dont  CA 
est  le  rayon  de  la  base.  Donc  la  surface  du  prisme 
serait  plus  grande  que  celle  de  ce  cylindre.  Maïs, 
quaii' I  même  le  prisme  serait  inscrit  (bus  le  cylindre . 
sa  surface  serait  plus  petite  que  celle  du  cylindre  *  ;  * 
à  plus  forte  raison  est  -  elle  plus  petite  lorsque  le 
prisme  ne  setend  pas  jusqu'au  cylindre.  Donc  la  se- 
conde hypothèse  ne  saurait  avoir  lieu;  donc  2°  la 
circonférence  de  la  base  d'un,  cylindre,  nmltipltic  par 
sa  hauteur  ne  peut  mesurer  la  surface  d'un  cylindre 
plus  grand. 

Donc  enfin  la  surface  convexe  d'un  cylindre  est 
égale  à  ta  cii-eoiitéience  de  sa  hase  multipliée  par  sa 
hauteur. 

PROPOSITION    V. 


La  solidité  d'un  cône  est  égale  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Soit  SO  la  hauteur  du  cône  donné,  AO  le  rayon   Eg.aSg. 
de  la  hase;  si  on  désigne  par  surf.  AO  la  surface  de 
la  hase,  je  dis  que  !a  solidité  de  ce  cône  sera  égale  à 
s«^AOx-;-SO. 

Eu  effet,  supposons  i"  que  suif.  AOx^SO  soit  la 
solidité  d'un  cône  plus  grand,  par  exemple,  du  cône 
dont  SO  est  toujours  la  hauteur ,  mais  dont  OB  ,  plus 
grand  que  AO ,  est  le  rayon  de  la  hase. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  AO  circonscrivez,  un 
polygone   régulier  MNPT   qui   ne   rencontre    pas  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  OB  *  ;  imaginez  en-  •  m,  4, 
suite  une  pyramide   qui    ait  pour  base  le  polygone 
et  pour  sommet  le  point  S.  La  solidité  de  cette  py- 
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ramide  *  est  égale  à  l'aire  du  polygone  MNPT  mul- 
tipliée par  le  tiers  de  la  hauteur  SO.  Mais  le  poly- 
gone est  plus  grand  que  le  cercle  inscrit  représenté 
par  surf.  AO  ;  donc  la  pyramide  est  plus  grande 
que  surf.  AOx^SO,  qui,  par  hypothèse,  est  la  me- 
sure du  cône  dont  S  est  le  sommet  et  OB  le  rayon  de 
la  base.  Or,  au  contraire,  la  pyramide  est  plus  petite 
que  le  cône,  puisqu'elle  y  est  contenue;  donc  i°  ii 
est  impossible  que  la  base  d'un  cône  multipliée  par 
le  tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un  cône  plus 
grand. 

Je  dis  a"  que  ce  même  produit  ne  peut  être  la  me- 
sure d'un  cône  plus  petit.  Car,  pour  ne  pas  changer 
de  figure,  soit  OB  le  rayon  de  !a  base  du  cône  don- 
né, et  soit,  s'il  est  possible ,  surf.  OBx^SO  la  soli- 
dité du  cône  qui  a  pour  hauteur  SO  et  pour  base  le 
cercle  dont  AO  est  le  rayon.  On  fera  la  même  con- 
struction que  ci-dessus,  et  la  pyramide  SMNPT  aura 
pour  mesure  l'aire  MNPT  multipliée  par  ~  SO.  Mais 
l'aire  M.NPT  est  plus  petite  que  suif.  OB;  donc  la 
pyramide  aurait  une  mesure  plus  petite  que  surf- 
Oli  X  à  SO  ,  et  par  conséquent  elle  serait  plus  petite 
que  le  cône  dont  AO  est  le  rayon  de  la  base  et  SO  la 
hauteur.  Or,  au  contraire,  la  pyramide-  est  plus  grande 
que  îe  cône ,  puisque  le  cône  y  est  contenu  :  donc  s'- 
il est  impossible  que  la  base  d'un  cône  multipliée  pi- 
le tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un  cône  pins 
petit. 

Donc  enfin  la  solidité  d'un  cône  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Corollaire.  Un  cône  est  le  tiers  d'un  cylindre  de 
même  base  et  de  même  hauteur;  d'où  il  suit, 

i"  Que  les  cônes  d'égales  hauteurs  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  ; 

2°  Que  les  cônes  de  bases  égales  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  ; 
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3"  Que  les  cônes  semblables  sont  tomme  les  cubes 
{les  diamètres  île  leurs  bases,  ou  comme  les  cubes  de 
leurs  hauteurs. 

Scholie.  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cône,  H 
sa  hauteur;  la  solidité   du    cône  sera  -kW  X]-H  ou 

PROPOSITION   VI. 


Le  cône  tronqué  ADE1S,  dont  AO,  DP  «)«/  les  t 
rayons  des  bases  et  PO  la  hauteur,  a  pour  me- 
surent.  OP.  (ÏO+DP+  AO  x  DP). 

Soit  TFGH  une  pyramide  triangulaire  de  même 
hauteur  que  le  cùne  SAB,  et  dont  la  base  FGH  soii. 
équivalente  â  la  hase  du.  cône.  On  peu!:  supposer  que 
l'es  deux  bases  surit  placées  sur  un  même  plan;  alors 
les  sommets  S  et  T  seront  à  égides  distances  du  plan 
îles  bases,  et  le  plan  EPD  prolongé  fera  dans  la  pyra- 
mide la  section  IKL.  Or  je  dis  que  celle  section  IKL 
est  équivalente  à  la  base  DE;  caries  bases  AB,  DE, 
sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  rayons  AO  , 
DP*,  ou  comme  les  quarrés  des  hauteurs  SO,  SP  ; 
les  triangles  FGH,  IKL,  sont  entre  eux  comme  les 
quarrés  de  ces  mêmes  hauteurs*;  donc  les  cercles 
AB  ,  DE,  sont  entre  eux  comme  les  triangles  FGH, 
IKI  M.iu,  p.ii  l>T|'i'ili.  %■■,  I-  m. .i.^l.- li, Il  1*1  équi- 
valent au  cercle  AB;  donc  le  triangle  IKL  est  équiva- 
lent au  cercle  DE. 

Maintenant,  la  base  AB  multipliée  par  ~SO  est  la 
solidité  du  cône  SAB,  et  la  base  FGH  multipliée  par 
n-SO  est  celle  de  la  pyramide  TFGH;  donc,  à  cause 
des  bases  équivalentes ,  la  solidité  de  la  pyramide  est 
égale  à  celte  du  cône.  Par  une  raison  semblable,  la 
pyramide  T  IKL  est  équivalente  au  cône  SDE;  donc 
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le  tronc  de  cône  ADEB  est  équivalent  au  tronc  de 
pyramide  FGHIKL.  Mais  la  base  FGH,  équivalente 
au  cercle  dont  le  rayon  est  AO,  a  pour  mesure 
77  X  AÔ;  de  même  la  base  1KL=  iu  X  DP*,  et  la 
moyenne  proportionnelle  entre  ir  x  AO  et  tt  X  DP 
est  x  X  AO  X  DP;  donc  la  solidité  du  tronc  de  pyra- 
mide ,  ou  celle  du  tronc  de  cône ,  a  pour  mesure  jOP  X 
(tuX  AO-HrxDP+TTXAQxDP)*,  qui  est  la  même 
chose  que>xOPx(ÂO  +  DP+AOxDp). 

PROPOSITION   VII. 


La  surface  convexe  d'un  cône  est  égale  à  la 
circonférence  de  sa  base  multipliée  par  la  moi- 
tié de  son  côté. 

Soit  AO  le  rayon  de  la  base  du  cône  donné ,  S  son 
sommet,  et  SA  son  côté;  je  dis  que  sa  surface  sera 
cire.  AOX7SA.  Car  soit,  s'il  est  possible,  cire.  AOx 
^  SA ,  la  surface  d'un  cône  qui  aurait  pour  sommet  le 
point  S  et  pour  base  le  cercle  décrit  du  ravon  015  plus 
grand  que  AO. 

Circonscrivez  au  petit  cercle  un  polygone  régulier 
MNl'T,  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas  la  cir- 
conférence qui  a  pour  rayon  OE;  et  soit  SMjNPT 
la  pyramide  régulière,  qui  aurait  pour  base  le  poly- 
gone, et  pour  sommet  le  point  S.  Le  trianidi:  S]VL\, 
l'un  de  ceux  qui  composent  la  surface  convexe  de  la 
pyramide,  a  pour  mesure  sa  base  MN  multipliée  par 
la  moitié  de  la  hauteur  S  A ,  qui  est  en  même  temps 
le  côté  du  cône  donné;  cette  hauteur  étant  égale 
dans  tous  les  autres  triangles  5NP,  SPQ,  etc.  il 
s'ensuit  que  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est 
égale  au  contour  MNPTM  multiplié  par^SA.  Mais 
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donc  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est  plus 
grande  que  cire.  ÀOx~SA,  et  par  conséquent  plus 
grande  que  la  surface  convexe  du  cône  qui  avec  le 
même  sommet  S  aurait  pour  base  le  cercle  décrit 
du  rayon  OB.  Or,  au  contraire,  la  surface  convexe 
du  cône  est  plus  grande  que  celle  de  la  pyramide; 
car  si  on  adosse  base  à  base  Ja  pyramide  à  une  pyra- 
mide égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des 
deux  cônes  enveloppera  de  toutes  parts  la  surface  des 
deux  pyramides;  donc  la  première  surface  sera  plus 
grande  que  la  seconde*,  donc  la  surface  du  cône  est  ' 
plus  grande  que  celle  de  la  pyramide  qui  y  est  com- 
prise. Le  contraire  était  une  suite  de  notre  hypothèse  ; 
donc  cette  hypothèse  ne  peut  avoir  lieu  :  donc  i°  la 
circonférence  de  la  base  d'un  cône  multipliée  par  la 
moitié  de  son  côté  ne  peut  mesurer  la  surface  d'un 
cône  plus  grand. 

Je  dis  a°  que  le  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'un  cône  plus  petit.  Car  soit  BO  le  rayon 
de  la  base  du  côté  donné,  et  soit,  s'il  est  possible, 
cire.  BO  X  {  SB  la  surface  du  cône  dont  S  est  le  som- 
met, et  AO,  plus  petit  que  OB,  le  rayon  de  !a  base. 

Ayant  fait  la  même  construction  que  ci-dessus, 
la  surface  de  la  pyramide  SMNPT  sera  toujours 
égale  au  contour  MNPT  multiplié  par  --SA.  Or  le 
contour  MNPT  est  moindre  que  cire.  BO,  SA  est 
moindre  que  SB;  donc  par  cette  double  raison  la 
surface  convexe  de  la  pyramide  est  moindre  que  cire. 

K"  \  ;>P.  -pli.  |-tl   llï('"tli-î«r  .  "'•I  II  -lui...  .    du  i.jiih 

dont  AO  est  le  rayon  de  la  base;  donc  la  surface  de 
la  pyramide  serait  plus  petite  que  celle  du  cône  in- 
scrit. Or,  au  contraire,  elle  est  plus  grande;  car  en 
adossant  base  à  base  la  pyramide  à  une  pynmiide 
égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des  deux 
pyramides   envelopper;!   rulU;  des  deux  «mes,  et  par 
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conséquent  sera  la  plus  grande.  Donc  2U  il  est  impos- 
sible que  la  circonférence  de  la  base  d'un  cône  donné 
multipliée  par  la  moitié  de  son  côté  mesure  la  surface 
d'un  cône  plus  petit. 

Donc  enfin  la  surface  convexe  d'un  cône  est  égale 
à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  la  moitié 
de  son  côté. 

Sckolie.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  R  le  rayon  de 
sa  base,  la  circonférence  de  cette  base  sera  2irR, 
et  ta  surface  du  cône  aura  pour  mesure  aicRx^L, 
ou  irRL. 

PROPOSITION  vin. 


Ci.  La  surface  convexe  du  tronc  de  cône  ADEB  est 
égale  àson  côté  AD  multiplié  par  la  demi-somme 
des  circonférences  de  ses  deux  bases  AB ,  DE. 

Dans  le  plan  SAD  qui  passe  par  l'axe  SO ,  menez 
perpendiculairement  à  SA  la  ligne  A  F,  égale  à  la 
circonférence  qui  a  pour  rayon  AO;  joignez  SF,  et 
menez  DU  parallèle  à  AF. 

A  cause  des  triangles  semblables  SAO,SDG,  on 
aura  AO:DC  ::  SA:SD;  et  à  cause  des  triangles 
semblables  SAF,  SDH ,  on  aura  AF  :  DH  :  :  SA  :  SD  ; 

'.*■  donc  AF  :  DH  :  :  AO  :  DG ,  ou  :  :  cire.  AO  :  cire.  DG  *. 
Mais  par  construction  AF  =  cire.  AO  ;  donc  Dïi  ~ 
cire.  DC.  Gela  posé,  le  triangle  SAF,  qui  a  pour 
mesure  AF  X  £  SA ,  est  égal  à  la  surface  du  cône 
SAB  qui  a  pour  mesure  cire.  AOx^SA.  Par  une  rai- 
son semblable  le  triangle  SDH  est  égal  à  la  surface 
du  cône  SDE.  Donc  la  surface  du  tronc  ADEB 
est  égale  à  celle  du  trapèze  ADHF.  Gelle-ci  a  pour 
AD  x  ( — — — )  ;  donc  la  surface  du 
:  de  cône  ADEB  est  égale  à  son  côté  AD  niul- 
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tîplié  par  la  demi-somme  des  circonférences  de  ses 
deux  baaes. 

Corollaire.  Par  le  point  I,  milieu  de  AD,  menez 
IKL  parallèle  à  AB,  et  IM  parallèle  à  AF;  on  dé- 
montrera comme  ci-dessus  que  IM=circ.  IK.  Mais 
le  trapèze  ADHF=AD  X  IM  =AD  y.  cire.  IK.  Donc 
on  peut  dire  encore  que  la  surface  d'un  tronc  de 
cône  est-  égale  à  sou  côté  multiplié  par  la  circonfé- 
rence d'une  section  faite  à  égale  distance  des  deux 
bases. 

Scholie.  Si  une  ligne  AD,  située  tout  entière 
d'un  même  côté  de  la  ligne  OC  et  dans  le  même 
plan,  fait  une  révolution  autour  de  OG,  la  sur- 
face   décrite    par    AD    aura    pour    mesure    AD  X, 

/cire.  AO  +  circ. l)C\  .   n  -il-        1         1- 

ij z; —J,  ou    AD   x   cire.  IK;    les  lignes 

AO,  DC,  IK,  étant  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  et  du  milieu  de  la  ligne  AD  sur 
l'use  OC. 

Car  si  on  prolonge  AD  et  OG  jusqu'à  leur  ren- 
contre mutuelle  en  S,  il  est  clair  que  La  surface  dé- 
crite par  AD  est  celle  d'un  cône  tronqué  dont  OA 
et  DC  sont  les  rayons  des  bases ,  le  cône  entier  ayant 
pour  sommet  le  point  S.  Donc  cette  surface  aura  la 
mesure  mentionnée. 

Cette  mesure  aurait  toujours  lieu,  quand  même  le 
point  D  tomberait  en  S,  ce  qui  donnerait  un  cône 
entier,  et  aussi  quand  la  ligne  AD  serait  parallèle  à 
l'axe,  ce  qui  donnerait  un  cylindre.  Dans  le  premier 
cas  DC  serait  nulle,  dans  le  second  DC  serait  égale  à 
AO  et  à  IK. 
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Soient  AB,  BC,  CD,  plusieurs  côtés  successifs 
d'un  polygone,  régulier,  O  son  centre,  et  01  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  suppose  que  la 
portion  de  polygone  ABGD,  située  tout  entière 
d'un  même  côté  du  diamètre  FG,  fasse  une  ré- 
volution autour  de  ce  diamètre,  la  surface  dé- 
crite, par  ABGD  aura  pour  mesure  MQxci're.  01, 
MQ  étant  la  hauteur  de  cette  surface  ou  la  par- 
tie de  l'axe  comprise,  entre  les  perpendiculaires 
AM,  DQ. 

Le  point  I  étant  milieu  de  AB,  et  IK  étant  une 
perpendiculaire  à  l'axe  abaissée  du  point  I,  la  sur- 
face décrite  par  AB  aura  pour  mesure  AB  X  cire.  IK*. 
Menez  AX  parallèle  à  l'axe,  les  triangles  ABX,  OIK, 
auront  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun, 
savoir  01  à  AB,  IK  à  AX,  et  OK  à  BX;  donc  ces 
triangles  sont  semblables  et  donnent  la  proportion 
AB  :  AX  ou  MN"  ;:  01  :  IK,  ou  ::  cire.  01  :circ.  IK; 
donc  AB  x  cire.  IK  =  MN  X  cire.  01.  D'où  l'on  voit 
que  la  surface  décrite  par  AB  est  égale  à  sa  hauteur 
MN  multipliée  p;ir  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 
De  même  la  surface  décrite  par  BC,  =NPxc//*c.  01, 
la  surface  décrite  par  CD,  =  PQxc/re.  01.  Donc  la 
surface  décrite  par  la  portion  de  polygone  ABGD, 
a  pour  mesure  (MN  +  NP  +  PQ)  x  cire.  01,  ou 
MQ  X  cire.  01  ;  donc  elle  est  égale  à  sa  hauteur  multi- 
pliée par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 

Corollaire.  Si  le  polygone  entier  est  d'un  nombre 
de  côtés  pair,  et  que  l'axe  FG  passe  par  deux  som- 
mets opposés  F  et  G ,  la  surface  entière  décrite  par  la 
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révolution  du  demi-polygone  FACG  sera  égale  à  son 
axe  FG  multiplié  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 
Cet  axe  FG  sera  en  même  temps  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit. 

PROPOSITION  X. 

TBÉOHÈME. 

La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia- 
mètre multiplié  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Je  dis  i°  que  le  diamètre  d'une  sphère,  multiplié 
par  la  circonférence  de  son  grand  cercle ,   ne  peut 
mesurer  la  surface  d'une  sphère  plus  grande.  Car 
soit,  s'il  est  possible,  AB  x  cire.  AC  la  surface  de  la  fis.  a63. 
sphère  qui  a  pour  rayon  CD. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  CA,  circonscrivez  un 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  qui  ne 
rencontre  pas  la  circonférence  dont  CD  est  le  rayon  ; 
soient  M  et  S  deux  sommets  opposés  de  ce  polygone . 
et  autour  du  diamètre  MS  faites  tourner  le  demi-po- 
lygont!  MPS.  La  surface  décrite  par  ce  polygone  aura 
pour  mesure  MS  x  cire.  AC*  :  mais  MS  est  plus  grand  -g. 
que  AB  ;  donc  la  surface  décrite  par  le  polygone  est 
plus  grande  que  AB  x  cire.  AC,  et  par  conséquent 
plus  grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  CD.  Or,  au  contraire,  la  surface  de  la  sphère  est 
plus  grande  que  la  surface  décrite  par  le  polygone, 
puisque  la  première  enveloppe  la  seconde  de  toutes 
parts.  Donc  i°  le  diamètre  d'une  sphère  multiplié  par 
la  circonférence  de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'une  sphère  plus  grande. 

Je  dis  2°  que  ce  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'une  sphère  plus  petite.  Car  soit,  s'il  est 
17 
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possible ,  DE  X  cire.  CD  la  surface  de  la  sphère  qui  a 
pour  rayon  GA.  Oh  fera  la  même  construction  que 
dans  le  premier  cas ,  et  la  surface  du  solide  engendre 
par  le  polygone  sera  toujours  égale  à  MS  X  cire.  AC. 
Mais  MS  est  plus  petit  que  DE,  et  cire.  AC  plus  petite 
que  cire.  CD  ;  donc  ,  par  ces  deux  raisons ,  la  surface 
du  solide  décrit  par  le  polygone  serait  plus  petite  que 
DE  x  cire.  CD,  et  par  conséquent  plus  petite  que  la 
surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  AC.  Or,  au 
contraire,  la  surface  décrite  par  le  polygone  est  plus 
grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est 
AC,  puisque  la  première  surface  enveloppe  la  seconde; 
donc  20  le  diamètre  d'une  sphère  multiplié  par  la  cir- 
conférence de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer  la 
surface  d'une  sphère  plus  petite. 

Donc  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia- 
mètre multiplié  par  la  circonférence  de  son  grand 
cercle. 


Corollaire.  I.a  surface  du  grand  cercle  s 
en  multipliant  sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon 
ou  le  quart  du  diamètre;  donc  la  surface  de  la  splïerc 
est  quadruple  de  celle  d'au,  grand  cercle. 

Scholie.  La  surface  de  la  sphère  étant  ainsi  mesurée 
et  comparée  à  des  surfaces  planes,  il  sera  facile  d'avoir 
la  valeur  absolue  des  fuseaux  et  triangles  sphériques 
dont  on  a  déterminé  ci-dessus  le  rapport  avec  la  sur- 
face entière    de  la  sphère. 

D'a'oord  le  fuseau  dont  l'angle  est  A,  est  à  la  surface 
de  la  sphère  comme  l'angle  A  est  à  quatre  angles 
droits*,  ou  comme  l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure 
l'angle  A  est  à  la  circonférence  de  ce  même  grand 
cercle.  Maïs  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  cette 
circonférence  multipliée  par  le  diamètre;  donc  la 
surface  du  fuseau  est  égale  à  l'arc  qui  mesure  l'angle 
de  ce  fuseau  multiplié  par  le  diamètre. 
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En  second  lieu  tout  triangle  sphérique  est  équi- 
valent à  un  fuseau  dont  l'angle  est  égal  à  la  moitié  de 
l'excès  de  là  somme  de  ses  trois  angles  sur  deux 
angles  droits*.  Soient  donc  P,  Q,  R,  les  arcs  de  * 
grand  cercle  qui  mesurent  les  trois  angles  du  trian- 
gle ;  soit  G  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
et  D  son  diamètre  ;  le  triangle  sphérique  sera 
équivalent  au  fuseau   dont   l'angle  a   pour   mesure 

: ; — }  et  par  conséquent  sa  surface  sera 

/P+Q  +  R— l-CN 


Dx.  ^  .. 

Ainsi,  dans  le  cas  du  triangle  tri -rectangle ,  cha- 
cun des  arcs  P,  Q,  R,  est  égal  à  jC,  leur  somme 
est  jC,  l'excès  de  cette  somme  sur  ^C  est  ^C,  et  la 
moitié  de  cet  excès  — ^C  ;  done  la  suriace  du  triangle 
tri-rectangle  ~£Cxl),  ce  qui  est  la  huitième  partie 
de  la  surface  totale  de  la  sphère. 

La  mesure  des  polygones  sphéricités  suit  immédia- 
tement celle  des  triangles,  et  d'ailleurs  elle  est 
entièrement  déterminée  par  la  prop.  xxiv,  liv.  vu, 
puisque  l'unité  de  mesure,  qui  est  le  triangle  tri- 
rectangle,  vient  d'être  évaluée  en  surface  plane. 

PROPOSITION   XI. 


La  surface  d'une  zone  sphérique  quelconque 
est.  égale  à  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Soit  EF  un  arc  quelconque  plus  petit  ou  plus  grand  %. 
que  le  quart  de  circonférence ,  et  soit  abaissée  FG  per- 
pendiculaire sur  le  rayon  EG;  je  dis  que  là  sont  à  une 
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base ,  décrite  par  la  révolution  de  l'arc  EF  autour 
de  EC ,  aura  pour  mesure  EG  X  cire.  EC. 

Car  supposons  d'abord  que  cette  zone  ait  une  me- 
sure plus  petite ,  et  soit,  s'il  est  possible,  cette  mesure 
=  EG  Xc/rc.  G  A.  Inscrivez  dans  l'arc  EE  une  portion 
de  polygone  régulier  EMNOPF  dont  les  côtés  n'at- 
teignent pas  la  circonférence  décrite  du  rayon  GA , 
et  abaissez  CI  perpendiculaire  sur  EM  ;  la  surface 
décrite  par  le  polygone  EMF  tournant  autour  de  EC, 
aura  pour  mesure  EG  X  cire.  CI  *.  Cette  quantité  est 
plus  grande  que  EGxc/re.  AC,  qui,  par  hypothèse, 
est  la  mesure  de  la  zone  décrite  par  l'arc  EF.  Donc  la 
surface  décrite  par  le  polygone  EMNOPF  serait  plus 
grande  que  fa  surface  déerite  par  l'arc  circonscrit  EF; 
or,  au  contraire  ,  cette  dernière  surface  est  plus  grande 
que  la  première ,  puisqu'elle  l'enveloppe  de  toutes 
parts;  donc  i"  la  mesure  de  toute  zone  spbérique 
à  une  base  ne  peut  être  plus  petite  que  la  hauteur  de 
cette  zone  multipliée  par  Sa  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Te  dis  en  second  lieu  que  la  mesure  de  la  même 
zone  ne  peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette 
zone  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
Car  supposons  qu'il  s'agisse  de  la  zone  décrite  par 
l'arc  AB  autour  de  AC,  et  soit,  s'il  est  possible,  zone 
AB  >  AD  X  cire,  AG.  La  surface  entière  de  la  sphère, 
composée  des  deux  zones  AB,  BH,  a  pour  mesure 
■  AHxchc  AG*,ou  AD x cire.  AC  +  DHxc/re.  AC; 
si  donc  on  a  zone  AB  >  AD  X  cire.  AC ,  il  faudra 
qu'on  ait  zone  BH  <  DH  x  cire.  AG  ;  ce  qui  est 
contraire  à  la  première  partie  déjà  démontrée.  Donc 
2°  la  mesure  d'une  zone  sphérique  à  une  base  ne 
peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette  zone 
multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Donc  enfin  toute  zone  sphérique  à  une  hase  a  pour 
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mesure  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée  par  la  cir- 
conférence d'un  grand  cercle. 

Considérons  maintenant  une  zone  quelconque,  à 
deux  bases ,  décrite  par  la  révolution  de  l'arc  FH  %  aao. 
autour  du  diamètre  DE ,  et  soient  abaissées  les  per- 
pendiculaires FO,HQ  sur  ce  diamètre.  La  zone  dé- 
crite par  l'arc  FH  est  la  différence  des  deux  zones  dé- 
crites par  les  arcs  DH  et  DF  ;  celles-ci  ont  pour 
mesures  DQx cire.  CD  et  DOx«Vc.  CD;  donc  la 
zone  décrite  par  FH  a  pour  mesure  (DQ  —  DO)x 
cire.  CDouOQxc/re.  CD. 

Donc  toute  zone  sphérique  à  une  ou  à  deux  bases 
a  pour  mesure  la  hauteur  de  cette  zone  mulfipliéo 
■  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Corollaire.  Deux  zones  prises  dans  une  même 
sphère  ou  dans  des  sphères  égales,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs,  et  une  zone  quelconque  est  à 
la  surface  de  la  sphère  comme  la  hauteur  de  cette 
zone  est  au  diamètre. 

PROPOSITION  XII. 

THÉORÈME. 

Si  le  triangle  IÏAC  et  le  rectangle  liCEF  de  as.  *$$ 
même  base  et  de  même  hauteur  tournent  simul-  "  2ti  ' 
tant' ment  autour  de  la  base  commune  1ÏC ,  le  so- 
lide décrit  par  la  révolution  du  triangle  sera  le 
tiers  du  cylindre  décrit  par  la  l'évolution  du 
rectangle. 

Abaissez  sur  l'axe  la  perpendiculaire  AD;  Je  cône  fig.  26*. 
décrit  par  le  triangle  AMD  est  le  tiers  du  cylindre  dé- 
crit par  le  rectangle  AFBD*,  de  même  le  cône  décrit    *s. 
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par  le  triangle  ADÇ  est  (e  tiers  du  cylindre  décru  pu; 
le  rectangle  ADCE  ;  donc  la  somme  des  deux  cônes  ou 
le  solide  décrit  par  ABC  est  le  tiers  de  la  somme  des 
deux  cylindres  ou  du  cylindre  décrit  par  le  rei;taî:j;Ie 
BCEF. 

Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  au-debors  du 
triangle,  alors. le  solide  décrit  par  ABC  sera  la  dif- 
férence des  cônes  décrits  par  ABD  et  ACD;  mais  en 
même  temps  le  cylindre  décrit  par  BCEF  sera  la 
différence  des  cylindres  décrits  par  AFBD,  AECD. 
Donc  le  solide  décrit  par  la  révolution  du  triangle  sera 
tqujouf  s  le  tiers  du  cylindre  décrit  par  la  révolution 
du  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Scholie,  Le  cercle  dont  AD  est  le  rayon  a  pour 
surface  tuxAD;  donc  tu  X  AD  X  BC  est  la  mesure  dit 
cylindre  décrit  par  BCEF,  et  yiux  AD'xBC  est  celle 
du  solide  décrit  par  le  triangle  ABC. 

PROPOSITION  XIII. 


Le  triangle  ("A ri  étant  supposé  faire  une  révo- 
lution autour  de  la  ligne  CD,  menée  comme  on 
voudra  hors  du  triangle  par  son  sommet  G,  trou- 
ver la  mesure  du  solide  ainsi  engendré. 

Prolongez  le  côté  AB  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre 
l'axe  CD  en  D ,  des  points  A  et  B  abaissez  sur  l'axe 
les  perpendiculaires  AM,  BN. 

Le  solide  décrit  par  le  triangle  CAD  a  pour  me- 
sure* -ttxAMxCD  le  solide  décrit  par  le  triangle 
CBD  a   pour  mesure  fit  X  BN  x  CD;  donc  la  diffé- 
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t'en  ce  de  ces  solides  ou  le  solide  décrit  par  ABC  aura 
pour  mesure  j-nr.  (AM  —  BN)  X  ^*" 

On  peut,  donner  à  cette  expression  une  autre  forme. 
Ou  point  I,  milieu  de  AB,  menez  IK  perpendiculaire 
à  CD,  et  par  le  point  B  menez  BO  parallèle  à  CD, 
on  auraAM+BS  — aIK*et  AM  —  BN^AO;  donc  ": 
(  AM  +  BN)  X  (AM—  BN) ,  ou  ÀM—  W—  sIKx 
AO*.  La  mesure  du  solide  dont  il  s'agit  est  donc  '  u 
exprimée  aussi  par  |w  X  IKX  AO  X  CD.  Mais  si  on 
:ib;ïisse  CP  perpendiculaire  sur  AB,  les  triangles  ABO, 
DCP,  seront  semblables,  et  donneront  la  proportion 
AO  :  CP  ::  AB  :  CD  ;  d'où  résulte  AO  X  CD  =CP  X 
AB  ;  d'ailleurs  CP  X  AB  est  le  double  de  l'aire  du 
triangle  ABC;  ainsi  on  a  AOxCD^zaABC;  donc 
le  solide  décrit  par  le  triangle  ABC  a  aussi  pour  me- 
sure |x  X  ABC  X  IK,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
ABCXfc/re.  IK;  (car  cire.  IK^stc.IK.)  Donc  le 
solide  décrit  par  la  révolution  du  triangle  ABC,  a 
pour  mesure  l'aire  de  ce  triangle  multipliée  par  les 
deux  tiers  de  la  circonférence  que  décrit  le  point  I 
milieu  de  sa  base. 

Corollaire.  Si  le  côté  AC^rCB,  la  ligne  CI  sera  %. 
perpendiculaire  à  AB,  l'aire  ABC  sera  égale  à  ABX 
jCI,  et  la  solidité  fur  X  ABC  X  IK  deviendra  fw  X 
AB  X  IK  X  CI.  Mais  les  triangles  ABO,  CIK,  son 
seini>i;ili.les  et  donnent  3a  proportion  AB  :  BO  ou 
MN  :  :  CI  :  IK  ;  donc  AB  X  IK  =  MN  X  CI  ;  donc  le 
solide  décrit  par  le  triangle  isoscèle  ABC  aura  pour 
mesure  \*  X  MN  X~CÏ. 

Scholie.  La  solution  générale  paraît  supposer  que 
la  ligne  AB  prolongée  rencontre  l'axe  ;  mais  les 
résultats  n'en  seraient  pas  moins  vrais  ,  quand  la 
ligne  AB  serait  parallèle  à  l'axe. 
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En  effet,  le  cylindre  décrit  par  AMNlî  a  pour  me- 
sure ir.ÂM.  MN,  le  cône  décrit  par  ACM=fw.  AM 
CM,  et  le  cône  décrit  par  BCN:=fJc.  AM*.CN.  Ajou- 
tant les  deux  premiers  solides  et  retranchant  le 
troisième ,  on  aura  pour  le  solide  décrit  par  ABC , 
it.ÀM*(MN  +  £CM—-£CN)  :  et  puisque  CS —CM 
—  MN,  cette  expression  se  réduit  à  7t.  AM.fMN,  ou 
■|tc-CP.  MN,  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  déjà 
trouvés. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

Soient  A.B,  BC,  CD,  plusieurs  cotés  successifs 
d'un  polygone  régulier,  O  son  centre,  et  01  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  imagine  que  le  sec- 
teur polygonal  AOD,  situe  d'un  même  côté  du 
diamètre  FG,  fasse  une  révolution  autour  de 
ce  diamètre,  le  solide  décrit  aura  pour  mesure 
fiv.OI.MQ,  MQ  étant  la  portion  de  l'axe  termi- 
née par  les  perpendiculaires  extrêmes  AM,  DQ. 

En  effet,  puisque  le  polygone  est  régulier,  tous 
les  triangles  AOB,  BOC,  etc.  sont  égaux  et  isoscèles. 
Or,  suivant  le  corollaire  de  la  proposition  précé- 
dente ,  le  solide  produit  par  le  triangle  isoscèle  AOB 
a  pour  mesure  f-7T.0I.MN,  le  solide  décrit  par  le 
triangle  BOC  a  pour  mesure  fiï.OI.NP,  et  le  solide 
décrit  par  le  triangle  COD  a  pour  mesure  |it .  01 . 
PQ;  donc  la  somme  de  ces  solides,  ou  le  solide  entier 
décrit  par  le  secteur  polygonal  AOD,  aura  pour  me- 
sure f  ir.  01.  (MN-J-NP+  PQ)  0uf7r.6l.MQ. 
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PROPOSITION  XV. 


Tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone 
qui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon,  et  la  sphère  entière  a  pour  mesure  sa 
sur/ace  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

Soit  ABC  le  secteur  circulaire  qui,  par  sa  révo-  ' 
lution  autour  <le  AG,  décrit  le  secteur  sphérique;  la 
zone  décrite  par  AB  étant  AD  X  cire.  AC  ou  air .  AG . 
AD*,  je  dis  que  le  secteur  sphérique  aura  pour  me-  ' 
sure  cette  zone  multipliée  par  jAC ,  ou  |it .  AG .  AD . 

En  effet,  i°  supposons,  s'il  est  possible,  que  celte 
quantité  |it .  AC  .  AD  soit  la  mesure  d'un  secteur 
sphérique  plus  grand,  par  exemple,  du  secteur  sphé- 
rique décrit  par  le  secteur  circulaire  EGF  semblable 
à  AGB. 

Inscrivez  dans  l'arc  EF  la  portion  de  polygone 
régulier  EMNF  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas 
l'arc  AB ,  imaginez  ensuite  que  le  secteur  polygonal 
ENFC  tourne  autour  de  EC  en  même  temps  que  Je 
secteur  circulaire  ECF.  Soit  CI  le  rayon  du  cercle 
inscrit  dans  le  polygone,  et  soit  abaissée  FG  perpen- 
diculaire sur  EG.  Le  solide  décrit  par  le  secteur  t 
polygonal  aura  pour  mesure  |tt.  CL  EG*  :  or  CI 
est  plus  grand  que  AG  par  construction ,  et  EG  est 
plus  grand  que  AD  :  car,  joignant  AB,  EF,  les  trian- 
gles EFG,  ABD,  qui  sont  semblables,  donnent  la 
proportion  EG  :  AD  ::  FG  :  BD  ::  CF  :  CB  ;  donc  EG 
>AD. 

Par    cette    double  raison  -tt.  CI,    EG    est    plus 
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grand  que  jic.  GA.  AD  :  la  première  expression  est 
la  mesure  du  solide  décrit  par  le  secteur  polygonal, 
la  seconde  est  par  hypothèse  celle  du  seeteur  sphé- 
rique  décrit  par  le  secteur  circulaire  ECF;  donc  le 
solide  décrit  par  le  secteur  polygonal  serait  plus 
grand  que  le  secteur  sphérique  décrit  par  le  secteur 
circulaire.  Or,  au  contraire,  le  solide  dont  il  s'agit 
est  moindre  que  le  secteur  sphérique,  puisqu'il  y  esi 
contenu  ;  donc  l'hypothèse  d'où  on  est  parti  ne  sau- 
rait subsister;  donc  i°  la  zone:  ou  base  d'un  secteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  ne  peut  me- 
surer un  secteur  sphérique  plus  grand. 

le  dis  a"  que  le  même  produit  rie  peut  mesurer  un 
seeteur  sphérique  plus  petit.  Car,  soit  CEF  le  secteur 
circulaire  qui  par  sa  révolution  produit  le  secteur 
sphérique  donné,  et  supposons,  s'il  est  possible,  que 
f7c.CE.  EG  soit  la  mesure  d'un  secteur  sphérique 
plus  petit ,  par  exemple ,  de  celui  qui  provient  du 
secteur  circulaire  ACB. 

La  construction  précédente  restant  la  même ,  le 
solide  déciit  par  le  secteur  polygonal  aura  toujours 

pour  mesure  |-tt.  CI.  EG.  Mais  CI  est  moindre  que 
CE;  donc  le  solide  est  moindre  que|it.  CE.  EG,  qui , 
par  hypothèse,  est  la  mesure  du  secteur  sphérique 
décrit  par  le  secteur  circulaire  ACB.  Donc  le  solide 
décrit  par  le  secteur  polygonal  serait  moindre  que  le 
secteur  sphérique  décrit  par  ACB.  Or,  au  contraire , 
le  solide  dont  il  s'agit  est  plus  grand  que  le  secteur 
sphérique,  puisque  celui-ci  est  contenu  dans  l'autre. 
Donc  a°  il  est  impossible  que  la  zone  d'un  secteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du,  rayon  soit  la 
mesure  d'un  secteur  sphérique  plus  petit. 

Donc  tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone 
qui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 
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Un  secteur  circulaire  ACB  peut  augmenter  jus- 
qu'à devenir  égal  au  demi-cercle;  alors  le  secteur 
sjj!i(;ri([[i.c  décrit  par  sa  révolution  est  la  sphère  en- 
tière. Donc  la.  solidité  de  la.  spkvre  est  égale  îi  sa  sur- 
face multipliée  par  lu  tiers  du  son  rayon. 

Corollaire.  Les  surfaces  des  sphères  étant  comme 
les  (j narrés  de  leur;;  rayons,  ces  surfaces  multipliées 
par  les  rayons  sont  comme  les  cubes  des  rayons. 
Donc  les  solidités  des  deux  sphères-  sont  comme  les 
cubes  de  leurs  rayons,  ou  comme  les  cubes  de  leurs 
diamètres. 

Sçholie.  Soit  ït  le  rayon  d'une  sphère ,  sa  sur- 
face sera  4  ~  R'j  et  sa  solidité  4  «R1  X-jIl,  ouy  tt  R3. 
Si  on  appelle  I)  le  diamètre,  on  aura  H=zJD,  et 
R^ID'l  donc  la  solidité  s'exprimera  aussi  par 
-;-7f  X  iD\ou-;  *D!. 

PROPOSITION    XVI. 


La  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale 
/.la  cylindre  circonscrit  (  en  y  comprenant  ses 
bases)  comme  1  esta  3.  Les  solidités  de  ces  deux 
corps  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport- 

Soit  MPK'Q  le  grand  cercle  de  la  sphère,  ABCD  fig.270, 
Je  quarre  circonscrit;  si  on  fait  tourner  à  la  fois  le 
demi-cercle  PMQ  et  le  demi-quarré  PADQ  autour 
ilu  diamètre  PQ,  le  demi-cercle  décrira  la  sphère, 
et  le  deini-quarré  décrira  le  cylindre  circonscrit  à 
la  sphère. 

La  hauteur  AD  de  ce  cylindre  est  égale  au  dia- 
mètre PQ,  la  base  du  cylindre  est  égale  au  grand 
cercle,  puisqu'elle  a  pour  diamètre  AB  égale  à  MN  ; 
donc  la  surface  convexe  du  cylindre*  est  égale  à  la  *  4. 
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circonférence  du  grand  cercle  multipliée  par  son 
diamètre.  Cette  mesure  est  la  même  que  celle  de 
la  surface  de  la  sphère*  :  d'où  il  suit  que  la  sur- 
face de  la  sphère  est  égale  a  la  surface  convexe 
du   cylindre  circonscrit. 

Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  ù  quatre  grands 
cercles  ;  donc  la  surface  convexe  du  cylindre  circon- 
scrit est  égale  aussi  à  quatre  grands  cercles  :  si  on  y 
joint  les  deux  hases  qui  valent  deux  grands  cercles, 
la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  sera  égale 
à  six  grands  cercles;  donc  la  surface  de  la  sphère 
est  à  la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  comme 
4  est  à  6 ,  ou  comme  2  est  à  3.  C'est  le  premier  point 
qu'il   s'agissait  de   démontrer. 

En  second  lieu ,  puisque  la  base  du  cylindre  cir- 
conscrit est  égale  à  un  grand  cercle  et  sa  hauteur  au 
diamètre,  la  solidité  du  cylindre  sera  égale  au  grand 
cercle  multiplié  par  le  diamètre  *.  Mais  la  solidité  de 
la  sphère  est  égale  àquatre  grands  cercles  nrjhi|)!iés 
par  le  tiers  du  rayon  * ,  ce  qui  revient  à  un  grand 
cercle  multiplié  par  j  du  rayon,  ou  f  du  diamètre; 
donc  la  sphère  est  au  cylindre  circonscrit  comme 
2  est  à  3,  et  par  conséquent  les  solidités  de  ces 
deux  corps  sont  entre  elles    comme    leurs   surfaces. 

Scholie.  Si  on  imagine  un  polyèdre  dont  toutes  les 
faces  touchent  la  sphère,  ce  polyèdre  pourra  être 
considéré  comme  composé  de  pyramides  qui  ont 
toutes  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère ,  et  dont 
les  hases  sont  les  différentes  faces  du  polyèdre.  Or 
il  est  clair  que  toutes  ces  pyramides  auront  pour 
hauteur  commune  le  rayon  de  la  sphère,  de  sorte 
que  chaque  pyramide  sera  égale  à  la  face  du  po- 
lyèdre qui  lui  sert  de  hase,  multipliée  par  le  tiers 
du  rayon  :  donc  le  polyèdre  entier  sera  égal  à  sa 
surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère 
inscrite, 
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On  voit  par  là  que  les  solidités  des  polyèdres  cir- 
conscrits à  la  sphère  sont  entre  elles  comme  les 
surfaces  de  ces  mêmes  polyèdres.  Ainsi,  la  pro- 
p  rit  te  que  nous  avons  démontrée  pour  le  cylindre 
circonscrit  est  commune  à  une  infinité  d'autres 
corps. 

On  aurait  pu  remarquer  également  que  les  sur- 
faces des  polygones  circonscrits  au  cercle  sont  entre 
elles  comme  leurs  contours. 

PROPOSITION    XVII. 


Le   segment  circulaire  BMD   étant   supposé  fig.a7'. 
faire  une  révolution  autour  d'un  diamètre  ex- 
térieure ce  segment,  trouver  la  valeur  du  solide 
engendré. 

Abaissez  sur  Vase  les  perpendiculaires  BE,  DF; 
du  centre  C  menez  CI  perpendiculaire  sur  la  corde 
BD,  et  tirez  les  rayons  CB,  CD. 

Le  solide  décrit  par  le  secteur  BCA  =  ~  it  .  CB. 
AE*;  le  solide  décrit  par  le  secteur  DCA  =  ~  w.  *  «* 
CB .  AI1'  ;  donc  la  différence  de  ces  deux  solides,  ou  le 
solide  décrit  par  le  secteur  DCB  =  jic.CB.  (AF  — 
AE )  =  ~  ie .  CB .  EF.  Mais  le  solide  décrit  par  le  trian- 
gle isoscèle  DCB  a  pour  mesure  ~  «  .  CI .  EF  *  ;  donc  *  '*■ 
le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  =  ~  ir,  EF. 
(  CB* — Cl).  Or  dans  le  triangle  rectangle  CIB, 
onaCB*—  CI°=  BI  =  £  BD;  donc  le  solide  décrit 
par  le  segment  BMD  aura  pour  mesure  f  7t.  EF.  j  BDj 
ou>  .  BD.EF. 
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Scholie.  Le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  est  à 
.la  sphère  qui  a  pour  diamètre  BD,  comme  jit.  iîD. 
ËF  est  à  |  it.  BD  ,~ôii  :  :  EF  :  BD. 

PROPOSITION   XVIII. 


rouf  segment  de  sphère,  compris  entre  deux 
plans  parallèles  y  a  pour  mesure  la  demi-somme 
de  ses  bases  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  la 
solidité  de  la  sphère  dont  cette  même  hauteur 
est  le  diamètre: 

Soient  BE,  DE,  les  rayons  des  bases  du  segment, 
EF  sa  hauteur,  de  sorte  que  le  segment  soit  produit 
par  la  révolution  de  l'espace  circulaire  BMDFE 
autour  de  l'axe  FE.  Le  solide  décrit  par  le  seg- 
ment BMD  *=z$tt.  BD.EF,  le  tronc  de  cône  décrit 
par  le  trapèze BDFE*=>.EF.  (bÊ+DF  +  BE.  DF  )i 
donc  le  segment  de  sphère  qui  est  la  somme  de  ces 
deuxsolides^^7C.EF.(2B^+2DTA-aBE.BF+"BD). 
Mais,  en  menant  BO  parallèle  à  EF,  on  aura  DO  =: 
DF— BE,DO= lOT—  2DF.BE  +  BË*,  etparconsé- 
quentBT)  =  ito+Da^ËF+DF^2  DV  X  BE+BE* 

Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  BD  dans  l'expres- 
sion du  segment ,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit ,  on 
aura  pour  la  solidité  du  segment, 

iit.EI,.(3BE*+3iDF°-4-Eip), 
expression  qui  se  décompose  en  deux  parties  ;  l'une 

£*.EF.(3BE  +  3D?)f  ou  EF  .  (  *-BE+"-»F~) 
est  la  demi-somme  des  bases  multipliée  par  la  hauteur; 
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L'autre  fx.EF  représente  La  sphère  dont  EF  est  ie 
diamètre  *  :  donc  tout  segment  de  sphère ,  etc. 

Corollaire.  Si  l'une  des  bases  est  nulle,  le  segment 
dont  il  s'agit  devient  un  segment  sphérique  à  tine 
seule  base  ;  donc  tout  segment  sphérique  à  une  base 
équivaut,  à  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de 
môme  hauteur ,  plus  la  sphère  dont  cette  hauteur  est 
le  diamètre. 

Scholie  général. 

Soit  11  ie  rayon  de  la  hase  d'un  cylindre,  H  sa 
hauteur  ;  la  solidité  du  cylindre  sera  ttR'xH,  ou 
rcR'fl. 

Soit  B.  le  rayon  de  la  base  d'un  cône ,  H  sa  hauteur; 
la  solidité  du  cône  sera  ^R'.  ^H,  ou-irR'H. 

Soient  A  et  B  les  rayons  des  bases  d'un  cône  tron- 
qué ,  H  sa  hauteur  ;  la  solidité  du  tronc  de  cône  sera 
iitHfA'  +  B'  +  AB). 

Soit  II  le  rayon  d'une  sphère  ;  sa  solidité   sera 

Soit  R  le  rayon  d'un  secteur  sphérique ,  H  la 
hauteur  de  la  zone  qui  lui  serf  de  base  ;  la  solidité  du. 
secteur  sera  j  iu  R'  H. 

Soient  P  et  Q  les  deux  bases  d'un  segment  sphé- 
rique,  H  sa  hauteur,  la  solidité  de  ce  segment  sera 
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Si  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  hase  P,  l'autre 
étant  nulle,  sa  soiiditi;  sera  '  PH.  +  ^TtH1. 


MEKTS     lUi    (VEOf.llVriilî;. 
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